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I- Approximation du Champ de déplacement :

I-1- Introduction :

I-2- Restriction et interpolation

Comme cela a été vue précédemment, L'expression de W (P.T.V) nécessite donc la construction d'un
champ de déplacement cinématiquement admissible (CA) : continue et vérifiant les conditions aux

limites sur "Su"
Le champ de déplacement est représenté par :

u u(x,y,z)
{U(X)}= {v} ={v(xy,z) ; définisurlevolume V
w w(x,y,z)

Dans la méthode des éléments finis (MEF), il s'agit de construire un champ de déplacement mais
approximé a partir de valeurs de ce champ de déplacement en des points choisis sur le volume V.
En d'autres termes, le MEF consiste donc a :

u(x,y,z)
e dans un premier temps, a restreindre la connaissance du champ de déplacement v(x,y,z)
w(x,V,z)

défini sur le volume V, a seulement la connaissance de ses valeurs en "n" points appelés

ul
nceuds tel que qu'au point "i" le déplacement est i=1,n avec n nombre de points
Y u(x,y,2)
. {Up(x,y,2)} = { v(x,y,2) v1 i=1n
z w(x,V,z) w1
champ de déplacement réel vecteur de déplacement aux nceuds
° En second lieu, a trouver un champ de déplacement approximé et noté {U (x,y, z)}

défini apres interpolation entre les valeurs de ce déplacement aux points nodaux par des
fonctions notées [N(x,y,z)] et appelée fonctions d'interpolations.

(Cette fonction est essentielle dans la méthode des élément finis , elle fera I'objet d'un
développement détaillée dans ce qui suit)

ainsi :

Ui
Uxy2)} ——————— - {U (x,y,2)} = [N(x,y,2)] {Ui} i=1,n

Wi

Remarque 1: Il apparait que dorénavant, les inconnus de notre probléme seront les déplacements
aux nceuds (résolution d’un probléme discret) et non plus les déplacement réel (résolution d’un
probleme continu)

Remarque 2: le champ de déplacement {U (x,y, z)} est donc une expression approchée du

champ réel {U(x,y,z)}. Il apparait donc, que les valeurs de {U (x,y,z)} convergeront d'autant
plus vers {U(x,y,z)} que l'interpolation est élevée, ce qui équivaut a un choix élevé du nombre de
neeuds.



3- Approximation du champ de déplacement

Il s'agit d'exprimer le champ de déplacement sous la forme d'une combinaison linéaire de fonctions
Fi(x,y,z) connues et indépendantes (qui sont souvent des mondmes). le choix de ces fonctions est
essentiel en éléments finis et détermine la qualité de I'élément construit.

ainsi, soit a approximer le champ de déplacement U(x, u, z),
celui ci s'écrira :

Qo
_ a
U@,y,z)=[F(x,y,2) F,0,9,2) e cev veevvee . Bi(x,v,2)]

aTl

ou lI'ensemble de ces fonctions :

[F1(x,y,z) F,(x,9,2) . . e oo o... Fri(x,y,2)]

est appelé "Base Polynomiale de I'approximation"

les constantes o, sont déterminer selon les conditions de I'élément et du choix de repere.
4- Méthodes d'approximation de fonctions:

Deux principales approches sont utilisées :

» L’approximation utilisant seulement les valeurs de la fonction a interpoler est
appelée approximation lagrangienne (ou de type LAGRANGE). Généralement utilisée
pour les éléments travaillant en mode de déformation de traction-compression ou
de membrane

> Lorsque en plus des valeurs de la fonction a interpoler, on utilise aussi ses dérivées
jusqu’a I'ordre m, I'approximation est appelée hermitienne (ou de Type HERMITE),
Utilisé pour les éléments travaillants par exemple en mode déformation de flexion
(faisant intervenir les rotations).

Remargque: dans le cadre de ce cours nous nous limiterons aux éléments les plus
utilisés avec m=1 (considérer seulement la ler dérivé de la fonction)

de plus nous nous limiterons dans ce cours au modele "déplacement" en élément
finis, ou la fonction a interpoler est le champ de déplacement : {U(x,y,2)}

4-1 Champs de déplacement des Eléments
finis _pour les probléemes Unidimensionnels

U(x)
.(Q). ﬁ(X)

4-1-1 Approximation lagrangienne (a partir
des valeurs de la fonction a interpoler)

Un

X1 Xi

Xn

v



soit a approximer la fonction de champ de déplacement U(x) a partir de ses valeurs en x;

nous notons par u; les valeurs de cette fonction en "n" points d'abscisse x; alors :

Ulx) =y
i=1,n
nous approximons cette fonction par un polynéme U (x) de degrés (n-1) composé de "n" mondmes
de la base polynomiale ) a une variable (arrangée selon I'ordre de degré croissant) :
Remarque : le nombre de monéme pris de la base polynomiale est égale au nombre de point de
I'interpolation.
La base polynomiale dans le cas 1D s'écrit :

[1x x2x3 . x™
ainsi
xo
U@)=[1x x?x3 . x™ 1]
On-1
puisque en chaque "i" (i=1 a n) nous avons :
xo
U 2,3 n—-1 @1
U@)=u =[1x xFx}ccccx
On-1

nous obtenons un systeme d'équation dont la résolution nous donne les valeurs des constantes a;
en fonction des u;
avec les valeurs de a; connues, on réécrit finalement U(x) en fonction des u; telle que :

U(x) = Ny (x) ug 4+ Np(x) up + -+ + Np () up, = N;(x).u;

n
i=1
Et on en déduit les fonctions d’interpolation : Ni(x)

nous obtenons donc une approximations U(x) de U(x) a partir des valeurs u;et de fonctions

d'interpolations de degrés (n-1) notées Ni(x) et appelées : Fonctions de Formes.
cette expression peut s'écrire aussi matriciellement comme :

UCx) = [N].{q}

avec {q} : le vecteur déplacement nodaux {q} est composé des u;
[N] : et la matrice des fonctions de formes composée des fonctions de forme de Ni(x)

Propriétés de la fonction de forme N;
la fonction de forme Ni(x) est donc liée au ddl u;, ainsi et sachant que :
U(x;) = u;
i=1,n

qui s'écrit aussi en fonctions de N;:
UCx) = Ny(xg)-ug + Np(xg).ug + -+ NiOeg) g + - Ny (o) up =

Ni(x) =1
ceci implique donc que N]-(xj) =0, j=1,n(saufj=1i
YisaNi(x ) =1




4-1-2 -Détermination des fonctions de Formes Ni(x)

- 1¢" Méthode
De maniere générale et comme on vient de le voir, il suffit pour trouver les N; , de résoudre le

systeme composé du polynéme évalué aux "n" points x;

ainsi, en chaque "i"
24
— al
U (xl) = [1 xi Xiz Xi3 .xin_l] . = ui i:l'n

On-1
on obtient ainsi un systeme a "n" équations)
la résolution de ce systéme permet de calculer les oy en fonction des u; et ainsi de réécrire U(x) et
finalement d'en tirer le N;par identification tel que :

n
U(x) = Z N; (). u;
i=1
- 2°™¢ Méthode

Dans le cas 1, les fonctions de formes N; pour un nombre de points donnée "i" peut étre effectué
simplement et directement en utilisant le polyndme de Lagrange tel que

= X —Xj
N;(x) = —

X; — Xj
j=in Gzt

- 3*m¢ Méthode :

une troisitme méthode permet de trouver les N; en sachant que puisque U(x) est de degrés (n-1)
avec "n" points d'interpolation, cette approximation est donc capable d'approximer de facon exacte
tous les polynémes de degrés inferieur ou égal a (<) (n-1).

ainsi soit le polyndme de degrés "k" ---> x* avec k=[0, n-1], si N; sont les fonctions d'interpolation,
alors on peut écrire que :

n
z N;(x). xF = x¥
i=1

ou plus détaillé :
( k=0 > Ny(x).x0+ Ny(x).x2 + -+ N;(x).x? + - Ny (). x3 = x° =1
I k=1 > N (x).xt+ Ny(x).x3 4+ N;(x).x} + - Ny(x). xt =x = x

k=n—1-> N().xP 1+ Ny(x). xZ 1+ + Ny (). x 7+ - Ny (). a7 = x™71

Réécrit sous forme matricielle



1 1 LMy 1y
[ X1 X .~ Xp ]|N2(x)| x
| x? «x3 x% | ] N3(x) x?
U 2 U, () 1)

la résolution de ce systéme nous donne donc les fonctions de formes

4-1-3 - Application pour des Eléments finis en 1D

- Application a I'élément barre a 2 nceuds :

soit I'élément de barre a 2 nceuds placé dans le systéeme d'axe "x", nous cherchons ses fonctions de
formes ?.

=7
u1 1 u(x)= t 2 uz
—> @ 9 >
a L
x1=0 x2=L

1°" Méthode : (résolution du polynéme) :

o
a
U(x)=[1x x?x3....x™1] !

an
puisque I'élément de barre a 2 nceuds et 2 ddl au total , le polyndme sera composé de 2 monémes:
Ux) =1 x]{gg} =ay+ a.x
enx=x,=0 - U@ =u =aqa,
enx=x,=L - U®)=u,=ay+a,L
ce qui donne

Uy — Uy
L

g = Uy et a; =

U; —

u
I Lx= N; (x)uq + Ny(x)u,

U(x)=u, +

x x
Ny (x) = 1‘z; N, (x) =1

ainsi la matrice des fonctions de forme de I'élément barre a 2 nceuds est :

[NGOT = [Ny (x) Nz (x)]



2°™me Méthode : (polyndme de Lagrange) :

X —x]'
N;i(x) = —
. . X T X
j=1n (J#1i

application directe avec n=2 : nombre de point et avec xi=0 etx,=L

2
1—[ X = Xj X — X, x—1L
Nl(‘x) = = = L = 1 —_——
. . X1 X X1 — Xy -
j=12 (j=#1)
2
X — X X — X X
, . X=X x3—x; L
j=12 (j #2)

3eme Méthode : (directe)

application avec n=2 : nombre de point et avec xi=0 et x> =1L

le degré max du polynome a interpoler est k=n-1=2-1=1

ainsi :

pour k=0 >> 2 N (). x2= Ny (). x¥ + Ny(x).xd = x°=1
Ni(x)+ N(x) = 1

pourk=1 >> Y2 N;(x).x}=N;(x).x}f + Ny(x).x3 = x' =«x
N,(x).L= x

qui s'écrit sous forme matricielle :
[1 1] {N1(x)} _ {1}
0 LI(N,(x) x
la résolution de ce systeme nous donne :
N =1 ad N _Z

Représentation graphique des fonction de Formes

u(x)="?
ui 1 2 u2
—> @ ® —>
L
x1=0 x2=L
Xi
................... >
N1(xi)
1 =
Na(x)=1-x/L \ i/
0
N2(xi) 1
N2(x)=x/L —
0
Xi
7 ................... >

u(xi)= N1(xi)ui+ Na(xi)uz



Application a I'élément barre a 3 nceuds :

soit I'élément de barre a 3 nceuds placé dans le systéeme d'axe "x", nous cherchons ses fonctions de

formes ?
u(x): ?
1 wn 2 W 3 us
—_____p —
. * >—
L/2 L/2 =
x1=-1/2 x2=0 x3=L/2

1°" Méthode : (résolution du polynéme) :

I'élément de barre a 3 nceuds et 3 ddl au total, le polynéme sera composé de 3 mondmes:

(24)

Ux)=[1x xz]{%} =ay+ a;.x + ay. x?
a

L L L,
enx=x;=—= s> UX) =y =aqy+a.(—) +a.(—2)
2 2 2
enx=x,=0 - U =u, =aq,
L _ L L
enx=x3 =3 —>U(x)=u3=a0+a1.(§)+a2.(§)2

ce qui donne

Uz — Uy 2(uq — 2uy + u3)
Qg = Uy a, = L et a; = 2
U3 — U 2(uy — 2u, +u
0=+ xt G4y 2 3 2 = N, () 1ty + Ny(x) oty + Na () 113
2x2 2 x 2x?
N1(x)=—z+L—2, Nz(x)=1—7, N3 (x) Z+L_2

2°™ Méthode : (polynéme de Lagrange) :

N;(x) =
j=1n (j#0)

application directe avec n= 3 :nombre de point et avec x1=-L/2 ; x2=0 etx3=L/2

: X = X; X—X; X—X3 x—0 x—1L/2 x 2x?
M) = 1_[ X=X X=Xy X — X5 —-L/2-0 —L/2—L/2=_Z+7
j=13 (et 'j 1 2 X1 3
L L
N, () ﬁ x—xj x—x x—x3 X—(=)x=() 4x?
2X) = . = — — = I I = — >
=13 (-2 Xp = Xj  Xp—Xp Xy — Xz (— (_5) 0— (5) L



3 L
X — Xj x—x x—x, X—(9x-0 x 2x?
O e e e st A
X3=X  X3TX X3=Xp 0—(=3) 20

j=13 (j#3)

3eme Méthode : (directe)

application avec n= 3 :nombre de point et avec x1=-L/2 ; x2=0 etxs=L/2

le degré max du polynGme a interpoler est k=n-1=3-1=1

ainsi :

pour k=0 >> 2 N (). x2= Ny (). 2 + Ny(x).x9 + N3(x).x2 = x0=1
Ni(x) + Na(x) + N3(x) =

pourk=1 >> Y3 N;(x).x}=Ni(x).x} + Np(x).x3 + N3(x).xi = x'=x
L L
Nl(x)(_i) + Ns(x)(i) = X
pour k=1 >> 2 N (). xt= Ny (). x2 + Np(x).x2 + Ny(x).x2 = x?

L L
N1(x)(—§)2 + N3(x)(i)2 = x?

qui s'écrit sous forme matricielle :

[ 1 1 ll,
| Lo [(Na(x) 1
G -5 0 G (o) :{x}
G2 o G| W)
la résolution de ce systéme nous donne :
1 1 171! 1
N;(x) [_(E) 0 (5)} 1 [0 _(Z) 2/(L)2] 1
Ny(x) p = LZ L2 {x }= 1 0 —4/(L)*|{x
2 2
Na(x) [—(5)2 0 (E)ZJ x 0 (%) 2/(L2 |
x 2x? 4x? x 2x?
N1(x)=—z+L—2; Nz(x)=1—7; Ns(x)=z+7

ainsi la matrice des fonctions de forme de I'élément barre a 3 noeuds est :

[NGOT = [N1(x)  Np(x)  N3(x)]



Représentation graphique des fonction de Formes

=7
1 u1 U(X) ’ 2 u2 3 us
@ 1§  —
Xi =-L/2 L/2 X3 =0 L/2 X3=L/2
x 2x?
Nl(x) - _Z + L_Z
4x2
Ny(x) =1- Iz
0
Na(xi)
N (x) = X N 2x? 1
V=TT

4-1-2 Approximation Hermitienne :(a partir des valeurs de la fonction a interpoler et de sa 1er
dérivée)

soit a approximer la fonction de champ de déplacement V(x) a partir de ses valeurs et de ses
dérivées en x;

ov; . L . .
nous notons par v; et — les valeurs de cette fonction et de ses dérivées en "n" points d'abscisse x;
ox

alors :
V(x;) = v
6V(xl-) .y
ox
i=1,n

nous approximons donc cette fonction par un polynédme V (x) de degrés (2n-1) composé de "2n"
mondémes de la base polynomiale .
les méthode d'approximation restent les méme que pour I'approximation lagrangienne.

10



Application a I'élément Poutre en flexion a 2 nceuds :( pour simplifier, nous n'utiliserons que la ler
méthode :résolution du polynéme)

soit un élément de poutre a 2 nceuds placé dans le systeme d'axe "x". le mode de déformation de
flexion provoque un déplacement de flexion transversal V' (x). Dans le cas de poutre avec effet de
flexion dominant (poutre de bernoulli) et effet de cisaillement négligeable ( cas d'une hauteur faible
de la poutre par rapport a sa longueur), la rotation en un point de la poutre peut étre assimilée dans
ce cas a la dérivé de la fleche. V (x).

Ainsi, on peut considérer deux ddl en chaque nceuds de I'élément : le déplacement et la rotation, tel
que le vecteur déplacement nodale se présente comme :

N

Vi V2 02
61 ( V(x): ? )
A 4

. H
1 2 X
L f
x1=0 X2=L
1°" Méthode : (résolution du polyndme) :
o
— C(l
V)=1[1xx*x% . .x™]
an

I'élément de poutre a 2 nceuds et 4 ddl au total (n=4) , le polyndbme sera composé de 4 monémes: le
déplacement V(x) sera interpolé par ses 4 valeurs en 1 et 2 ( sa valeur et la valeur de sa dérivée)

o
— a
Vix)=[1xx*x°] a; =y + X + @y X% + azx®
as
oV (x)
=a, + 2a,x + 3azx?
ox 1 2 3

enx=x,=0 >V (x)=V(0)=v, =a,

oV (x;) _ ov(0) o
ax  dx ' %

11



enx=x,=L - V(x)=V({L)=v, =ay+ a;L+ a,l? + azL3

oV (x,) _ ov (L)
ax  ox

= 92 = a; + ZazL + 3a3L2

la résolution de ce systeme d 'équation donne :

3171 31]2 201 92 2171 2172 01 02
Xy =V ; a; =0 ; G =——t—————— ; =

= 3 3 26 2 6, , 6
ainsi V(x)=v1+01x+(—ﬂ+ﬂ—71——) 2+(L3 — 1+L—§)x
qui s ‘écrit sous laforme V' (x) = Ny(x).v; + Ny(x).0; + N3(x).v, + Ny(x). 6,

3x2 2x3 2x? xB 3x2  2x3 2
aee M@ =1-Tp +755 M) =x-"+5  MO="7g 75 M&=-7+

ainsi la matrice des fonctions de forme de I'élément poutre en flexion a 2 nceuds est :

[NGOT = [Ni(x) Na(x) N3(x) Na(x)]

avec {q}= v, finalement : V (x)= [N()].{q}

0 < lw V2 02
1 R |

3 2x3 VIX)=71
My —1-3E 2 X

EARE @
1 2
X1=0 L X2=L
Xi
2x% x3 >
No@) =x ===+ 73 1 "
Ni(xi)) « | el
Nz(Xi) < i
3x2 2x3 R I .............
N =77 — 77 ' -
Na(x) <i e
I,_.- 1
x?  x3
Ny(x) = —=— +=
4(x) I +L2
Na(xi)
.......... | S
ainsi, le déplacement en xi s'écrit :

V (x) = Ny(x).v; + Ny (x). 0, + Na(x). v,
+ Ny(x;). 0,

12
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4-2 Eléments finis pour les problémes Plans (Bidimensionnels (2D) ou a deux variables :

4-2-1 Approximation lagrangienne.

A
U(x,y)
La procédure est la méme que pour le cas (1D), T(x,y

seule la base polynomiale change. :

Ainsi, soit a approximer pour un probléme Plan la Qi
fonction de champ de déplacement

u(x,y)

a partir de ses valeurs en «n » points (x; yi) notés
Yi

Uj (i=1,n)

X1 Xi Xn

L'interpolation s’écrit pour

ulxy,yi) =y
i=1,n
nous approximons cette fonction par un polyndme % (x,y) composé de "n" mondmes de la base
polynomiale a deux variables (ordonnée par degré croissant):

F,y)=[1 x y x? xy % x3 xy% X%V i

Qu’on peut aussi retrouver en utilisant le triangle de pascal :

1
Polynéme complet du 1 degré vV X y
Polynéme complet du 2°™ degré
x2 Xy y2 v
Polynéme complet du 3°™ degré 3
x3 X2y xy?2 y
x4 X3y x2y2 xy3 y*
x5 x4y xy? xy3 xy* ve
ainsi
xo
az
= _ 2 2.3 .2 2.,3 .
au(x,y)=[1 xy x* xy y=x°> x°y xyy............]{ }
\e,_,)
puisque en chaque "i" nous avons
ulx,y) =u (X, ) =u; =
ao
2 2.3 .2 2.3 !
[1 x; yi %% xyi Yi© %i° X°Vi XiYi% Vi® eooee e o]
An—1

nous obtenons un systeme d'équation dont la résolution nous donne les valeurs des constantes o
en fonction des u;

13
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ce qui nous permet de réécrire finalement en fonction des u; I'approximation comme :

u(x,y) = z N;(x,y).u;
i=1

Et donc d’en déduire les fonctions de formes : Ni(x,y)

Ou matriciellement comme :
u (x,y) = [N(x,y)]{q}

avec [N(x,y)]=[N; N, .. N; .. N, ] et {q} =< u;

Détermination des fonctions de Formes Ni(x,y)

Les méthodes de détermination des fonctions de formes restent les méme que pour le cas 1D,

Nous nous limiterons dans la présentation a la 1 méthode exposée (celle du polyndme de Lagrange
n’étant applicable qu’au cas 1D)

Application aux éléments plans

Les éléments utilisés généralement dans les problémes Plans sont les éléments triangulaires (3 et 6
nceuds), rectangulaires (4 et 8 nceuds) Nous présentons dans ce qui suit le développement des
matrices des fonctions de Formes des deux éléments simple de membrane : le triangle a 3 nceuds et
le rectangle a 4 nceuds

1-Elément Triangulaire de membrane a 3 nceuds.

(y)
Le champ de déplacement dans ce cas s’écrit dans le F
repere global (x,y): ¥3

{Ux,y)} = {Zg ig}

Le mode de déformation pour ce type d’élément est
plan en traction/compression ou plus généralement
noté élément de membrane (ou membranaire)

Les champs de déplacements selon x: u(x,y) et selon

y : v(x,y) seront interpolés avec les mémes fonctions X Xs Xa
avec 3 valeurs nodales.

Ainsi le champ de déplacement selonx , u (x,y) s’écrit:

14



Uy
u(x,y) = [N;(x, y)l{u;} = [N1(x,¥) Np(x,y) Ni(x,y)] {uz}
Us

le champ de déplacement selony v (x,y) s’écrit :
V1
v (x,y) = [Ni(x, y){vi} = [N(x,y)  Nao(x,y)  Na(x, y)] {”2}
U3

Interpolation de u(x,y) et détermination des Ni(x,y):

puisque la fonction u(x,y) est interpolée par 3 valeurs u;, nous prenons les trois premier monémes de
la base polynomiale en (x,y).

Fix,y)=[1 x Y]
24

ulx,y)=[1 x y] {051} =ay+ a1 x + ayy
a>
Nous notons que dans ce cas I'interpolation est linéaire en x et y (le polyndme est complet
du 1°" degré)

I'élément triangulaire a 3 nceuds et 1 ddl u /noeud:

ve

au noeud 1 {yi} - ulx,y) =ag + ax, +ayy; =uy
X

au noeud 2 {yz} = uxy,y2) = Qg + 41X, + Ay, = U,
X

au noeud 3 {yz} - u(x3,y3) = @p + a1x3 + @y = U

Ce systeme d’équation écrit sous forme matricielle :

1 x1 y17(% Uy
1 xZ YZ 0(1 = uz
1 x3 yzl\a; Uz

Qo 1 %1 »n
=11 x; ¥,

1 x3 y3

Uq
Uz
Us

1x1y111
1 x, ¥y =Z

X2Y3 —X3Y2 X1Y3 —X3Y1 X1Y2 — X2)1
Y2—Y3 V3— W Yi— Y2 ]
1 x3 y; X3 — X3 X1 — X3 X2 —X1
1 % »n 1 % »n
A= det [1 X2 YZ] =1 X2 V2| =xy3 = X3y2 — X1Y3 + X3Y1 + X1V — X2)1
1 x3 y3 1 x3 y3

15



, ) . , A
Remarque : on peut démontrer que 'aire du triangle notée A est telque: A = 5

Ainsi ;
1 % »n] (M
ute,y) =[1 x yl|1 x2 yz2| jUe
1 x3 3 Uz
L'interpolation de u (x, y) s’écrit en fonction des fonctions de Formes
Ug
u(x,y) =[Ni(x,y) Na(x,y)  Nz(x,y)] {uz}
Uz
Et donc:
1 x »nm]
[Ni(x,y)  Na(x,y) Na(xe, )] = [1 x y]|1 y2 2
1 y3 y3

Y2—Y3 Y3—W1 Yi—Y2
X3 — X3 X1 — X3 X2 —Xq

NiGxy) No(xy) Nsoy)l=[1 x ylo

X2Y3 —X3Y2 X1Y3 —X3Y1 X1Y2 — xz)’1]

Finalement :
1
N, (x,y) = 22 [(x2y5 — x3Y2) + (V2 — ¥3)x + (x5 — x2)y]
1
Ny(x,y) = A [(x1y3 — x3¥1) + (3 —y1)x + (x1 — x3)y]
1
N3(x,y) = N [(x1y2 — %21) + (71 — Y2)x + (2 — x1)y]

Remarque : I'interpolation de v(x,y) se fait avec les mémes fonctions de Formes

Le champ de déplacement de notre élément est donc

Wen = foie ) = e ia)

Avec [N(x,y)]: fonction de forme de I'élément triangulaire de membrane a trois noeuds et

{q} vecteur déplacement nodaux (réarrangé dans I'ordre des numéros des nceuds) :

\

U1

_[M(,y) 0 Np(x,y) 0 Ns3(x,y) 0 _!u l
NG =0 N Gy 0 NyGey) 0 NaGoy)l € 0= sz
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2-Eléments Rectangulaires a 4 nocuds.

(méme principe de développement que pour | 'élément triangulaire )

{Ux,y)} = {Zg ig}

Les champs de déplacements selon x: u(x,y) et selon y: v(x,y) seront interpolés avec les mémes
fonctions. Ainsi

Uy

u(6y) = NGy} = Cey) Na(xy) NaGoy) NaGoy)ld

Uy
V1

v (xry) = [Ni(x'y)]{vi} = [Nl(x'y) Nz(x'Y) N3(x'}’) N4(x»)’)] z;

Uy

Interpolation de u(x,y) et détermination des Ni(x,y):

la fonction puisque u(x,y) est interpolée par 4 valeurs u; , nous prenons donc quatre monémes de la

base polynomiale.

Cependant dans ce cas le nombre de termes ne correspond pas dans la base a un polyndme complet.
En effet les 3 premier termes correspondent au degré 1 et il reste a définir un seul terme qu’il faudra

prendre sur les termes dudegré 2: x2, y? ou xy?

Il évident qu’il faut prendre le terme xy car il permet d’avoir une interpolation bilinéaire (selon x ou
selony), alors que x2 ou y? sont quadratiques ce qui ne correspond pas a notre cas qui ne
comporte que 2 valeurs par coté ( au max une interpolation linéaire)

ao
a
ul,y)=[1 xy xyl a; =ay+ a;x + ayy + azxy

as
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Nous notons que dans ce cas I'interpolation est bilinéaire en x et y (le polyndme est incomplet du 2
degré)

I'élément triangulaire a 4 nceuds et 1 ddl u /noeud:

X
au noeud 1 {3’1} = u(xy,y1) = g + a1x1 + Y1+ azx;y; = ug

X
au noeud 2 {yz} = u(xz,¥2) = ag + a1x; + azy,+ azxy, = uy
X3
au noeud 3 {y3} - u(x3,y3) = @g + ayx3 + ay3+ azx3y3z = Uz
X4
au noeud 4 {y4} = (X4, Y1) = Qo + QX4 + QY4+ A3X4Ys = Uy
1 x y1 Xiy1] s Uy
1 % y, XV2|)ai( _ Jup
1 x5 y3 X3V3|)az(  |us
1 x4 Y4 x4y,)N03 Ua
@ Lox oy ]
ar| _ |1 x2 Y2 X2)2 Uy
a,( |1 x5 y3 X3¥3 Ug
as 1 x4 Yo x4y Ug
avec
@, 1 x oy ]ty
a 1 x, y, X2)2 u
u(x,y)=[1 x y xy] a'; =[1 x y xy] 1 xz yz X3Y3 u;
as 1 x4 Yo x4y Ug
sachant que
Uy
u
u(x)y)z[Ni(ny)]{ui}z[Nl(x'y) NZ(x'y) N3(xry) N4(x'}’)] ui
Uy
ainsi
1 % y1 Xan -1
_ 1 x; y, X2)2
[Nl(xry) NZ(x'y) N3(x»3/) N4(x'y)] - [1 Xy xy] 1 X3 Y3 X3Y3
1 x4 Yo x4y

I'interpolation du champ de déplacement pour un élément rectangulaire s'écrit

W) = {0 = Vel
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Avec [N(x,y)]: fonction de forme de I'élément rectangulaire de membrane a quatre nceuds et

{q} vecteur déplacement nodaux (réarrangé dans I'ordre des numéros des nceuds) :

(U1
U1
U
Ni(x,y) 0 N,(x,y) 0 N3(x,y) 0 N,(x,y) 0
1,y 2,y 3%,y 4\ X,y ot {q}=<u3>

[N(x,y)] = 0 Ni(x,y) 0 No(x,y) 0 N3(x,y) 0 Nu(x,y)

Remarque :

On principe, on pourra continuer avec cette procédure et trouver les fonctions de formes de
n'import quel élément. Mais il est claire qu'avec lI'augmentation du nombre de nceuds et de ddl,
leurs expressions vont étre tres lourdes a manipuler s'ils sont définies dans un repére en
coordonnées cartésienne.

Dans la pratique en éléments finis, Il est plus intéressant de pouvoir opter pour une autre démarche
consistant a déterminer ces fonctions de formes dans des repéres sans dimension définie entre
(-1 et +1) appelé repere en coordonnées paramétriques (ou intrinseques ou naturelles). Une
transformation permettra de revenir vers les coordonnée dans le repere réel. L'élément ainsi
construit dans le repére paramétrique est appel élément de référence et I'élément dans le repére
orignal est appelé élément réel.

Cette maniere de faire permet de construire les fonction de forme des éléments et donc de leurs

matrices de rigidités de maniere simple et de revenir ensuite a I'élément réel par simple
transformation dans le repére réel.

Par ailleurs, ce dernier aspect présente un autre avantage consistant a permettre, lorsque la calcul de
la matrice de rigidité par une intégration formelle est impossible sur le domaine, d'opter pour une
méthode d'intégration numérique sur le domaine. ( tous ces aspect seront développés plus loin dans
le cours)

Coordonnes paramétriques , intrinséque ou naturelles ( sans dimension)

reprendre les élément barre, poutre triangle et rectangle en coordonnes paramétriques

Eléments de références

Eléments isoparamétriques
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