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5- Expression Discrétisée de W 

Nous avons vu auparavant que l'approximation du champ de déplacement réel   {𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)}  s'écrit 
de manière générale pour un élément :   

{𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)} = [𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)]{𝑞} 

que nous notons simplement                        {𝑈} = [𝑁]{𝑞} 

 

revenons à la dernière forme de W trouvée (cas élastique) : 

 

𝑾 = 𝑾𝒆𝒙𝒕 − 𝑾𝒊𝒏𝒕 = 𝟎 

𝑾𝒊𝒏𝒕 = න{ 𝛅𝛆 }𝒕[𝑯]{𝛆}

𝑽

 𝒅𝑽 

𝑾𝒆𝒙𝒕 = න{𝛅𝐔}𝒕

𝑺

{𝒇𝒔}𝒅𝑺 + න{𝛅𝐔}𝒕

𝑽

{𝒇𝒗}𝒅𝑽  

nous nous proposons de trouver l'expression de W sous forme discrétisée en remplaçant le champ 
de déplacement réel par sa forme discrétisée 

5-1- Evaluation de Wint 

𝑊௜௡௧ = න { δε }௧[𝐻]{ε}

௏

 𝑑𝑉 

l'expression de le déformation infinitésimal  s'écrit :   

{𝜀} =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜀௫

𝜀௬

𝜀௭

𝛾௫௬

𝛾௫௭

𝛾௬௭⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

= [𝐃]. {𝑈} 

   

[𝐃] = operateur de dérivation 
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[𝐃] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

డ

డ௫
0 0

0
డ

డ௬
0

0 0
డ

డ௭
డ

డ௬

డ

డ௫
0

డ

డ௭
0

డ

డ௫

0
డ

డ௭

డ

డ௬⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   et  {𝑈} = ቊ
𝑢
𝑣
𝑤

ቋ 

{𝜀} = [𝐃]. {𝑈} 

nous avons  
{𝑈} = [𝑁]{𝑞} 

ainsi   
{𝜀} = [𝐃]. ([𝑁]{𝑞}) 

Remarque:  l'opérateur de dérivation ne concerne que les fonctions de formes : 

{𝜀} = ([𝐃][𝑁]) . {𝑞} 

{𝜀} = [𝐵] . {𝑞} 

nous notons par  [𝑩] la matrice des dérivés des fonctions de formes au sens de l'operateur  [𝐃] 

                                                                         [B] = [𝐃]. [𝑁] 

 

 nous obtenons aussi la variation du vecteur déformation  (la variation ne concerne que le vecteur 
déplacement ): 

{𝛿𝜀} = [𝐵] . {𝛿𝑞} 

et sa forme transposée 

{𝛿𝜀}௧ = {𝛿𝑞}௧. [𝐵]௧   

si nous remplaçons ces termes dans Wint : 

𝑊௜௡௧ = න { δε }௧[𝐻]{ε}

௏

 𝑑𝑉 

𝑊௜௡௧ = න{𝛿𝑞}𝑡. [𝐵]𝑡 . [𝐻]

௏

 . [𝐵] . {𝑞}𝑑𝑉 

le vecteur déplacement nodale est indépendants de (x,y,z), ainsi : 
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𝑊௜௡௧ = {𝛿𝑞}𝑡. ቌන [𝐵]𝑡 . [𝐻]

௏

 . [𝐵] 𝑑𝑉  ቍ . {𝑞} 

5-2- Evaluation de Wext 

𝑊௘௫௧ = න{δU}௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න {δU}௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉  

avec  

{𝑈} = [𝑁]{𝑞} 

de même  sa variation 

{𝛿𝑈} = [𝑁]{𝛿𝑞} 

et sa transposée 

{𝛿𝑈}௧ = {𝛿𝑞}௧ [𝑁]௧ 

  

𝑊௘௫௧ = න{𝛿𝑞}௧ [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න {𝛿𝑞}௧ [𝑁]௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉  

𝑊௘௫௧ = {𝛿𝑞}௧ ቌන  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න  [𝑁]௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉ቍ 

finalement  

𝑾 = 𝑾𝒆𝒙𝒕 − 𝑾𝒊𝒏𝒕 = 𝟎 

𝑾𝒊𝒏𝒕 = 𝑾𝒆𝒙𝒕 

{𝛿𝑞}௧. ቌන [𝐵]௧ . [𝐻]

௏

 . [𝐵] 𝑑𝑉  ቍ . {𝑞} = {𝛿𝑞}௧ ቌන  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න  [𝑁]௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉ቍ 

ou plus simplement 

ቌන[𝐵]௧ . [𝐻]

௏

 . [𝐵] 𝑑𝑉  ቍ . {𝑞} = ቌන  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න  [𝑁]௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉ቍ 

en notant par  
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[𝐾] = න [𝐵]௧ . [𝐻]

௏

 . [𝐵] 𝑑𝑉   

[𝑲]  : représentant la matrice de rigidité. Elle est constante et dépend seulement des caractéristiques 
géométriques et physiques de l'élément. 

 

et par 

൛𝐹௘௤௨ൟ = න  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න  [𝑁]௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉  

ൣ𝑭𝒆𝒒𝒖൧  : représente le vecteur charge nodale équivalente au chargement réel 

 

finalement, on obtient la relation de rigidité d'un élément dans son repère local 

[𝐾]. {𝑞} = ൛𝐹௘௤௨ൟ 

Remarque: Evidemment[𝑲]   et ൣ𝑭𝒆𝒒𝒖൧ sont  définie dans repère local de l'élément, et donc dans le 
même repère de définition des fonctions de formes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 
 

1 2 

L 

u2 u1 

x1=0 x2=L 

E, S 
x 

5-3- Détermination de la matrice de rigidité et des charge équivalentes - Application aux éléments 
déjà présentés 

5-3-1- Elément de barre à 2 nœuds et 1 ddl par nœuds: 

prenons le cas de la barre (déjà manipulée) de 
longueur L et de section S et module d'élasticité E, 
placée dans le repère (xy). 

sa fonction de forme (déjà vue) s'écrit : 

 

[𝑁(𝑥)] = [𝑁ଵ(𝑥) 𝑁ଶ(𝑥)] 

𝑁ଵ(𝑥) = 1 −
𝑥

𝐿
 ;       𝑁ଶ(𝑥) =

𝑥

𝐿
 

 Matrice de rigidité : 

la matrice de rigidité s'écrit en général : 

[𝐾] = න [𝐵]௧ . [𝐻]. [𝐵]
௩

𝑑𝑉 

avec   :     [𝐵]= [𝑫]. [𝑁] 

{𝜀} = [𝐃]. {𝑈} 

dans notre cas  :                                               {𝑈} = 𝑢(𝑥)   

 

dans le cas de la barre en traction compression,  la déformation axiale  s'écrit: 

          et     {𝜀} = ቂ
𝐝

𝐝𝐱
ቃ . 𝑢(𝑥)            ⇒        [𝐃] =   ቂ

𝐝

𝐝𝐱
ቃ          

[𝐵]= [𝑫]. [𝑁]   =   ቂ
𝐝

𝐝𝐱
ቃ . [𝑁1(𝑥) 𝑁2(𝑥)]    =   ቂ

ௗேభ(௫)

ௗ௫

ௗேమ(௫)

ௗ௫
ቃ     =    ቂ−

ଵ

௅

ଵ

௅
ቃ 

[𝐻] = 𝐸   ∶ 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑌𝑜𝑢𝑛𝑔 

ainsi : 

[𝐾] = න ൦
−

1

𝐿
1

𝐿

൪ . 𝐸. ൤−
1

𝐿

1

𝐿
൨

௩

𝑑𝑉 
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1 2 

L x1=0 x2=L 

x 

qo 

[𝐾] = 𝐸 න ൦

−1

𝐿
1

𝐿

൪ ൤
−1

𝐿

1

𝐿
൨

௩

𝑑𝑉 = 𝐸 න ൦

−1

𝐿
1

𝐿

൪ ൤
−1

𝐿

1

𝐿
൨ 𝑑𝑥

௫

න 𝑑𝑦

௬

න 𝑑𝑧

௭

 

en posant   

𝑆 = න 𝑑𝑦

௬

න 𝑑𝑧

௭

 

[𝐾] = 𝐸. 𝑆 න ൦
−

1

𝐿
1

𝐿

൪ ൤−
1

𝐿

1

𝐿
൨

௫

𝑑𝑥 = 𝐸. 𝑆 න ൦

1

𝐿ଶ
−

1

𝐿ଶ

−
1

𝐿ଶ

1

𝐿ଶ

൪ 𝑑𝑥

௫

 

 

dans le repère (xy) , la matrice de rigidité de la barre s'écrit : 

[𝐾] = 𝐸. 𝑆 න ൦

1

𝐿ଶ
−

1

𝐿ଶ

−
1

𝐿ଶ

1

𝐿ଶ

൪ 𝑑𝑥 =
𝐸. 𝑆

𝐿

௅

଴

ቂ
1 −1

−1 1
ቃ 

 Charges équivalentes :  

nous présentons le calcul des charges équivalentes pour des cas simples de charge uniforme repartie 
le long de la barre et de charge ponctuelle sur la barre: 

*  cas de la  charge répartie uniforme qo:  

 

 

 

les charges équivalentes s'écrivent en général : 

൛𝐹௘௤௨ൟ = න  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 + න  [𝑁]௧

௏

{𝑓௩}𝑑𝑉 

dans notre  cas les forces de volume sont négligées  et le vecteur des forces de surface s'écrit 
simplement en force répartie uniforme selon x  (pas de ddl selon y): 

{𝑓௦} =qo 

൛𝐹௘௤௨ൟ = ∫  [𝑁]௧
ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 =∫  [𝑁]௧
௫

. 𝑞௢ . 𝑑𝑥 
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1 2 

L x1=0 x2=L 

x 

P x0 

൛𝐹௘௤௨ൟ = න ൤
𝑁1(𝑥)

𝑁2(𝑥)
൨

௫

. 𝑞௢ . 𝑑𝑥 = න ቎
1 −

𝑥

𝐿
𝑥

𝐿

቏

௫

. 𝑞௢ . 𝑑𝑥 

dans le repère local choisi  

൛𝐹௘௤௨ൟ = 𝑞௢ න ቎
1 −

𝑥

𝐿
𝑥

𝐿

቏

௅

଴

𝑑𝑥 = ൜
𝐹ଵ

𝐹ଶ
ൠ = ൞

𝑞௢𝐿

2
𝑞௢𝐿

2

ൢ 

 

 

cas de la charge ponctuelle  P: (appliquée à xo) 

 

 

 

 

dans ce cas le vecteur des forces de surface se réduit à une force ponctuelle appliquée à xo. 
{𝑓௦} =P 

dans ce cas, l'évaluation de l'intégration se réduit à évaluer simplement la fonction à intégrer en xo : 

൛𝐹௘௤௨ൟ = ∫  [𝑁]௧
ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 =∫  [𝑁]௧
௫

. 𝑃. 𝑑𝑥 

 

൛𝐹௘௤௨ൟ= [𝑁(𝑥௢)]௧. 𝑃 

൛𝐹௘௤௨ൟ = ൤
𝑁1(𝑥0)

𝑁2(𝑥0)
൨ . 𝑃 = ቎

1 −
𝑥𝑜

𝐿
𝑥𝑜

𝐿

቏ . 𝑃 

dans le repère local choisi  

൛𝐹௘௤௨ൟ = ൜
𝐹ଵ

𝐹ଶ
ൠ = ቐ

𝑃(1 −
𝑥𝑜

𝐿
)

𝑃(
𝑥𝑜

𝐿
)

ቑ 

 

5-3-2- Elément de Poutre à 2 nœuds et 2 ddl par  nœuds: 
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prenons le cas de la Poutre (déjà manipulée) de 
longueur L et d'Inertie I, et module d'élasticité E . 
placée dans le repère (xy). 

sa fonction de forme (déjà vue) s'écrit : 

[𝑁(𝑥)] = [𝑁ଵ(𝑥) 𝑁ଶ(𝑥) 𝑁ଷ(𝑥) 𝑁ସ(𝑥)] 

𝑎𝑣𝑒𝑐      𝑁ଵ(𝑥) = 1 −
3𝑥ଶ

𝐿ଶ
 +

2𝑥ଷ

𝐿ଷ
;       𝑁ଶ(𝑥) = 𝑥 −

2𝑥ଶ

𝐿
 +

𝑥ଷ

𝐿ଶ
;           𝑁ଷ(𝑥) =

3𝑥ଶ

𝐿ଶ
 −

2𝑥ଷ

𝐿ଷ
;       𝑁ସ(𝑥) = −

𝑥ଶ

𝐿
 +

𝑥ଷ

𝐿ଶ
 

 

 Matrice de rigidité :   la matrice de rigidité s'écrit en général : 

[𝐾] = න [𝐵]௧ . [𝐻]. [𝐵]
௩

𝑑𝑉 

avec   :     [𝐵]= [𝑫]. [𝑁] 

{𝜀} = [𝐃]. {𝑈} 

dans notre cas     {𝑈} = 𝑣(𝑥)   

dans le cas de la poutre en flexion,  la déformation axiale  s'écrit (courbure): 

              {𝜀} = −𝑦 ቂ
𝐝𝟐

𝐝𝐱𝟐
ቃ . 𝑣(𝑥)            ⇒        [𝐃] =   −𝑦 ቂ

𝐝𝟐

𝐝𝐱𝟐
ቃ          

[𝐵]= [𝑫]. [𝑁]   =   −𝑦 ቂ
𝐝𝟐

𝐝𝐱𝟐
ቃ  . [𝑁1(𝑥) 𝑁2(𝑥) 𝑁3(𝑥) 𝑁4(𝑥)]     

[𝐵]=ቂ𝑦. (
଺

௅మ
−

ଵଶ௫

௅య
) 𝑦. (

ସ

௅
−

଺௫

௅మ
) 𝑦. (−

଺

௅మ
 +

ଵଶ௫

௅య
) 𝑦. (

ଶ

௅
−

଺௫

௅మ
)ቃ 

[𝐻] = 𝐸   ∶ 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑌𝑜𝑢𝑛𝑔 

ainsi , en posant  [𝐵′]=ቂ(
଺

௅మ
−

ଵଶ௫

௅య
) (

ସ

௅
−

଺௫

௅మ
) (−

଺

௅మ
 +

ଵଶ௫

௅య
) (

ଶ

௅
−

଺௫

௅మ
)ቃ 

[𝐵]=𝑦. [𝐵′] 

[𝐾] = ∫ [𝐵]௧. 𝐸. [𝐵]
௩

𝑑𝑉= 𝐸 ∫ [𝐵′]௧[𝐵′]𝑑𝑥
௫

∬ 𝑦ଶ𝑑𝑦
௬௭

𝑑𝑧 

en notant par 𝐼௭  le moment d'inertie, celui  ci s 'écrit    𝐼௭ = ∬ 𝑦ଶ𝑑𝑦
௬௭

𝑑𝑧 

[𝐾] = 𝐸𝐼௭ න [𝐵ᇱ]௧[𝐵ᇱ]𝑑𝑥

௫

 

la matrice est donc de taille (4x4), nous développons par exemple le terme K(1,1) dans le repère choisi (xy) 

1 2 
L 

v2 v1 
v(x)= ? 

2 1 

x 

y 
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x1=0 x2=L 

1 2 

L 

x 

qo y 

𝐾(1,1) = 𝐸𝐼௭ න ൬
6

𝐿ଶ
−

12𝑥

𝐿ଷ
൰ . ൬

6

𝐿ଶ
−

12𝑥

𝐿ଷ
൰ 𝑑𝑥

௫

=
12𝐸𝐼௭

𝐿ଷ
 

en calculant tous les termes , nous obtenons toute la matrice  de rigidité de l élément poutre dans le repère 
(xy) : 

[𝐾] = 𝐸𝐼௭

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

12

𝐿ଷ

6

𝐿ଶ

6

𝐿ଷ

4

𝐿

−
12

𝐿ଷ

6

𝐿ଶ

−
6

𝐿ଶ

2

𝐿

−
12

𝐿ଷ
−

6

𝐿ଶ

6

𝐿ଶ

2

𝐿

12

𝐿ଷ
−

6

𝐿ଶ

−
6

𝐿ଶ

4

𝐿 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Charges équivalentes :  

nous présentons le calcul des charges équivalentes pour quelques cas simples de chargement 

 Charge répartie uniforme  
 Charge répartie triangulaire  
 Charge ponctuelle sur la poutre: 

 

Charge répartie uniforme :  

 

 

 

les charges équivalentes s'écrivent en général : 

൛𝐹௘௤௨ൟ = න  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 

le vecteur des forces de surface s'écrit simplement en force répartie uniforme selon x  et dans le 
repere (xy) 

{𝑓௦} =-qo 

൛𝐹௘௤௨ൟ = ∫  [𝑁]௧
ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 =− ∫  [𝑁]௧
௫

. 𝑞௢ . 𝑑𝑥 

൛𝐹௘௤௨ൟ = − න ൦

𝑁1(𝑥)

𝑁2(𝑥)

𝑁3(𝑥)

𝑁4(𝑥)

൪

௫

. 𝑞௢ . 𝑑𝑥 = − න

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡1 −

3𝑥2

𝐿2
 +

2𝑥3

𝐿3

𝑥 −
2𝑥2

𝐿
 +

𝑥3

𝐿2

3𝑥2

𝐿2
 −

2𝑥3

𝐿3

−
𝑥2

𝐿
 +

𝑥3

𝐿2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

௫

. 𝑞௢ . 𝑑𝑥 
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1 

L x1=0 x2=L 

x 

2 

qo 

y 

dans le repère local choisi (xy) 

൛𝐹௘௤௨ൟ = −𝑞௢ න

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡1 −

3𝑥2

𝐿2
 +

2𝑥3

𝐿3

𝑥 −
2𝑥2

𝐿
 +

𝑥3

𝐿2

3𝑥2

𝐿2
 −

2𝑥3

𝐿3

−
𝑥2

𝐿
 +

𝑥3

𝐿2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

௅

଴

𝑑𝑥 = ൞

𝐹ଵ

𝑀ଵ

𝐹ଶ

𝑀ଶ

ൢ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ −

𝑞௢𝐿

2

−
𝑞௢𝐿ଶ

12

−
𝑞௢𝐿

2
𝑞௢𝐿ଶ

12 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 

 

 

Charge répartie triangulaire  :  

les charges équivalentes s'écrivent en général : 

൛𝐹௘௤௨ൟ = න  [𝑁]௧

ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 

le chargement répartie triangulaire selon x  s'écrit dans le repère (xy) : 

𝑞(𝑥) = −𝑞௢(1 −
𝑥

𝐿
) 

 
le vecteur des forces de surface s'écrit simplement selon x : 

{𝑓௦} =  𝑞(𝑥) 
 

൛𝐹௘௤௨ൟ = ∫  [𝑁]௧
ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 =∫  [𝑁]௧
௫

. 𝑞(𝑥). 𝑑𝑥 

൛𝐹௘௤௨ൟ = න ൦

𝑁1(𝑥)

𝑁2(𝑥)

𝑁3(𝑥)

𝑁4(𝑥)

൪

௫

. 𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 = − න

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡1 −

3𝑥2

𝐿2
 +

2𝑥3

𝐿3

𝑥 −
2𝑥2

𝐿
 +

𝑥3

𝐿2

3𝑥2

𝐿2
 −

2𝑥3

𝐿3

−
𝑥2

𝐿
 +

𝑥3

𝐿2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

௫

. 𝑞௢(1 −
𝑥

𝐿
). 𝑑𝑥 

dans le repère local choisi  

൛𝐹௘௤௨ൟ = −𝑞௢ න

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ቆ1 −

3𝑥ଶ

𝐿ଶ
 +

2𝑥ଷ

𝐿ଷ
ቇ (1 −

𝑥

𝐿
)

(𝑥 −
2𝑥ଶ

𝐿
 +

𝑥ଷ

𝐿ଶ
 )(1 −

𝑥

𝐿
)

(
3𝑥ଶ

𝐿ଶ
 −

2𝑥ଷ

𝐿ଷ
)(1 −

𝑥

𝐿
)

(−
𝑥ଶ

𝐿
 +

𝑥ଷ

𝐿ଶ
)(1 −

𝑥

𝐿
) ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

௅

଴

𝑑𝑥 = ൞

𝐹ଵ

𝑀ଵ

𝐹ଶ

𝑀ଶ

ൢ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧−

7𝐿𝑞௢

20

−
𝑞௢𝐿ଶ

20

−
3𝑞௢𝐿

20
𝑞௢𝐿ଶ

30 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫
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1 2 

L x1=0 x2=L 

x 

P 
x0 

3 

2 

1 u

v

u

v

v
u

u(x,

v(x,

(

(

X XX

y

y

y

 

 

Charge ponctuelle  P: (appliquée à xo) 

 

 

 

 

dans ce cas le vecteur des forces de surface se réduit à une force ponctuelle appliquée à xo. 
{𝑓௦} = −P 

dans ce cas, l'évaluation de l'intégration se réduit à évaluer simplement l'intégrant en xo : 

൛𝐹௘௤௨ൟ = ∫  [𝑁]௧
ௌ

{𝑓௦}𝑑𝑆 =−[𝑁(𝑥௢)]௧. 𝑃 

൛𝐹௘௤௨ൟ = − ൦

𝑁1(𝑥0)

𝑁2(𝑥0)

𝑁3(𝑥0

𝑁4(𝑥0

൪ . 𝑃 = −

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡1 −

3𝑥𝑜
2

𝐿2
 +

2𝑥𝑜
3

𝐿3

𝑥𝑜 −
2𝑥𝑜

2

𝐿
 +

𝑥𝑜
3

𝐿2

3𝑥𝑜
2

𝐿2
 −

2𝑥𝑜
3

𝐿3

−
𝑥𝑜

2

𝐿
 +

𝑥𝑜
3

𝐿2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. 𝑃 

dans le repère local choisi  

൛𝐹௘௤௨ൟ = ൞

𝐹ଵ

𝑀ଵ

𝐹ଶ

𝑀ଶ

ൢ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧−𝑃. (1 −

3𝑥௢
ଶ

𝐿ଶ
 +

2𝑥௢
ଷ

𝐿ଷ
)

−𝑃. (𝑥௢ −
2𝑥௢

ଶ

𝐿
 +

𝑥௢
ଷ

𝐿ଶ
)

−𝑃. (
3𝑥௢

ଶ

𝐿ଶ
 −

2𝑥௢
ଷ

𝐿ଷ
)

−𝑃. (−
𝑥௢

ଶ

𝐿
 +

𝑥௢
ଷ

𝐿ଶ
) ⎭

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 

 

5-3-2- Elément Triangulaire Plan de  membrane  à 3 nœuds  

Le champ de déplacement dans ce cas s’écrit dans le repère 
global (x,y): 

{𝑈(𝑥, 𝑦)} = ൜
𝑢(𝑥, 𝑦)
𝑣(𝑥, 𝑦)

ൠ     

les fonctions de formes  [𝑁(𝑥, 𝑦)]  de cette élément (déjà 
vues) sont telles que : 
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{𝑈(𝑥, 𝑦)} = ൜
𝑢(𝑥, 𝑦)
𝑣(𝑥, 𝑦)

ൠ = [𝑁(𝑥, 𝑦)]{𝑞} 

    [𝑁(𝑥, 𝑦)] = ൤
𝑁ଵ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଶ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଷ(𝑥, 𝑦) 0

0 𝑁ଵ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଶ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଷ(𝑥, 𝑦)
൨       𝑒𝑡     {𝑞} =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑢ଵ

𝑣ଵ

𝑢ଶ
𝑣ଶ

𝑢ଷ

𝑣ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

ou 

𝑁ଵ(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
[(𝑥ଶ𝑦ଷ − 𝑥ଷ𝑦ଶ) + (𝑦ଶ − 𝑦ଷ)𝑥 + (𝑥ଷ − 𝑥ଶ)𝑦] 

𝑁ଶ(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
[(𝑥ଵ𝑦ଷ − 𝑥ଷ𝑦ଵ) + (𝑦ଷ − 𝑦ଵ)𝑥 + (𝑥ଵ − 𝑥ଷ)𝑦] 

𝑁ଷ(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
[(𝑥ଵ𝑦ଶ − 𝑥ଶ𝑦ଵ) + (𝑦ଵ − 𝑦ଶ)𝑥 + (𝑥ଶ − 𝑥ଵ)𝑦] 

 

 Matrice de rigidité : 

la matrice de rigidité s'écrit en général : 

[𝐾] = න [𝐵(𝑥, 𝑦)]௧ . [𝐻]. [𝐵(𝑥, 𝑦)]
௩

𝑑𝑉 

avec   :     [𝐵(𝑥, 𝑦)]= [𝑫]. [𝑁(𝑥, 𝑦] 

{𝜀(𝑥, 𝑦)} = [𝐃]. {𝑈(𝑥, 𝑦)} 

dans notre cas  et comme cela a déjà été montré, le mode de déformation pour ce type d’élément 
est membranaire  (plane en traction/compression) 

Ainsi le vecteur de déformation  s'écrit: 

            {𝜀} = ൝

𝜀௫

𝜀௬

𝜏௫௬

ൡ = ൦

ப

ப୶

0
ப

ப୷

0
ப

ப୷

ப

ப୶

൪ . {𝑈(𝑥, 𝑦)}            ⇒        [𝐃] =   ൦

ப

ப୶

0
ப

ப୷

0
ப

ப୷

ப

ப୶

൪          

[𝐵(𝑥, 𝑦)] = ൦

ப

ப୶

0
ப

ப୷

0
ப

ப୷

ப

ப୶

൪ . ൤
𝑁ଵ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଶ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଷ(𝑥, 𝑦) 0

0 𝑁ଵ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଶ(𝑥, 𝑦) 0 𝑁ଷ(𝑥, 𝑦)
൨      

[𝐵(𝑥, 𝑦)] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

∂𝑁ଵ

∂x
0

∂𝑁ଶ

∂x
0

∂𝑁ଷ

∂x
0

0
∂𝑁ଵ

∂y
0

∂𝑁ଶ

∂y
0

∂𝑁ଷ

∂y
∂𝑁ଵ

∂y

∂𝑁ଵ

∂x

∂𝑁ଶ

∂y

∂𝑁ଶ

∂x

∂𝑁ଷ

∂y

∂𝑁ଷ

∂x ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 



14 
 

en posant  : 

𝑦ଶଷ = (𝑦ଶ − 𝑦ଷ) 𝑦ଷଵ = (𝑦ଷ − 𝑦ଵ) 𝑦ଵଶ = (𝑦ଵ − 𝑦ଶ) 

𝑥ଶଷ = (𝑥ଶ − 𝑥ଷ) 𝑥ଷଵ = (𝑥ଷ − 𝑥ଵ) 𝑥ଵଶ = (𝑥ଵ − 𝑥ଶ) 

 

[𝐵(𝑥, 𝑦)] =
1

2𝐴
൥

𝑦ଶଷ 0 𝑦ଷଵ 0 𝑦ଵଶ 0
0 −𝑥ଶଷ 0 −𝑥ଷଵ 0 −𝑥ଵଶ

−𝑥ଶଷ 𝑦ଶଷ −𝑥ଷଵ    𝑦ଷଵ −𝑥ଵଶ 𝑦ଵଶ

൩ 

Remarque :  les fonctions de formes de cette élément sont linéaires par rapport à x et y. 

la matrice [𝐵(𝑥, 𝑦)] dans ce cas ( dérivés des fonctions de formes) est constante /x et /y.  

Par  ailleurs la matrice de HOOKE étant constante aussi. 

dans ce cas : 

[𝐾] = න [𝐵(𝑥, 𝑦)]௧ . [𝐻]. [𝐵(𝑥, 𝑦)]
௩

𝑑𝑉 = [𝐵(𝑥, 𝑦)]௧ . [𝐻]. [𝐵(𝑥, 𝑦)] න
௩

𝑑𝑉 

න
௩

𝑑𝑉 = 𝑡. 𝐴   

t : épaisseur de l'élément 
A: Surface de l'élément 
 
finalement , la matrice de rigidité s'écrit simplement  : 
 

[𝐾] = 𝑡. 𝐴. [𝐵(𝑥, 𝑦)]௧ . [𝐻]. [𝐵(𝑥, 𝑦)] 

 
Remarque: selon le mode de déformation ( contrainte plane ou déformation plane); la matrice de Hooke s'écrit  
: 
 
 

[𝐻] =
𝐸

(1 − 𝜗ଶ)
൦

1 𝜗 0
𝜗 1 0

0 0
1 − 𝜗

2

൪ 

 
 
 
 
 


