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Chapitre |l

Partie 3:

Discrétisation



5- Expression Discrétisée de W

Nous avons vu auparavant que |'approximation du champ de déplacement réel {U(x,y,z)} s'écrit

de maniére générale pour un élément :
{Ux,y,2)} = [N(x,y,2)[{q}

que nous notons simplement {U} = [N1{q}

revenons a la derniére forme de W trouvée (cas élastique) :

W =W Wiy =0

Wine = f {8e Y [H]{e} dV
|74

Wop = f (8U} {f }dS + f (8UY {f,}dV
S |4

nous nous proposons de trouver |'expression de W sous forme discrétisée en remplagant le champ

de déplacement réel par sa forme discrétisée

5-1- Evaluation de Wi.:

Wine = f {8 }[H]{e} av
\%4

I'expression de le déformation infinitésimal s'écrit :
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{e} = [D].{U}
nous avons
{U} = [Nl{q}
ainsi

{e} = [D].(INl{g})
Remarque: I'opérateur de dérivation ne concerne que les fonctions de formes :
{e} = ([D][N]) . {q}
{e} = [B] .{q}

nous notons par [B] la matrice des dérivés des fonctions de formes au sens de I'operateur [D]

| [B] =[D].[N]

nous obtenons aussi la variation du vecteur déformation (la variation ne concerne que le vecteur

déplacement ):
{6e} = [B] .{6q}

et sa forme transposée
{6e}* = {6q}".[B]*

si nous remplacons ces termes dans Wi :

Wine = f (8 }[H]{e} av

\%4
Wone = [ (80} B .1H) . [B) . (@)av

le vecteur déplacement nodale est indépendants de (x,y,z), ainsi :



Wine = {5q}t-<f [BI*.[H] .[B] dV >-{q}

5-2- Evaluation de Wey:

Wt = f (SUY (£,}dS + f (U} {£,}dV
S 74

avec

{U} = [Nl{q}

de méme sa variation

{6U} = [N]{6q}
et sa transposée

{6U} = {oq}" [N]*

Wt = f (8g}t [N]* (£,}dS + f (g}t IN]t (f, }av
S 74

Wext = {6q}t (f [N]t {fs}dS + f [N]t {f,,}dV)
S

%4

finalement
W =Wee —Wine=0

Wint = Wexe

S 14

{6q}f.< ] [B] .[H] . [B] dv>.{q}={6q}f<f [N]* {f,}dS + f [N]t{f,,}dv>
4

ou plus simplement

( f [B].[H] .[B] dV >.{q} - ( f NI {f,}dS + f [N]t{fv}dV>
S

%4 14

en notant par



(K] = f [B] .[H] .[B] dV

174

[K] :représentant la matrice de rigidité. Elle est constante et dépend seulement des caractéristiques
géométriques et physiques de I'élément.

et par

(Fuud = [ 1 (R2as + [ NI )av

[Fequ] : représente le vecteur charge nodale équivalente au chargement réel

finalement, on obtient la relation de rigidité d'un élément dans son repere local

[K].{q} = {Fequ}

Remarque: Evidemment[K] et [Fequ] sont définie dans repére local de I'élément, et donc dans le

méme repére de définition des fonctions de formes.



5-3- Détermination de la matrice de rigidité et des charge équivalentes - Application aux éléments

)

déja présentés

5-3-1- Elément de barre a 2 noeuds et 1 ddl par nosuds:

prenons le cas de la barre (déja manipulée) de

longueur L et de section S et module d'élasticité E, ur 1 E,S 2w

. X E— 9 >
placée dans le repére (xy).
sa fonction de forme (déja vue) s'écrit : xi=0 L xo=L

[N)] = [N1(x)  Na(x)]
X X
Nl(x)=1—zi Nz(x)=z

> Matrice de rigidité :

la matrice de rigidité s'écrit en général :

(K] = f (B1E.[H]. [B] 4V

avec : [B]=[D].[N]

{e} = [D].{U}

dans notre cas : {U} =u(x)

dans le cas de la barre en traction compression, la déformation axiale s'écrit:

et {g}z[%].u(x) = [D]= d]

dx

[B]=[D].[N] = [i].[M(x) N2(0)] = [de;,Ex) de#;x)] - [_% %]

[H] = E :module de Young

ainsi :
1
-1 1 1
[K]:f L .E.[—— —]dV
» |1 L L
L
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en posant
S=fdyfdz
y Z
1 1
_ R 212
[K]—ES.L 1 [— Z]dx-ESf 1 1 dx
L '
dans le repere (xy), la matrice de rigidité de la barre s'écrit :
[ 1 1
_ z 2|, _ESr1 -1
[K]—E.Sfl L |ax= L[_l 1]
ItE &

> Charges équivalentes :

nous présentons le calcul des charges équivalentes pour des cas simples de charge uniforme repartie
le long de la barre et de charge ponctuelle sur la barre:

* cas de la_charge répartie uniforme qo:

1 Go
= > > >
X1§=0 L X2:=L

les charges équivalentes s'écrivent en général :

(Fuud = [ W1 (R2as + [ NI R)av
S

%4

dans notre cas les forces de volume sont négligées et le vecteur des forces de surface s'écrit
simplement en force répartie uniforme selon x (pas de ddl selon y):

{fs} =q

{(Foqu} = f; INI*{f.}dS =[, [N]‘.q,.dx



X
{Eequ}zj [%;Eg .qo.dx=jllgz .q,.dx
X i

dans le repere local choisi

L[y % QoL
L Fy 2

R R e A e
0 L 2

cas de la charge ponctuelle P: (appliquée a x.)

x1§=0 Xz;L

dans ce cas le vecteur des forces de surface se réduit a une force ponctuelle appliquée a xo.

{fs} =P

dans ce cas, I'évaluation de l'intégration se réduit a évaluer simplement la fonction a intégrer en x, :

{Fequ}zfs [N]t{f;-}d.s:fx [N]t.P.dx

{anu}z [N (x,)]". P

_ [N1(x0) T
(Fad = [yiie] P = | " |7
L
dans le repere local choisi
xO
_ (R _PA-)
= {2} =1,

5-3-2- Elément de Poutre a 2 nceuds et 2 ddl par nceuds:




prenons le cas de la Poutre (déja manipulée) de

y
longueur L et d'Inertie I, et module d'élasticité E . y o
\' 2
placée dans le repere (xy). 01 ( ' vix)= ? l\b ’
sa fonction de forme (déja vue) s'écrit : 1 > 5
1
[N(x)] = [Ny (x) Np(x) N3(x) Ny(x)]
3x2  2x3 2x?  x3 3x2  2x3 x?  x3
avec Nl(x)=1—L—2 +L—3; NZ(X)=X—T +L—2,' N3(x)=F—L—3; N4(x)=—T +L_2

» Matrice de rigidité : la matrice de rigidité s'écrit en général :

(K] = f (B1E.[H]. [B] 4V

avec : [B]=[D].[N]
{e} = [D].{U}
dans notrecas {U} = v(x)

dans le cas de la poutre en flexion, la déformation axiale s'écrit (courbure):
d? d?
@=-y[5|.ve) = D= —y|]
dZ
[BI=[DL.IN] = =y [35| .INiG) Ma(®) Na(x) Ny()]

6 12x 4 6x 6 12x 2 6x
[B]=[Y-(§—L—3 G- vt m Y'(Z_L_z]

[H] = E :module de Young

ainsi , en posant [B']=[(L£2 — 1L2_3x) (% — i—f) (—L—62 + 1;—3x) (% — i_f ]
[K]= [ [B]".E.[B]dV=E [ [B']t[B’]dxffyZyzdydz

en notant par I, le moment d'inertie, celui cis'écrit I, = ffyzyzdy dz

K] = EI, f [B'][B']dx

X

la matrice est donc de taille (4x4), nous développons par exemple le terme K(1,1) dans le repére choisi (xy)



6 12x> (6 12x> _12E1,

kan=e [ (G-5) G5 e

X

en calculant tous les termes , nous obtenons toute la matrice de rigidité de | élément poutre dans le repére
(xy) :

12 6 12 6
312 NERT

6 4 6 2

_ 13 L T2 L
KI=EL| 15 "6 12 6
T3 12 1312

6 2 6 4

I TE 1

Charges équivalentes :

nous présentons le calcul des charges équivalentes pour quelques cas simples de chargement

e Charge répartie uniforme
e Charge répartie triangulaire
e Charge ponctuelle sur la poutre:

Charge répartie uniforme :

y o

1i ¢%2 .

xi=0 Xz;L

les charges équivalentes s'écrivent en général :

{Fequ} = f [N]t{fs}ds

S

le vecteur des forces de surface s'écrit simplement en force répartie uniforme selon x et dans le
repere (xy)

{f:s} =-0o
{Foqu} = [, INI*{f}dS =—[_ [NI*.q,.dx

[ 3x? 2x°
1- L_Z + L_3
e v
N, (x) E
F = — .q,.dx = — .q,.d
{ eCIu} f N3 (x) qo-aX f 3?23 qo-aX
¥ v, | T
xz x3
| T, T2

10



dans le repere local choisi (xy)

3x2 24 ( qoL )
1-— +— —
TEEN A 2
L 26« F1 qoLz
XxX—— +— -
_ L L _ )My _ 12
{Fequ} = 4o f 37 223 dx = F (= . gL g
0 LZ - L3 Mz 2
x* X C[OL2
_ 4 -
L L? 12
b/
Charge répartie trianqulaire :
Jo
les charges équivalentes s'écrivent en général : 1 l
‘ H
{Foqu} = f [N1* {f.}ds L
xi=0 x2=L
S
le chargement répartie triangulaire selon x s'écrit dans le repere (xy) :
X
4() = =q,(1-7)
le vecteur des forces de surface s'écrit simplement selon x :
{fs}=q)
{Fequ} = [, NI {f}dS=f_ [N]*.q(x).dx
3x2 2%
1- L_Z + L_3
Ni(x) 2t A8
_ [ M0 _ TR X
{FeQu} = f N3 (x) .q(x) dx = 32 23 .qo(1 Z)-dx
V@) | =
XZ x3
—_— + —_—
L 12
dans le repere local choisi
i 3x2  2x3 x 7Lq,
(1_7+L_3)(1_Z ~ 720
L 2x?  x8 L F B qoL?
TR | i P L
e ? 3x2  2x3 x K, _3q,L
| 0D M, 20
x? x3 x qoL?
7 +0-D 30
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Charge ponctuelle P: (appliquée a xo) p

10.% 5 2

xf=0 X2:=|_

dans ce cas le vecteur des forces de surface se réduit a une force ponctuelle appliquée a xo.

{fs} = —P

dans ce cas, I'évaluation de I'intégration se réduit a évaluer simplement l'intégrant en x, :

{(Fqu} = [, [NI{f:}dS =—[N(x,)]*.P

[ 3x, 2x,
L L? " L3
Nl(xO) 2x02 x03
N,(x Yo ™ 1z
(Fou) = — 2(%0) [ p _ _ Lo Fp
q N3 (Xo 3x, 2x,
N4(X0 LZ - L3
xoz x03
—_—— + —_—
| L 12
dans le repere local choisi
3x,2  2x,°
—P.(1-F +—)
F, X% x,°
{F }_ M]_ _<_P.(.xo_ L LZ)
e TNV 3x,2  2x,°3
M, PO )
2 3
‘xO ‘xO
0+
5-3-2- Elément Triangulaire Plan de_ membrane a 3 nceuds (A
y
Le champ de déplacement dans ce cas s’écrit dans le repere
global (x,y):
u(x,y) v
wey = o)
Y o, y)
les fonctions de formes [N(x,y)] de cette élément (déja .

vues) sont telles que :

12



W) = [ = Ve )

()
=[50 V0 PR it

lwe)
ou

1

N, (x,y) = 52 [(x2y5 — x3Y2) + (V2 — ¥3)x + (x5 — x2)y]
1

Ny(x,y) = A [(x1y3 — x3¥1) + (3 —y1)x + (x1 — x3)y]

1
N3(x,y) = A [((x1Y2 — x2¥1) + (V1 — y2)x + (X2 — x1) Y]

> Matrice de rigidité :

la matrice de rigidité s'écrit en général :

K] = f B, )] [H]. [B(x,y)] dV

avec : [B(x,y)]=[D].[N(x,y]
{e(x, )} = [D].{Ux,»)}

dans notre cas et comme cela a déja été montré, le mode de déformation pour ce type d’élément
est membranaire (plane en traction/compression)

Ainsi le vecteur de déformation s'écrit:

N
{€}={5y}= g AUy} = [D]
ay

d
9%
0
Txy i
ay

glo&|eo
glo&|oo

9 0
ox 0
—| [Ni(x,¥) 0 N,(x,y) 0 Ns(x,y) 0]
B(x, =0 oay].
BEDI=10 210 My 0 My 0 NGy
9y  ox
% 0 o Y o !
X, = = - =
(x,y) 3y By 3y |

I ————

dy o0x dy 0Jx 0dy 0x
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en posant :

Vo3 = (2= ¥3) Ys1= 03— Y1) Yiz =01 —¥2)

Xa3 = (X3 = x3) X310 = (X3 — %) X1 = (5 — %)

1 Y2z 0 ¥ 0 yi2 0
[B(x,y)] = 24 0 —x35 0 —x31 0 —xq
—X23 Y23 —X31 V31 —X12 Y12

Remarque : les fonctions de formes de cette élément sont linéaires par rapport a x et y.
la matrice [B(x,y)] dans ce cas ( dérivés des fonctions de formes) est constante /x et /y.
Par ailleurs la matrice de HOOKE étant constante aussi.

danscecas:

K] = f [BGo I [H]. [B(x, y)] dV = [BCe, I [H]. [BCx )] f av

v

[ =
v

t : épaisseur de I'élément
A: Surface de I'élément

finalement , la matrice de rigidité s'écrit simplement :

[K] = t.A.[B(x, »)]*.[H]. [B(x, y)]

Remarque: selon le mode de déformation ( contrainte plane ou déformation plane); la matrice de Hooke s'écrit

14



