Equations différentielles

Notations du chapitre — Dans tout ce chapitre n est un entier naturel non nul et
I est un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

I — Généralités

Définition 1.1 — Equation différentielle
On appelle équation différentielle d’ordre n (en abrégé é.d.) une équation de la
forme

F(y™(6), " (t),...,y'(£), y(£),£) =0 &)

ot F est une fonction définie de R™™' x I dvaleurs dans R et y une fonction inconnue
définie sur I, a valeurs dans R et n fois dérivable.
On appelle solution de U'équation différentielle toute fonction y de classe n fois
dérivable sur I vérifiant U'équation différentielle.

Définition 1.3 — Equation différentielle linéaire
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n un équation de la forme

y ™ +a, () yOD -+ ay(6) ¥ +ag(t) y = b(t) &)

ol agp, ay, ..., a,_ et b sont n + 1 fonctions de I dans R.
On dit que U'équation (&) est homogene si le second membre est nul.
On appelle équation homogeéne associée a (&) I'équation

¥yt a, 1 (O)y @V 4+ ag()y +ap(t)y =0 (&)

Théoreme 1.4 — Structure de ’ensemble des solutions d’une é.d. homo-
gene

Soit (&) une é.d. linéaire homogéne d’ordre n.

Son ensemble de solution S est un sous-espace vectoriel de D"(I, R).

Définition 1.2 — Conditions initiales

Soit (&) une é.d. d’ordre n.

On appelle conditions initiales la donnée en un point t, de I des valeurs de y(tg),
¥/ (to), .. Yy D(tg).

On parle aussi dans ce cas de conditions de Cauchy.

Résoudre le probléme de Cauchy c’est trouver une solution de U'é.d. (&) qui vérifie
les conditions.

On appelle conditions au bord la donnée, en n points tg, tq, ..., t,_1 de I, de la
valeur de la fonction y(tg), y(t1), ... ¥(t,—1).- On parle alors de conditions de
Dirichlet.

Théoréme 1.5 — Structure de ’ensemble des solutions d’une équation
différentielle

Soit (&) une é.d. linéaire d’ordre n.

Son ensemble de solution S est de la forme

S={z+ygavecy €Sy}

ot z est une solution de (&) et Sy est U'ensemble des solutions de U'équation homogéne
associée.




II — E.d. linéaires du premier ordre

III — E.d. linéaires du second ordre a coefficients constants

Définition 2.1 — Equation différentielle du premier ordre
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute é.d. du type

(E):y"+a(x)y = b(x)

ol a et b sont deux fonctions continues de I dans R.

Définition 3.1 — Equation différentielle du second ordre
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants toute é.d. de la forme

(&):ay”+by' +cy=f(x)

ot a, b et c sont trois réels fixés, avec a # 0, et f est une fonction de I dans R.

Théoreme 2.2 — Solutions d’une é.d. linéaire homogéne du premier
ordre

L’ensemble des solutions de U'équation différentielle linéaire homogéne du premier
ordre y' + a(x)y = O est

I—R }
x —> Cexp(—A(x))

Soz{f .

ot C est une constante réelle et A une primitive de a sur Uintervalle 1.

Recherche d’une solution particuliére On applique la méthode de variation de
la constante. Elle consiste a chercher une solution de la forme

y = C(x) x exp (—A(x))

On prouve que C’(x) = b(x)exp (A(x)) et n intégrant cette derniére ligne on
exprime la fonction C et on en déduit ensuite y.

Théoréme 2.3 — Probléme de Cauchy -1
Le probléme de Cauchy associé a une équation linéaire du premier ordre admet une
unique solution.




Théoreme 3.2 — Résolution d’une équation différentielle linéaire du se-
cond ordre
L’équation différentielle linéaire

(&) : ay”+by +cy=0

admet sur R un ensemble de solutions S, qui dépend de deux parameétres réels.
Soit aX? + bX + ¢ = 0 léquation caractéristique de &y, et A = b2 — 4ac son discri-
minant.

Si A > 0 alors Uensemble de solution de &, s’écrit

So = {x — CreM* + Cye’* avec C;€R et Cy € R}

ol Aq et A5 sont les racines de Uéquation caractéristique.
SiA =0alors

So= {x — Cyxe’ + Cye? avec C;ER et Cy € ]R}

ol A est l'unique racine de Uéquation caractéristique.
SiA<Qetsid; =A+iwet Ay = A —iw sont les deux racines complexes conjuguées
de Uéquation caractéristique alors

So= {x — (Cy coswx + Cysinwx)e™ avec C; €R et Cy € R}

= {x — Acos(wx +@)e’ avec AER et p € R}

Théoréme 3.3 — Probléme de Cauchy - II
Le probléme de Cauchy associé a une équation linéaire du second ordre a coefficients
constants admet une unique solution.
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