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Soit f: C — C telle que f(z) = P(z,y) +1 Q(x,y)

avec P, Q : R? — R
P, Q de classe C?
oPr oQ
dans C, f est analytique <= f est holomorphe <=~ %(x, y) = 8—(3&, v)

OP

Exercice 1 Montrer que
1) f:C — C telle que f(z) = 2% est analytique sur C.

2) f, g : C — C telles que f(z) = Re z et g(z) = Im z ne sont pas
analytiques nulle part.

Solution
1) on a
f(z) 7 = (v +1y)?
= 2% —y? + 2ixy
ou P(z,y) = 2° — y* et Q(z,y) = 21y
alors
P,  de classe C!
de plus,
oP oQ
%( 7y) = 2z = a_y(x7y)
oP Q)
el - oy = 2=
5, (&> Y) e )



Par conséquent,
f est analytique et

, _oP .0Q
f(Z) - 8$<x7y)+la$ ($,y)
= 20412y
= 2(z +iy) = 22

2) Soit z =z + iy
ceci implique que Re z =z et Im z = y.
en effet,
f(z) =Re z

posons £(2) = P(x,y) +iQ(z, )

ou P(z,y) =z et Q(z,y) =0

alors

0P oQ
— f— 1 — =
5@y =1# By (z,y) =0
donc f n’est pas analytique dans C.
De méme
g(z) =Im z

posons g(z) = P(xz,y) +iQ(z,y)
o P(z,y) =0et Q(z,y) =y

alors
oP

029 _

donc g n’est pas analytique dans C.
Exercice 2 Déterminer une fonction analytique dont
P(z,y) = 2° — 329 + 2y
est la partie réelle.

Solution
Soit f(z) = P(x,y) +iQ(z,y)
il suffit de déterminer ().
P, ) de classe C!

f est analytique, i.e. ¢ 9P _0Q or _o0Q



On utilise les conditions de Cauchy-Riemann

en effet,
0 OP
8—3@, y) = %(x,y) =322 -3y (1)
0 oP
8—2(1’, y) = —a—y(a:, Y) =62y — 2.eciinnn (2)

en intégrant 1’équation (1) par rapport a y (z fixé), on obtient

Qz,y) = / (32* — 3y*) dy
= 3%y —y* + k(z)....... (3)
en dérivant (3) par rapport a x et en remplacant dans (2), on trouve

0Q B reoN B
%(13, y) = 6bxy+Kk(x)=6zy—2
= K(z)=-2

en intégrant par rapport a x, on obtient

k(z) = /(—Q)d:c

donc les fonctions () sont

Q(z,y) =32%y —y®* —2r+¢, cecC.

Puisque les fonctions P, ) sont continues sur R?, alors les fonctions com-
plexes correspondantes

f(z) = P(z,y) +iQ(,y)
sont holomorphes dans C, de plus, on a
f(z) = 2*=3x® + 2y +i(32%y — y* — 20 +¢), ceC
= (2% + 3iz?y — 32y® — iv®) — 2i(x + iy) +ic
= 22—2iz+¢, ¢ €eC.



Exercice 3 Déterminer les séries de Taylor a l'origine de

1 1 1 1
1—2" (1—=2)2 (1—2)% (1-—2)*

Solution
Ces fonctions sont holomorphes dans £ = C\ {1}.
On cherche le développement (ou bien la série) de Taylor de ces fonctions

en zg = 0.
on a
=y 2", |z] < 1.
1—=z2 n>0
1
Pour la fonction ,on a
(1—2)?
1 1y '
n _ ny\/
1-z22 (1—2;) - (Zz) =>_ (")
n>0 n>0
= an"l, |z] < 1.
n>1
. 1
Et pour la fonction ,on a
(1-2)3
1 1 " "
"
R (Z) =2
n>0 n>0
= Zn(n —1) 2", |zl < L
n>2
ou bien
1 TN '
n—1 n—1)/
fr _— = n z — n z
(1-2)? (<1—z>2) (Z ) Z .
= Zn(n —1) "2, |z| < 1.
n>2



1
De méme maniére pour la fonction T " effet
z

e () (g mer

= Zn(n —1)(n—2) 2", |zl <1
ou bien
1 1 , -2 , n—2\/
(1—z) - ((1 _2)3) = <;n(n— 1) 2" ) = gzn(n— 1) (z"7?)
= Y n(n—1)(n-2) """, 2] < 1.

n>3

Exercice 4 Déterminer la série de Taylor et le rayon de convergence en
zo = 3 de la fonction analytique suivante:

= 1
= 1o 24
Solution
La fonction f est holomorphe dans £ = C\ {1}, on a
I 1 !
z—1  (2=3)+(B-1 (2-3)+2
11 1 .
= 5 32 (Souslaformel_Z:ZZ )
1 - — n>0
2
1 (3—2’)”
2 2
n>0
-z
avec <l=|z—-3| <2

donc le rayon de convergence est R = 2.

Exercice 5 Déterminer la série de Taylor en zy = 1 de la fonction suivante:

f(z) ==, 2 # 0.

z



Solution
La fonction f est holomorphe dans £ = C\ {0} .

On va choisir un voisinage de zy = 1, il suffit de prendre le disque ouvert

centré en 2y = 1 et de rayon r = 1.
f est bien analytique sur ce disque D(1,1), alors
Vz € D(1,1), on a

f(z)= Zan (z—20)" = Zan (z—1)".

n>0 n>0
Calculons a,,,
1% méthode - .
Par définition a, = 120) — /()
n! n!
on calcule f par récurrence
1 —2
f(z) = ;:f’(z)—g
2.3
= f'(z)= s
) 2.3.4
= (5=
)y qyn (m+1)!
— /) = (-1
donc ( )
fM(z) = (-1 s (1) = (=1)" (n+1)!
ainsi ( )( ( .
fma) n+1)I n
@y = = = ()= = (=1)"(n+1)
d’ou
f) =) an z=1)"=> (-1)'(n+1) (z-1)",
n>0 n>0

2¢me méthode
Posons Z=z2—1=2=1+Z,0ona

1 1

2 (1+2)

6

|z — 1| < 1.



et d’aprés la formule

. —1 —D(m—=2)(m—n+1
(1+2) Zl—i—mz—l—%zz—i-...%—m(m )m n') (m=n+ )z”—l—..., |z| <1,
on a
1 1 .
2 (1+Z)2:(1+Z)
—2)(—-2—-1 —2)(-2—-1)(—2-2
= 1—22+( i >Z2+( i ) )Z3+..., 1Z| <1

2! 3!
= 1-22+4+32>-4272°+ ...
= 1-2(z—1)+3(z—1)>+ ...
= ) (-D)"n+1) z-1", |z—1<L

n>0



