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3.1 Dérivées partielles d’ordre supérieur

{Définition 76 }-
Soit U un ouvert non vide de R®, a € U et f : U — R une fonction admettant sur U une

)

dérivée partielle

o/ . Si la fonction 2 : U — R admet une dérivée partielle ‘dj ﬂ— par
i a{L'i d’LJ ()l't'

. . : . aof (of
rapport a la j-ieme variable au point a, on dit que —/— - /
Oz; '\ O0r;

{d’ordre 2 au point a par rapport a la i-iéme et j-icme variables prises dans cet ordre.

) (a) est une dérivée partielle
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1. Dérivées particlles d’ordre supéricur

Notation 2
i 2 g B Of ; / 0’ f 2 :
La dérivée particlle "J (I';‘> (a) est géndralement notee 50 (1) o1 /)_,.W‘/ ().

Exemple 19

Soit f: R? = R la fonction définie par

;r,y.“l/), hl (’l/) / (()‘())

f(x,y) = &l
0 si (z,y) =(0.0)
Calculons (‘,—“4 (0,0) et —')—,;7 (0,0). 1l est facile de vérifier que
.~1i :.,4213 . . Tt "‘12
of (z.9) = ]—(%;1/—2)%_ si (z,y) # (0,0) ot o (2,5) = @r2)? (z,y) # (0,0)
dr - 0 si (x,y) = (0,0) oy = si (,y) = (0,0)
2,0)—2L(0,0) Q a1 (0,y)—2£(0,0)
Donc hm d" — lim & =1 et lim 22— = 0.
x>0 T y—0 y
2 2
D’ot (.;L()LU(O,O) =1et 24 (0.0)=0.=

A partir des dérivées partielles d’ordre 2, on définit les dérivées partielles d’ordre 3 lorsqu’elles

existent. De proche en proche, on définit les dérivées particlles d’ordre quelconque lorsqu’elles
existent. La dérivée partielle d’ordre k de f : U — R au point a par rapport aux variables
Ty s Tigy Tiy PIISES dans cet ordre est notee %‘a’i-f’a-— (a), qu’est par définition la dérivee
12 )
A lf

partielle au point a par rapport a la variable d’ indice x;, de la fonction W'
tk

Exemple 20

Cherchons les dérivées particlles d’ordre 3 de la fonction f: R? — R définie par
fa,y) =z +y— 2"
1. Les dérivées partielles d’ordre 1 sont

51(1 l/)—‘l—QVLJ, if-(,',;1/):1—31:2;(/2.

9. Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

32 . _ p 02 L @2 2
21 (z,y) = —2¢°, 5 (2.y) = —62y, 2L (2,y) = o (2,y) = —6ay”.

3. Les dérivées partielles d’ordre 3 sont

83 3 .

81 (2,y) =0, 2 (z,y) = —62%, oz (2,9) = T (,y) = —12ay,

a 0%

2k (2,9) = gz (3,9) = —60° "
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3.1, Dérvivies particlles d’ordre supcricur

{Définition 77 }
. . . . , sty Y SO ' 4 s plnags 8 atif y
Soit f une fonction de U ¢ R dans R, b ¢ N*. On dit que [ est de classe C* sur U et on

éerit f € CF (U) si toutes ses dérivées partielles jusqu'a lordre b existent el sont continues

sur U.

\

Si f € C*(U)pour tout k € N*, on dit f est de classe ¢ sur U et on éerit [ € C*(U).

3.1.1 Théoreme de Schwarz

Théoreme 78

. P g
Soit V un ouvert non vide de R2, a = (a;,az) € V et g : V — R une fonction telle que 920y
92 d%g g |
et ~_ existent sur V' et sont continues au point a. Alors —— (a) = ——— (a).
dydx : O:L'(?y( ) ()y():L'( )

Démonstration. Puisque V est un ouvert, alors il existe 7 > 0 tel B (a,7) C V. On définit
alors la fonction ¢ sur B (0, g) par

6 (z,y) = g(x,y) — g(z,a2) — g (a1, y) + g (a1, 02).

On va montrer que F:;fi—;jla—z) admet une limite en a = (a;. ay) et que celle-ci peut s’exprimer

de deux facons. Par application du théoreme des accroissements finis A la fonction = — ¢ (z,y)

entre a; et z, il existe ¢, entre a; et z tel que

o (z,v) ol ok} dg
——~ = 7 \Cx,! :T_Cvcl —:—_C‘,:a_ s
Par réapplication du théoréme des accroissements finis, cette fois a la fonction y — % entre

as et y, il existe ¢, entre ay et y tel que
o (x,y) 0%} ( ) 0%g ( )
= = Cz,Cy) = 77 \Cz)Cy) -
(x—ar)(y —az) Oydx Y Oyox Y

Comme %ag—m est continue, on en déduit alors que
. h (w1 Py
e bloy) 9y
(@y) > (ana2) (T — ay) (y —az)  Oydx

(ay,as) .

Si on reprend ce raisonnement en intervertissant l'ordre des variables, on montre de la méme

00, e . ¢ (z,y) P
1m = -
(z,y)—(a1,a2) (l‘ == (Ll) (y e (,LQ) ()L()(j

(a‘la (1'2) :
D’ou I'égalité des dérivées secondes croisées. ®

Les corollaires suivants peuvent étre déduits de ce théoreme.
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3.9 I'héorome dog aceroissemoents finis

{(A‘( e )l_!:\f 1('7‘)\] = =

o ‘ 1 , , - o ot W
Soit U wn onvert non vide de R, a € U et [ une fonetion de U dang R, Si —— el, —;
dr0x D0
_ . A [ 0
existent aun voisinage de a et sont continues en «, alors ——— (a) = —— (1) .
dridr; i

L )
{Corollaire 80 }=

< el ﬂ

Si [ est de classe €2 sur un ouvert U C R", on a alors en tout point, de U/

I PRI
—— 1<, <n.
Ox;0z;  Ox;0z;

est une

. : st : ; 02
Ce résultat nous montre que la matrice des dérivees partielles d’ordre 2, ()f
02975 ] 1<i,j<n

matrice symétrique. On I'appelle la matrice hessienne de f.

Y . 3o ) oo O - 0%f
L’exemple 19 montre que l'existence des dérivees partielles croisées 75~ (z,y) et 79z (z,y)
d'une fonction f n’implique pas nécessairement I'égalité de ces dérivées. Le théoreme de Schwarz

précise que la continuité de ces dérivées suffit & assurer leur égalité.

4 Corollaire 8&
Si f est de classe C* sur un ouvert U C R", on a alors en tout point de U

ok f e @]
83:1-1 8$i2 e .8:}5“ g (9xn(il)(?xn(i2)...8xg(ik)

1<, 0% S0,

pour toute permutation o de {z’l, 'ik}.

3.2 Théoréme des accroissements finis

Rappelons le résultat vi au lycée et en premicre année.

Soit f une fonction définie sur le segment [a,b] de R a valeurs dans R. Si f est continue sur

1 Y

[a,b] et dérivable sur Ja. b[, alors il existe ¢ € Ja, b tel que

fO)=fla)=f()b—a). fe)
Géométriquement, il existe un point ¢ entre a et b ou la
tangente a la courbe de f a méme pente que la droite qui-

passe par les poiuts (a, f (a)) et (b, [ (). Notez que ce /(@)

théorcme ne garantit pas 'unicité de c.
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3.2 T'heorcme dos necroissements finis

U)(‘ﬁniﬁnn Hﬂ h

Soit a et b deux points de R”. On appelle segment de R” d'extrémités a et b, 'ensemble de

R™ noté [a, b] et défini par

[a.0) ={a+1(b—a), € [0,1]}.

Cette définition généralise 2 R la notion bien connue de segment de R.

- v

Théoréme 83 (Théoréme des accroissements finis)

Soit U un ouvert de R” et [ : U — R une fonction définie et continue U. Soit a = (ay,...,an)
et b= (by,....b,) dans U tels que le segment [a, b] soit contenu dans U. Si f est différentiable

en chaque point du segment ouvert Ja, b[, alors il existe un point ¢ de Ja. b[ tel que

J)=J (@) =V/(c)-(b=a) Zall ) (b — ).

Démonstration. Il suffit de se ramener au cas connu. Soit la fonction
0,1] — R

s )= Jla+tb=a))

La fonction ¢ est continue sur [0,1] et dérivable sur ]0, 1[, donc il existe to € |0, 1] tel que
(1) = (0) = (1=0)¢' (o) -

Or ¢ (1) = b, »(0) = a. ct par la regle de dérivation en chaine

n

A=Y @+t a) (- a).

i=1 !

Le résultat suit en posant c=a+ 1 (b—a). m

{Définition 84 } .

On dit qu’un ensemble U de R™ est convexe si pour tout a,b € U, le segment [a, b] est inclus
q g )

dans U i.e. Va,b € U, [a,b] C U.

“\

._\1 ;‘ \
“\ | a _ \
| | b )
| '1 |

e o 54

- 0 ~

Ensemble non convexe Ensemble convexe
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3.3. Formule de Taylor

Exemple 21

e Les boules ouvertes ou fermées de R” sont des ensembles convexes.

e Les spheres de R™ ne sont pas convexes. .

Corollaire 85JL
Soit U un ouvert convexe de R” et f : U — R une fonction différentiable sur U. Si le gradient

de f est nulle en tout point de U, alors f est constante sur U.

Démonstration. Soit 2o un point fixé dans U/ et z un point quelconque de U. Il existe donc
Cz € |zo, 7| tel que

[ (z) = f(0) = V[ (ca) - (z = mo).-
Comme V f () pour tout = € U, il vient f (z) = f (z) pour tout z € U/. La fonction f est

donc constante sur /. =

Remarque 86

Soit U/ un ouvert convexe de R™ et F': U — R™ différentiable sur UU. Alors
Va.be U, ||IF(a)—F ()| < ||b— a| sup||Jr (z)],
zel

ou Jr (z) est la matrice jacobienne de F.

3.3 Formule de Taylor

Ici on généralise a une fonction numérique de n variables réelles la formule de Taylor dans le
cas des fonctions numdriques d'une variable réelle et qu’on rappelle ci-dessous.

Si g est une fonction numérique de classe C? sur 'intervalle [u. a+ h]. on a

gla+h)=g(a)+ Z "( Opk 4 pPe () avec lim = (h) = 0.

h—0
k=1

Soit maintenant, U un ouvert de R", f: U — R une fonction de classe C? sur U, a,a + h € U.

On note

D) 0°f h b B
j(a ) (h)® ZZ Z()z“()qw o (a) hihiy- b, k=1,...,p.

ti=l1a=1 =
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3.8, Formle de " Tnylor

On o par exemple

1

, <~ ,
k=1, Df(a)(h) > , / (a)hy = h V[ (a),
lod ,):,-I
1
T 1
() y
k=2, ) [ (a) Lx / (a) hih, = "I ()],
il
jex]
\ - ” [ ’ .
on I - (.;: i >| ~est la matrice hessienne de [
hrsn
Formellement, si on pose ¥V = (")’V,)" L -0",’ ) alors par le théoreme de Schwarz, on peut calculer
o) '

D® [ (a) (/')(M comme (- V)k [ (a). Par exemple sin=2el k=2o0na

(1, 12) - (,;’,I,,;,’,z))z,/( )= (b + hogts ) s )

- (zf o 2y by L +/;L;) I (a).

DA [ (a) (W)? =

()I ()12

Théorcme 87 ) - =

Sous los conditions préeédentes et en supposant que le segment [a,a + h) est inclus dans U

on a alors le développement de Taylor de [ au voisinage de a

JE

[ (a)+ ﬁl)(/")‘/' (a) (W)™ + ||h||” = (h) avec ,liII(l)E (h) =0.

k=1

f(a+h)=

Démonstration. Soit la fonction
p: [0,1] — R
t — ot)=[f(a+th)
La fonction ¢ cst dérivable sur [0, 1], done pour avoir le résultat, il suflit. d’appliquer la formule

de Taylor pour les fonctions d'une variable. m
- . . D) 2 7
Si [:U C R" = R une fonction de classe C* sur U, alors le développement de Taylor d’ordre

2 est,

fla+h)=[(a)+h V[(a)+3h"H (a)h+ [A]]* = (h) avec ’lintl)s (h) =0,

w0

2 . . .
et H = (iL—) est la matrice hessienne de [.
1<i,j<n

Dans le cas particulier des fonctions de deux variables i.e. n =2, a = (a1,az) et h = (b1, ha),

le développement de Taylor d’ordre 2 est donné par la formule
Ja+h) = [ (@)+2 (@) +2L (@) hatd (34 (@) 1+ 2L (@) hahe + 5 (@) h§>+||h||25 (h),

avec ’lim)et (h)=0.
L (




3.9, Formule e Taylor

Exemple 22

Soit [ : R? = R la fonction définie par [ (x.5) ¢ qui est de classe C* sur R?,
Le développement d'ordre 2 en (0,0) est
AV~ 1+ hy 4+ hy + ]2 (h3 + 2hyha + /fﬁ) . a

3.3.1 Points critiques et extrema libres
Dans ce paragraphe U est un ouvert de R", f une fonction de U dans R et a € U. On s'intéresse
aux extrema de f.

Définition 88 (Points critiques ]
{ ( aues) - )

Soit [ : U — R de classe C!' sur U. On dit que a € U est un point crilique, ou singulier, ou

stationnaire, de f si toutes les dérivées partielles de f sont nulles en a, c¢’est-a-dire

Vf(a)=0.

\ _

Cette définition s'étend aux fonctions & valeurs dans R™ en remplacant V f (a) par Jp (a).

(ﬁéﬁnition 89} )

On dit que [ admet un minimum local en a s'il existe un voisinage V' de a tel que

fa) < fla) VeeV

On dit que [ admet un minzmum global ou absolu en a si [ (a) < [(z) VzeU.

L )

On définit de la méme maniére les notions de maximum local et global en remplagant < par 2.

On utilise le nom extremum pour désigner sans distinction un maximum ou minimum.

On dit qu’un extremum est strict si les inégalités précédentes sont strictes.

Condition nécessaire d’existence d’un extremum

Théoreme 90 (Condition nécessaire d’existence d’un extremum)

Si [ est différentiable sur U et qu’elle présente en a € U un extremuin local ou global alors
g

o est un point critique de [, i.e. V/ (a) =0.

Démonstration. Supposons que cet extremum cst un minimum. L’hypothese faite sur [

implique qu’il existe une boule ouverte B (a,7) telle que [ (a) < f(z) Yz € B(a,7).
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Pour h fixé¢ dans R” tel que a + h € B (a,r), on définit la fonction ¢ de classe C' sur =1, 1]
par ¢ (t) = f(a+1h).

Onag(0)=7(a)< f(a+ih)=p(t) Vte]-1,1[. Cequi implique que ¢’ (0) = 0.

Comme ' (1) = V[ (a+(h) - h, alors V[ (a) - h = 0 pour tout h fix¢ tel que ||Af| <7

Si &k # 0 un point quelconque de R", alors en choisissant h = Eﬁ on obtient V[ (a) - z||k|] =10
ce qui implique que Vf (a) - k = 0.

Comme £ est quelconque dans R™\ {0}, on conclut que V[ (a) =0. =

Remarquons que la nullité de la différentielle constitue une condition nécessaire mais non
suffisante d’existence d'un extremum. En cffet, soit la fonction [ : R? — R définic par
[ (z,y) = 2* + 4>, Un calcul simple montre que V/(0,0) = 0.

D’autre part, on a

_B = f(=h,0) < f(0,0) < [ (h,0) = h® Vh € R%.

Ce qui montre que f n’admet pas d’extremum en (0, 0).
Le théoreme précédent dit alors que les extrema d'une fonction différentiable, quand ils existent,

sont A chercher parmi ses points critiques, c¢’est-a~dire parmi les solutions de '’équation

Vi(z)=0,zelU.

Condition suffisante d’existence d’un extremum

Soit f une fonction d’'un ouvert U/ de R" dans R de classe C? et @ € U un point critique de f.

Pour tout h € R™ tel que ||h]| cst suffisamment petit, on a

Jla+h)=J(a)+30TH (a) b+ ||h))* =

92 . . . v P
ot lime(h)=0et H = Wiy est la matrice hessienne de f qui est symétrique.
h d_L“C)TJ'
—0 1<4,5<n

1T

Le terme 5h'H (a)h Zl Z S a) hihj c¢’est la forme quadratique associée a la matrice
1= ]—

hessienne H (a) de f en a. On rappelle qu'une matrice symétrique se diagonalise dans une base

orthonormée et que toutes ses valeurs propres sont réelles.
En notant (vy,...,v,) et (A1, ..., Ay) la base orthonormée et les valeurs propres pour la matrice

n
H (a), et en décomposant h suivant cette base h = ) v, on obtient I'expression plus simple
i=1
n
R'H (a) h = 3 a?);. On peut a partir de cette remarque obtenir une condition suffisante pour
i=1
avoir un extremum au point a.
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3.3, Formmle de Taylor




