Exercice 05

Rappels :
Définition 01 :

Le Noyau d’une application linéaire f : £ — F est ’ensemble noté par :

ker(f)={x € E, f(x) =0} C E (1)

Définition 02 :

L’image d’une application linéaire f : £ — F' est ’ensemble noté par :
Im(f) ={y € E,3z € E telque y = f(x)}

= f(E) ={f(z),z € E}




Solution

Montrons que ker(f) NIm(f) = f(ker(f o f))

e D’abord, on doit prouver la premiére inclusion c’est-a-dire :

ker(f) NIm(f) C f(ker(f o f)),
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Solution

Montrons que ker(f) NIm(f) = f(ker(f o f))

e D’abord, on doit prouver la premiére inclusion c’est-a-dire :

ker(f) NIm(f) C f(ker(f o f)),

on prend un élément y dans ker(f) NIm(f) :

soit y € ker(f) NIm(f) = y € ker(f) et y € Im(f)
D’apres la formule (1) on a :

y € ker(f) = f(y) =0,

et d’apres la formule (2) on a :

y € Im(f),3x € F telque y = f(x).

e 25



Solution

De plus,
f(f@) =fof(x)=f(y) =0= =z €ker(fof)

ce qui implique que :

f(z) € f(ker(f o f)),
et comme y = f(x),on trouve:
y € flker(f o f)).

D’ou la premieére inclusion.

3/5



Solution

e Ensuite, on va prouver la 2éme inclusion c’est-a-dire :
f(ker(f o f)) C ker(f) N Tm(f).
D’apres la formule (1), on déduit :
ker(fo f) C E,

et
flker(fo f)) C f(E),

d’apres la définition (2), on a :

f(E) =Im(f) = f(ker(fo [f)) CIm(f)



e Maintenant, si on prend un éléement y € f(ker(f o f)), et d’aprés la premiére

définition,
y € flker(fo f)) = Jz € ker(f o f) telque y = f(x)
et
fof(@)=0= f(y) =0=y € ker(f),
on trouve :

f(ker(f o f)) C ker(f)

De (3) et (4), on déduit la 2¢me inclusion.



