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Proposition 2.2: Supposons que p = E'[X]| = La durée moyenne
d’attente et 0% = var(X) existent. Si o # 0, On a la suite (Ny),

. 2
converge en loi vers N (i, tﬂ%) )
Preuve:

Fixons z € R et posons Pour chaque ¢t € R;:

t t
Zt = — + o 73
Iz Iz
La suite (Nt)tZ() converge en loi vers N (i, ti—j) signifie d’une

maniére équivalente que la v.a:

N; — sa moyenne NVt — ﬁ LN(0,1)
— _ ’

son écart type o/t
w3
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Il en résulte que:

t— t t
P P <z = P<Nt<+xo 3>
o % w w

= P(N:<Zy)=P(Tz >1t)
comme la relation du cours

Vn >0, P(N; >n)=P (T, <t)

Ou les instants d’occurences Tz, = X1 + Xs + ... + Xz, = La somme
distribuées.

des durées d’attente qui sont des v.a indépendantes et identiquement
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En utilisant les propriétés du théoréme central limite: on a la

suite:Y,, = %
P(th > t) =

(

P

converge en loi vers une v.a. de loi N (0, 1).

TZt — Ztﬂl > t— Ztﬂl
g Zt g Zt

[t

Ty, — Zup >t—t—mau el
O'\/Zt o +
N

3
—ro./t
Ty, — Zip p
oV Zy a2t +xo20, /L
w w3

Module de Pobabilités 2 Chapitre 2 :

processus de ren



t
Ty — 7. —m\f
P Zy t H

,u
O'\/Zt \/ 2t 0'2t g

€
©w

Ty, — 7, —
Zy tp > z
(2 Zt

= P =lmi—c p(y, > —1)

1+ 22
= P(Y, <z): fct de répartition

=== = —z.

—XT J— —XT
\/1+j;‘7> TV/1+E T VIR0

N.B: lim;_. <

m Tz, —Zep

o\/7<x>:P( oy

=P (Y, < ) ce qui prouve que la suite (N¢),-, converge en loi vers

N (k).

Donc, On déduit que La v.a P < )
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Temps résiduel et Temps courant:

0 L’age courant :at Le temps résiduel :Yt ll

t Thre+1

Bi=6.+7:
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Nous donnons quelques définitions usuelles concernant les processus
de renouvellement. Il s’agit des temps résiduel, courant, et temps
total courant:

Definition

Pour tout ¢ > 0, on définit:

- le temps résiduel courant: v, = Tn,+1 — ¢

- I’age courant: 0y =t — Tk,

- le temps total courant: 8, = Ty, +1 — T,
associés & un processus de renouvellement donné.
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- Le temps résiduel courant v, a l'instant ¢ est le temps qu’il reste &
attendre pour la prochaine occurrence du processus. En guise
d’illustration, il s’agit du temps que 'on passe a 'arrét dans la gare
des bus lorsque 'on arrive a Uinstant ¢ (dans cet exemple, une
occurrence est représentée par 'arrivée d’un bus).

- L’age courant ¢; est la durée séparant la date courante ¢ de la
derniére occurrence du processus.

- Dong, le temps total courant est la somme des deux temps
précédents:

Bi=7+ 6 =Tn,41 — TN, = Xn,41
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1) Quelle est la densité de 1’Age courant §;7

On suppose que nous sommes intéressés par la proportion du temps
ou I’dge courant du processus de renouvellement est inférieur ou
égal & une constante w (6; < w) . Pour ce faire, on considére un
intervalle de temps

entre deux renouvellements (deux occurences). On dit que le systéme
est on & l'instant ¢ si I’age courant §; < w &

I'instant ¢, et il est off dans le cas contraire (d; > w) . En d’autres
termes, le systéme est on dans les premiéres w unités

de temps de l'intervalle et il est off dans le reste de I'intervalle.
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0 <w TJ 0, 2 @ TN+t

on off
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D’aprés les hypothéses du processus de renouvellement alternatif, on
obtient la quantité suivante:

fw(w)

La proportion du temps ou §; < w
E [ le on-time dans 'intervalle]

E [la longueur de l'intervalle]
E [ le on-time dans lintervalle]

[ le on-time dans U'intervalle] + [ le off-time dans 'intervalle]
E [min(X,w)] [~ P (min(X,w) > z) dz

E[X] B E[X]
Jo P(X >2)dx _ Jo 1= P(X <z))da
B[X] E[X]

J'(L = F(z))de _ 1 Fx(w)




N.B : On a utilisé la propriété suivante des espérances:

E[Z] = ; P(Z>1:)dz=A 1—P(Z§x)dz:A 1— Fz(x)dz

(2) Quelle est la densité du Temps résiduel v,?

On suppose que nous sommes intéressés par la proportion du temps
ol la durée d’attente entre I'instant ¢ et la nouvelle occurence T, 11
est inférieure a la constante y (Le temps résiduel:y, < y). Ainsi, si on
applique les hypothéses du processus de renouvellement alternatif
(on-time et off-time), on peut considérer que:

- Le systéme est on si le temps résiduel courant du processus de
renouvellement est supérieur ou égal a y (v, > y)

et Il est off dans le cas contraire (v, < y).

- En d’autres termes, & chaque fois qu'un renouvellement se produit,
le processus est on et il retse on jusqu’au derniéres y unités du temps
ou il devient off jusqu’a la nouvelle occurence Ty, 1.
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v Vezy ¥ V<Y T
T C T

on off




Donc la variation du off-time ou v, est inférieur & Y est égale a:

E[ le off-time dans 'intervalle]

E [la longueur de l'intervalle]
E [ le off-time dans l'intervalle]

E[ le off-time dans Uintervalle] + E'[ le on-time dans 'intervalle]

Si X représente la longueur de U'intervalle de renouvellement, le
systéme est off dans les derniéres unités y de cet intervalle, il en
résulte que le off-time sera égal & min(X,y)
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Ainsi, on peut obtenir cette variation qui est une densité du temps
résiduel fy (y) :

frly) = E le temps off dans I'intervalle]  E [min(X,y)]
yWwe= "g [la longueur de l'intervalle] E[X]

J° P (min(X,y) > z)dz

E[X]
_ Jy P(X > a)da _ JJ (= F(x))dx
E[X] E[X]
_ LA —F(@)de _1-Fx(y)
p w

Ou F représente la fonction de répartition de la v.a X
(durée d’inter-arrivées=durée d’attente entre deux occurences)




Exercice 2.4:

Considérons un processus de renouvellement ot les durées de vie X
sont des v.a de loi U(a;b) ou 0 < a < b.

(1) Déterminez les fonctions de densité de la vie résiduelle, de la vie
courante et de la vie totale de I'objet en place au moment de
I’observation du systéme.

(2) Calculez les espérances de ces trois variables aléatoires.
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Exercice 2.5:

On suppose que la durée de vie (en heures) d’une ampoule de
projecteur suit une loi uniforme (5;9). Pour projeter un documentaire
qui durera 1.5 heures, nous utilisons un projecteur ou ’état de
I’ampoule est supposé stationnaire.

(1) Quelle est la probabilité que nous n’ayons pas a remplacer
I'ampoule au cours de la projection?
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Solution 2.4:

Soit X la durée de vie d’un objet X est de loi U(a,b) ; ce qui mplique
que:

b
n=E[x] =22
2
1 .
I sia<ax<b
Fx (@) { 0 sinon
et
0 siz<a
Fx(z)=4q j=asi a<xz<b

1siz>b
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La fonction de densité de la durée de vie résiduelle Y de 'objet en
place au moment de ’observation est:

L(1-Fx(y) siy>0
—J nu
) { 0 sinon
2.(1-0) =% si0<y<a
) (o) =2 sia<y<b
a%bl—l)zo siy>b
0 sinon

b a b 2 2
2 b—y 1a2 + b+ ba
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La fonction de densité de la durée de vie courante W de 1'objet en
place au moment de I'observation est la méme que Y d’ou:

(L-Ql—b(lio) :ai—i-b si0<w<a
2 w—a\ _ o b—w .
fw(w) = rer(l_bfa =25 sia<w<b
2. (1-1)=0 siw>b
a-+b
0 sinon
et s
1
Ew] =22t tha

3 a+b
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Enfin, La fonction de densité de la durée de vie totale V' de 'objet en
place au moment de 1’observation est:

%U fx() siv>0

fv(v) = { 0 sinon

2 1 20
Tl e e sia<v<b
0 sinon

et

b b 212
2v 2a%*4+b* +ba
R R e

Module de Pobabil 2 Chapitre 2 : proces



Solution 2.5:

Ne pas remplacer 'ampoule au cours de la projection du
documentaire revient & dire que le temps restant pour ’ampoule
avant de la remplager sera supérieur a 1.5 heures. Autrement dit, le
temps résiduel est supérieur & 1.5 heures (Le systéme est on). Nous
cherchons P[Y > 1.5] ou Y représente I’age résiduel de Pampoule en
place. Puisque la durée de vie X d’une ampoule est de loi U(5;9),

alors:
L =1lg 5<z<9
_ 9-5 4 >
fx(z) { 0 sinon ’
a+b 5+9
p= E[X] 5 5 ,
et
0 siz<bh
Fx(z)={ #2=22si b<z< 9

1siz>9
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Déterminons la densité du temps résiduel:

_f L =Fx(y) siy>0
fY(y)_{ g 0 sinon

1(1-0)=1 si0<y<5
1 Osiy<Oouy>9

|

—
N

I

si0<y<5
%si5<y§9
0 siy<Oouy>9

Enfin,

1.5

PlY > 15/=1-PlY <15 =1-
0

11
— = 0.7857 = 78,57%.

=1
14 14

fy(y)dy=1-— /

1.5 1

—=d
7y



Bon courage




