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Chapitre 1

Déformation d’un milieu
continu
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Chapitre 2

Efforts dans milieu continu

2.1 Loi de conservation

2.1.1 Conservation de la masse. Equation de continuité

Rappel des notations

– x = φ(X,t), V (x,t) = ∂φ
X,t

camp de vitesse eulerien

– D(t) domaine transporté par le mouvement , D0 = D(0)

– ρ(x,t) la masse volumique.

– m(D(t)) =

∫∫∫

D(t)

ρ(x,t)dx masse

– La loi de conservation de masse m(D(t)) = m(D0) entrâıne

∀t, d

dt
m(D(t)) = 0

– Le théorème de transport entrâıne, pour tout t

∫∫∫

D(t)

[
∂ρ

∂t
+ div(ρV )]dx

d’où l’équation de continuité

∀t, ∂ρ

∂t
+ div(ρV ) = 0 ⇔ (2.1)

Remarque 1
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◦ De plus nous avons les relations :

Div(ρV ) = ρDiv V + V . Grad ρ,
dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ V Grad ρ

On obtient ainsi une autre forme locale de l’equation de continuite :

dρ

dt
+ ρDiv V = 0

◦ Si Div V = 0 alors

1

δV
d

dt
(δV) = Div V (x,t) = 0 ⇒ δV = δV0 (milieu incompressible)

de plus on a

∂ρ

∂t
+ V Grad ρ = 0 ⇔ dρ

dt
= 0 ( dérivée particulaire nulle)

Ce qui signifie que la densité de masse est constante le long des trajectoires.

2.1.2 Loi de conservation de la quantité de mouvement

– P (t) =

∫∫∫

D(t)

ρV dx quatité de monvement

– Loi de conservation de la quantité de mouvement

dP

dt
= Ftot(D(t)) := Fext(D) + Fcont(D) (2.2)

avec

Fext(D) =

∫∫∫

D(t)

f(x,t)dx, Fcont(D) =

∫∫∫

∂D(t)

T (x,n)ds (2.3)

où f(x,t) est une densité de force appliquée à une particule (élément de
volume) et T (x,n) est une force de contact (pression) appliquée à un élément
de surface orienté par la normale n(x), x ∈ ∂D.
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Tenseurs de contraintes

On a le théorème suivant

Théorème 1 (de Cauchy) Il existe un tenseur (d’ordre 2) σ(x,t) = (σij(x,t))
tel que, pour tout (x,t), on ait

T (x,t,n) = σ(x,t)n

Preuve. On peut trouver la preuve de ce théorème dans le livre [6]. La
preuve utilise la méthode du tétraèdre qui consiste à appliquer la relation
fondamentale de la dynamique à un tétraèdre infinitésimal de sommet M ,
puis on écrit le bilan des forces appliquées au facettes. Le tenseur σ est
symétrique: σij = σji. ¤

Retour à la loi fondamentale (2.2)

L’équation (2.2) s’écrit

dP

dt
=

∫∫

∂D(t)

σ(x,t) . nds +

∫∫∫

D(t)

f(x,t)dx

La formule de Gauss nous donne
∫∫

∂D(t)

σ(x,t) . nds =

∫∫∫

D(t)

Div σdx

d’où
dP

dt
=

∫∫∫

D(t)

Div σdx +

∫∫∫

D(t)

f(x,t)dx (2.4)

Rappel: Soit l’intégrale d’un champ de vecteurs F (x,t) = (F1,F2,F3)

IF(t) =

∫∫∫

D(t)

F (x,t)dx

alors
dIF

dt
=

∫∫∫

D(t)

[
∂F

∂t
(x,t) + Div (F ⊗ V )]dx

=

∫∫∫

D(t)

∂F

∂t
(x,t)dx +

∫∫

∂D(t)

(F ⊗ V ) . nds

Avec F = ρV , on obtient
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dP

dt
=

∫∫∫

D(t)

[
∂(ρV )

∂t
(x,t) + Div (ρV ⊗ V )]dx

=

∫∫∫

D(t)

∂(ρV )

∂t
(x,t)dx +

∫∫

∂D(t)

ρV (V . n)ds

comme
Div (ρV ⊗ V ) = V Grad (ρV ) + ρV Div V

= ρV Grad V + V Div (ρV )

d’où l’équation

∂(ρV )

∂t
+ V Grad (ρV ) + ρV Div V = f + Div σ

Si la masse est conservée, l’équation de continuité

∂ρ

∂t
+ div(ρV ) = 0

entrâıne

ρ

[
∂V

∂t
+ (Grad V )V

]
= f + Div σ (Equation du mouvement) (2.5)

équivalente à

ρ
DV

Dt
= f + Div σ

2.2 Loi de conservation de l’énergie: premier

principe de la termodynamique

D(t) domaine transporté par le mouvement x = φ(t,X)

Etot(D(t)) =

∫∫∫

D(t)

ρ(
1

2
V 2 + e)dx (2.6)

–

∫∫∫

D(t)

ρ(
1

2
V 2)dx énergie cinétique

– e énergie interne

6



1er Principe de la thermodynamique:

d

dt
E(t) = Pext(D(t)) + Pthe(D(t)) (2.7)

avec

Pthe(D(t)) =

∫∫

∂D(t)

Q(x,t)nds +

∫∫∫

D(t)

r(x,t)dx

Puissance thermique = flux de chaleur + source de chaleur

(2.8)

Pthe(D(t)) =

∫∫∫

D(t)

(−Div Q + r(x,t))dx (2.9)

Pext(D(t)) =

∫∫

∂D(t)

(σV )nds +

∫∫∫

D(t)

f . V dx (Puissace des forces exterieures)

=

∫∫∫

D(t)

(Div (σ . V ) + f . V )dx

(2.10)
On applique le théorème de transport au champs scalaire c(x,t) = ρ(1

2
V 2 +e)

d

dt
Ptot(t) =

∫∫∫

D(t)

[
∂

∂t
(ρ

1

2
V 2 + ρe) + Div (ρ

V 2

2
V + ρeV )

]
dx (2.11)

De (2.9), (2.10) et (2.11) on déduit l’équation différentielle (loi locale)

∂

∂t
(ρ

V 2

2
+ ρe) + Div (ρ

V 2

2
V + ρeV − σ . V + Q) = f . V + r (2.12)

En tenant compte de l’équation de contuinité, on peut simplifier cette équation
et avoir

ρ

(
∂e

∂t
+ V Grad e

)
= r −Div Q + σ : D (2.13)

Qu’on peut écrire

ρ
De

Dt
= r −Div Q + σ : D (2.14)

où D(x,t) = Dij est le tenseur du taux de déformation

Dij =
1

2
(
∂Vi

∂xj

+
∂Vj

∂xi

)
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et σ : D = (σijDji) est le produit contracté.
Pour plus de détails, voir [1] ou ([6], chap. 7)
En plus de ces équations, on utilise

– la loi d’état : ρ = P(p,e), e = E(ρ,T ), avec p=pression et T=température

– Loi de Fourier Q = −k∇T

– Loi de comportement: σ = G(ε) où ε = εij est le tenseur de déformation

εij =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
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