Algebre 2 Série 2 (Applications Linéaires)
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Image de la base canonique

1) On a f est une application linéaire
f:R} — R*
(x,y,z) — f(x,y,2) = (x+z,y—x,z+y,x+y+2z).

Calculons les images par f des vecteurs de B
avec B = {e1, e, e3} est la base canonique de R3

el que :

| elq:(l,0,0) f(er) =7(1,0,0)=(1,-1,0,1)=wm
e=1(010 = | f(e)=f(0,1,00=(0,1,1,1) = w
es=(0,0,1) f(es) =7(0,0,1)=(1,0,1,2) = w3
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Base de Im f

2) Base de Imf :
Ona: Imf:{v€R4/E|u€R3:v:f(u)}.
On simplifie Im f = {f (u) /u € R3}.

On sait que I'image d'une base de R? est une famille génératrice de Im f.
Donc {wi, wp, w3} est une famille génératrice de Im £.

Or remarquons que : w3 = w; + wy, alors

{Wl, wo, W3} est une famille liée, alors ce n'est pas une base.
{wi, wp} est une famille génératrice de Im £.
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Base de Im f

Ainsi {wy, wy} est libre : Vaq, a0 € R : agwy + apwy = (0,0,0,0)

— a1 (1,-1,0,1) + a2 (0,1,1,1) = (0,0,0,0)
— (a1, —a1,0,a1) + (0, 0, a2, a2) = (o 0,0,0)

= (&1, —a1 +az,a2,a1 +a2) = (0,0,0,0)
061:0
— —ta; =0 — a1 =0,ap =0.
062:0
a1 +ar, =0

D'ou B’ = {w1, wp} est une base de Im .

On peut déduire que dim Im f =card B’ = 2.
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Base de Ker f

3) Déterminer une base de ker f.
Ona: kerf = {u eER3/f (u) = (0,0,0,0)}.
kerf = {(x,y,2) e R¥/ (x+z,y —x,z4+y,x+y+2z) =(0,0,0,0)}.

x+z=0
- y—x=0 — Z=—X,y =X
z+y=0 ' '
xX+y+2z=0

= ker f = {(x,x, —x) /x € R}.

= kerf = {x(1,1,-1) /x € R}.

Donc ker f est engendré par un seul vecteur non nul uy:
up = (1,1, —-1) # (0,0,0), u; est libre, alors

B" = {u1} est une base de ker f.
On peut déduire que dim ker f = card B” =1 # 0.
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Injectivité et Surjectivité de f 7

4)
L'application f n'est pas injective car

ker f # {Ogs } ,puisque dim ker f = card B” =1 # 0.

L'application f n'est pas surjective car

Im f # R*, puisque dim Im f = 2 # 4 = dim R*.
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