Chapitre 2

Théorémes de convergence associés
aux méthodes a directions de
descente et recherches linéaires

Inexactes

2.1 Introduction

Soit f : R® — R.On concidére le probléme de minimisation sans contraintes (P)

suivant :

min{f (z) : x € R"} (P)

Rappelons que pour résoudre le probléme (P), les méthodes a directions de descente
et rechreches linéaires inexactes générent une suite {;},.yde la maniére suivante :

Supposons qu’a l'itération k£ on ait un point x; € R"™ et une direction de descente
d, € R™ c’est & dire d;, vérifie :

Vf(z) dy <0 (2.1)

14



Le sucusseur z;,1 de x; est obtenu comme suit :
. *
Tpy1 = Tk + ady ; O € ]R+ (22)

ay est obtenu par une recherche linéaire inexacte du type Armijo ou de Goldstein ou

de Wolfe (wolfe-forte ).

2.1.1 Algorithme général des directions de descente

L’algorithme général associé aux rechreches linéaires inexactes et aux directions de

descente est le suivant :

Algorithme des directions de descente

Etapel.

Prendre 7y € R" quelconque, ¢ = 107%(par exemple),k = 0.

Etape2.

Si [V f(x1)|| < e,stop; sinon, trouvez une direction de descente dy € R™ vérifiant
Vf(zx) dip <O0.

Etape3.

Calculez le pas oy en utilisant 'une des régles a) ou b) ou ¢) suivantes :

a) Armijo

b) (Goldsteinl) et (Goldstein2)

c) (Wolfel) et (Wolfe2)

Etaped4.

Posez

Tht1 = Tp + apdy

Posez k =k 4 1 et allez & Etape2
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2.1.2 Convergence globale

Les méthodes a directions de descente et rechreches linéaires inexactes générent une
suite {z},oy. L'déal est que cette suite {x;},. converge vers la solution minimale
globale du probléme (P). En général on n’obtient pas ce résultat et se contente vérifie
seulement

klim IV f(z)] =0, (conv-glob)

ou un résultat encore plus faible
klim inf ||V f ()| = 0. (conv-glob(bis))

Définition : On dit que la suite {z}, .y est globalement convergente, si pour tout
point de départ xq, 'une des deux conditions (conv-glob) ou (conv-glob(bis)) est réalisée.
Remarque . La condition (conv-glob(bis)) est plus faible que la condition (conv-
glob).Elle implique qu’il existe seulement une sous suite {||V f (z)[|},cy, (N1 C N) qui

converge vers (

2.1.3 Théoréme de Zoudentijk
Introduction

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte dans
la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu'une contribution,
parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés.
On comprend bien que le choix de la directionde descente joue aussi un role. Cela se
traduit par une condition, dite de Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations
qualitatives intéressantes.

Définition : On dit qu'une régle de recherhe linéaire satisfait la condition de

Zoutendigk 8’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait
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[ (@) < [ (@) = eIV ()| cos® b, (2.3)

ou 0y est Pangle que fait dy avec —V f (xy), défini par

—VTf (wp) dy
IV (zi)|| [|del

Dans la proposition suivante , on va servir de la condition de Zoutendijk.

cos Oy, = (2.4)

PI‘OpOSitiOH . si la suite {z)} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la

condition de Zoutendijk (2.3) et si la suite {f (xx)} est minorée, alors

Z IV f ()] cos? 0 < 00 (2.5)

k>1

Preuve : En sommant les inégalités (2.3) ,0on a

SIS @l cos b < - (F (o2) — £ (01)), (26)

Preuve. et puisque la suite {f (x)} est minorée, c’est-a-dire 3¢ > 0 telle que pour

tout k, f(xy) > ¢ alors

Z IV f (z1)]|* cos? 0 < oo quand | — oo,

k>1

Théoréme de Zoudentijk

Le Théoréeme de Zoudentijk est le principal Théoréme qu’on utilise pour démontrer la
convergence des méthodes du gradient conjugué non quadratique et les méthodes quasi-
Newtonniennes.Ce théoréme est surtout efficace avec les rechreches linéaires inexactes de
Wolfe et de Goldstein et nécessite quelques hypothéses sur f (f différentiable V f Lipschitzien ).

On dispose d’un résultat de convergence des algorithmes de descente avec recherche
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linéaire de Wolfe 1 et 2.
Théoréme : (Théoréme de Zoutendijk)
Soit f : R®™ — R supposée différentiable, de gradient Lipschitz et bornée inférieu-

rement. Soit A un algorithme générant des itérés définis par :
Tyt = Tp + Sgdy,

ou dy, est une direction de descente de f en xj et s, > 0 un pas vérifiant les conditions

de Wolfe 1 et 2. Alors :

ZCOS (Hk)Q IV f (:zzk)||2 < 400.

Preuve : D’aprés la seconde condition de Wolfe, on sait que : Vk, V f (yckﬂ)T d >
€2 (Vf (l‘k)T dk> ; d’ott :

vk, (VS (1) = VS (@) di = (0= 1) (VF @) dy)

De plus :
(Vf (@r1) = VI (@) de < [VF (@rg1) = VF (@) il (Cauchy-Schwartz)
< Llwper — | [|dl] (Vf L-Lipschitz)
< Loy |[di]*.

D’otl en combinant les deux inégalités précédentes, on obtient :

vk,0 < (0= 1) (Vf (@) d) < Lagllds]*,
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soit un pas «y, vérifiant :

> 7= 1Vf (ivk); dy,
L |l

(2.7)

Une technique classique en optimisation pour obtenir des résultats de convergence
consiste a se servir de la série de terme général f (zx) — f (Tg1) @ C’est une série a
termes positifs qui converge si sa somme partielle de rang n (égale & f (zg) — f (,21))est

majorée. C’est ici le cas puisque f est est supposée bornée inférieurement :

flzg) — (k1) = =P VS (xk)T dy, (condition de Wolfe 1)
2
1o (VF @) d) .
> 3 7 AL (d’apres (2.7))
> BT cos (0 VS ()|

D’apres le Théoréme de comparaison de deux séries numériques a termes positifs, sa-
chant que la série de terme général f (xy)— f (z41) converge, on en déduit la convergence
- 2 2
de la série Y cos (0)" |V f (xp)|” -

Ce Théoréme implique que si la direction de descente dj;, n’est pas orthogonale a la
direction de —V f (x;) & U'infini i.e. si
de > 0,Vk € N, cos (0x) > c,
alors la série Y. ||V f (1) converge et la suite (Vf (24),) tend vers 0 quand k —

+00. Ce Théoréme nous donne donc la convergence globale de 'algorithme de descente

considéré.
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Conséquences tirées du théoréme de Zoutendijk
S cos? (0x) |V f (z)|” < +00 implique
Jimcos® (0) [|Vf ()| =0 (2.8)
La relation (2.8) n’implique pas en général que
Jim V] (@)]* = 0. (2.9)

Si cos (0.) tend vers zéro quand k tend vers 'infini, ||V f (21)|| peut ne pas tendre vers
zéro. 11 faut donc éviter que ), tendre vers 7,pour s’assurer que : limy_ ||V f (z)||> = 0.
C’est le but de la définition suivante :

Définition : Soit f : R — R, une fonction bornée inférieurement, diffé-
rentiable.Soit un algorithme itératif qui génére une suite {x;},. dans R™ définie par

xo € R" quelconque et les itérations
Tpo1 = T + apd, k=0,1,2, ...
La suite {dy},.y est dite en relation gradient avec la suite {z}},y si on a
I >0:cos(0) >p:VkeN (2.10)

Sens géométrique de la condition (2.10)

La condition (2.10) veut dire que la suite {cos (6)},.yest minorée par un nombre
strictement positif . La condition (2.9) n’est pas garantie, si la suite cos (6;) — 0

quand k£ — oco.Géométriquent, cette condition veut dire que la suite angles

Ve =—VF 0.,
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ne doit pas tendre vers § quand k tend vers I'infini ou en d’autre termes, il ne faut pas

que les deux suites de directions

{ditien €6 {=Vf (%) }ren >

finissent par devenir orthogonales quand k£ — oo.
Si la suite {dj},oy est en relation gradient avec la suite {x}}, .y . On obtient le Théo-
réme suivant qui assure la convergence globale de la suite {xg}, oy
Théoréme : (de Zoudentijk-bis)
Soit f :R™ — R, une fonction bornée inférieurement, différentiable,dont le gradient

est continu au sens de Lipshitz, c’est a dire qu’il existe M > 0 telle que
IVf(z) =Vl <Mlz—yl:Ve,yeR"

Soit un algorithme itératif qui génére une suite {z;}, . dans R" définie par 2o € R"

quelconque et les itérations
Thoi1 = Tp +ogd, K=0,1,2, ...

avec dj, direction de descente (c’est a dire V f (1) dj, < 0) et oy, vérifiant les condi-

tions de (Wolfel) et (Wolfe2). Si on plus on a
3> 0:cos(fr) > p:VkeN. (2.11)

ou 6, est 'angle défini par

_ Vi) d
cos (0x) = IV f ()] il

Alors on a

Jim [V ()]” = 0.
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Preuve : D’apres le Théoréme de Zoutendijk, on a

> " cos® (01) [V f ()] < +o0.

k=0
Ceci implique
Jim cos? (8;) |V f (z)]]* = 0. (2.12)
Notons
U = cos? Or), ve=|Vf (xk)||2, Wi = U Uk (2.13)

Alors (2.12) et (2.13) impliquent

wp > p® >0, vy, >0, klim wp =0, (2.14)
(2.13) implique
1
= — 2.15
Vg Uk;wk, ( )

(2.14) et (2.15) donnent

1
0 S Vk S E Wi, (216)

limy_,o wg =0 et (2.16) impliquent

IV f (xx)|| = 0.

lim
k—s00
2.2 Convergence de la méthode du gradient.

2.2.1 Cas de la recherche linéaire inexacte de Wolfe

Théoréme : (convergence de la méthode de la plus forte pente avec la recherche
linéaire de Wolfe).

Soit f :R™ — R, une fonction bornée inférieurement, différentiable,dont le gradient
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est continu au sens de Lipshitz, c’est & dire qu’il existe G > 0 telle que
IVf(z) =Vl <Glle—yll:Vz,y e R

dans ensemble § (xo) = {z € R": f(x) < f(x0)}, xo € R™ quelconque .

Considérons l'algorithme de la méthode de descente avec la recherche linéaire de
Wolfe (voir Chapitre3 S1). Soit {zx} une suite génére par cet algorithme. Alors ou
bien 'algorithme s’arrete aprés un nombre fini d’itérations eu n un poit o tel que

V f (zxo) = 0, ou bien il génére une suite infini {x;},  telle que

Preuve : Cest une conséquence directe du Théoréme de Zoudentijk-bis . En effet
les hypothéses sur f sont les mémes hypothéses du théoréme de Zoudentijk-bis.

Les donnés de notre Théoréme sont :
dk = —Vf (l‘k) — 9k = —Vf(l‘k), — Vf (l’k) =0

Preuve. donc

cos (0) =1 : Vk.

par conséquent, en prenant par exemple 1 = 1, on a
1
Vk € N : cos (6;) > 3"

D’apres le Théoréme de Zoudentijk, on a

Jim V£ ()] = 0.
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Puisque ||.|| est une fonction continue, donc

2.2.2 Convergence globale de ’algorithme de Newton avec re-

cherche linéaire inexacte de Wolfe

Théoréme : Soit f :R" — R, une fonction bornée inférieurement, différen-
tiable,dont le gradient est est continu au sens de Lipshitz.On supose que le choix de
la direction de descente est dans cet algorithme est le suivant : dy = —H,_ *(V f(z}), ot
ol Hj est une matrice symétrique définie positive. Couplée avec une recherche linéaire
de Wolfe.On suppose aussi que le conditionnement de la matrice Hj, reste borné au cours
des itérations, alors I’algorithme de Newton avec recherche linéaire converge globalement.

Preuve : (voir td)
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