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2. Le gaz parfait de Bose

Nous allons & présent considérer N particules, de spin nul ou en-
tier (bosons), de masse m (sauf pour les photons) et sans interactions, en-
fermés dans un volume V. Nous supposons que ce systéme est en équilibre
avec un thermostat & la température T. Nous allons étudier quelques pro-
priétés de ce gaz parfait de bosons en passant briévement sur les démons-
trations qui sont similaires & celles que nous avons présentées précédem-

ment pour le gaz de Fermi.

2.a Premiére approche

Nous allons procéder ici de fagon analogue & celle que nous avons
décrite dans la section la pour les fermions. Comme nous 1'expliciterons
plus 1loin, cette approche n'est valable que si le niveau d'énergie & une
particule le plus bas n'est pas trés occupé, i.e. si la température n'est
pas trop petite. Par commodité, nous choisirons le niveau le plus bas comme
origine de 1'échelle des énergies. En effet, pour un systéme macroscopique,
ce niveau correspond & une valeur extrémement faible de 1'énergie (cf. cha-
pitre 2, section 1c). I1 faut néanmoins garder & l'esprit que 1'impulsion
d'une particule enfermée dans un volume fini ne peut pas étre nulle & cause
du principe d'incertitude de Heisenberg. Ceci étant posé, le raisonnement
tenu dans la section la est valable pour les bosons & condition de rempla-

cer la formule 3 par la distribution de Bose-Einstein

1

E-p
— - l
exp ( T )

(75)

Comme le nombre d'occupation, donné par l'expression ci-dessus, ne peut
étre négatif, on en déduit que le potentiel chimique p doit toujours é&tre
inférieur & 1l'énergie du niveau le plus bas, €,+ que nous avons choisi nul
par convention. Par conséquent, p < 0, L'évolutjon du potentiel chimique en
fonction de la température du thermostat est montrée schématiquement dans
la figure 1 dont nous préciserons certains détails par la suite.

Comme la démarche est analogue a celle de la section la, puisqu'il
suffit de remplacer 1'expression (3) par (75) (i.e. de changer un signe +

en signe =), nous ne présenterons ici que les principaux résultats

Le potentiel chimique est défini par 1'équation :
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v
N = 2m "’—3 (2m)3/2 (kT)3/2 3, ,, () (76)
h

[T
analogue a (15), ou n = T et ol J,(m) est une intégrale définie par :

x" dx
sty et &

que l'on appelle intégrale de Bose. L'énergie interne du systéme est donnée
par :

E=2m 5‘31 (2m)3/2 (kT)3/2 J5,,(m) (78)
h

La pression du gaz de Bose vaut :

4 :
3—":—3 (2m)3/2 (KT)3/2 3, ,,(n) (79)

L'équation d'état du gaz de Bose est la méme que celle du gaz de Fermi ou
d'un gaz classique, elle est donnée par 1l'expression (21). Enfin le grand

potentiel a pour expression :

¥=-PV=- LA 4 (2m)3/2 (kT)3/2 3, ,(n) (80)
3 h3 4

L'entropie, elle, est toujours donnée par la relation (27).

2.b Utilisation de la fonction de partition grand canonique

Tout comme le gaz de Fermi, le gaz de Bose peut étre traité en uti-
lisant 1'ensemble grand canonique. La démarche est analogue & celle de la
section 1lc et nous ne signalerons ici que les différences. La premiére ap-
parait dans 1'équation (48) ou la somme sur le nombre d'occupation ne va
plus de 0 a4 1, comme pour les fermions, mais de 0 & 1'infini, puisque plu-
sieurs bosons peuvent occuper le méme micro-é&tat & une particule. La fonc-

tion de partition grand canonique s'écrit par conséquent :

kT

oc
Bn, - €, n
E:ﬂZ exp(;—l] (81)
i n =0

La somme qui intervient dans l'équation ci-dessus est une progression géomé-
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€,

) < 1 dont 1le premier terme est égal a 1. Le

trique de raison exp (

résultat vaut :

Mn,- €, n
E: exp [ - 2B ] = - (82)

Par conséquent :

1
=1 (83)
1

K€
1 -
exp ( T )
H-€,
Log E = - E: Log < 1 - exp ( ) } (84)
i kT
Le grand potentiel vaut :
s
¥ = - kT Log = = kT Log { 1 - exp ( T ) } (85)
i

En utilisant les expressions (40-43) du chapitre 9 on peut calculer quel-

ques quantités thermodynamiques :

F = 1 de
P = kT ol = - — (86)
ov 5 € -1 dav
= -1
exp ( T )
3 Log = 1
N=kT[$—] . 2 (87)
Ve T,V i
exp ( T Jii='3
a =
S=kT[ Log ] + k Log =
oT
V.
€
( ) %
KT p€
= -k EE -k E: Log { 1 - exp ( : ) } (88)
~ €, K i kT
-1
exp ( T )
d = d Log = €
gaps [2188) (pruf2lleZ) . 3 : (89)
oT . ap o i € -1
o - = q
exp ( T )

Les résultats de la section 2b sont équivalents a ceux de la section 2.a

dans la mesure ou la substitution (60) est valable. Cela n'est vrai que si

1'état d'énergie le plus bas (€0=0) n'est que trés faiblement occupé. En
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effet A cause du terme Jz-présent sous 1l'intégrale (60), le terme corres-
pondant & € = 0 ne contribue pas a 1'intégrale alors qu'il contribue dans
les sommes (86-89). Si la proportion des N particules occupant le micro-
-état € = 0 est importante, l'erreur commise est grande et il n'est pas
possible de faire la substitution (60). Le probléme peut se poser pour les
bosons car plusieurs particules peuvent occuper ce micro-état, ce qui n'est
pas le cas pour un gaz de Fermi & cause du principe d'exclusion de Pauli.
Lorsque la température n'est pas trop proche du zéro absolu
(cf. figure 1), le potentiel chimique devient trés négatif et - E? > 1.
Comme pour les fermions on a alors

==
<> = = kT o KT (90)

e
x (=7

On retrouve la distribution de Maxwell-Boltzmann, ce qui signifie que le
gaz a un comportement classique. Dans cette situation, <n > <1 . Nous ob-
tenons donc la justification formelle des conditions d'application de 1'ap-

proximation qui consiste a traiter classiquement un- gaz parfait.
A partir de 1l'équation (88) on peut, comme pour les fermions (sec-
tion 1.c), calculer l'entropie en fonction du nombre moyen d'occupation des

micro-états (équation 75). On trouve :

S =k :E [ (1+<n>) Log (1 +<n> ) - <npd> Log <n,> ] (91)
i
Cette expression peut &tre utilisée pour définir 1l'entropie d'un gaz de Bo-

se hors d'équilibre.

2.c Condensation de Bose-Einstein

Contrairement au cas des fermions, nous avons vu que 1'on peut met-
tre un nombre quelconque de bosons dans un micro-état particulier. Lorsque
la température du systéme est nulle, tous les bosons doivent se trouver
dans 1'état de plus basse énergie, € = 0. Cet état est exclus dans 1l'ex-
pression (76) et cette derniére n'est donc égale qu'au nombre de particules

qui ne sont pas dans 1'état € = 0. Appelons N.,, ce nombre. Nous avons

Yo
V ’s 5 Je de
= 2n & (2m)372 (kT)3/2 — (92)
h exp () - 1
Jo kT

J
r\(‘f)
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Le nombre de bosons dans l'état € = 0 est, quant & lui, égal a

ea0 = N - Ngyp (93)

Lorsque T est é&levée, Ne.o €N.yo . et 1l'équation (76) permet de calculer
convenablement le nombre total de particules (la substitution (60) est une

bonne approximation). A T=0, ce n'est plus le cas car toutes les particules

sont dans le micro-état correspondant a € = 0, par conséquent :

> =N = - (94)

exp(--:?)-l

(95)

Z| -

T 1
- — = Lo 1 -) =
g ( 'N)

puisque N est grand. On en conclut qu'a T = 0, p = 0. Lorsque T augmente,
tout en restant trés basse, la majorité des bosons se trouve encore dans le
micro-état d'énergie € = 0 et le potentiel chimique est négatif, mais trés
faible en valeur absolue. Par exemple, si N ~ N = 6,02 1023 et si
Ne.o = 10°°, on voit que p ~ 10"2°kT, ce qui est extrémement petit. On peut
donc considérer que le potentiel chimique est pratiquement nul dans ces

conditions. Dans ce cas, le nombre de bosons qui se trouvent dans les é&tats

excités & une particule est donné par :

v Vx dx
Neyo = 2m 5= (2m)3/2 (km)3/2 [ XX (96)
h3 0 exp (x) - 1
= \
L'intégrale définie ci-dessus vaut (cf. appendice A6) E— C(%) = 5— 2,612.
D'ou :
gV 2
Neyo = 2,612 = (2w mkT)3/ (97)

h3

On appelle température de Bose, Ty, la valeur de T pour laquelle Neyo= N
Elle représente la température & partir de laquelle 1'expression (76) est

valable (il ne reste alors qu'une quantité infime de bosons dans 1'état

fondamental € = 0). Elle est donnée par :

v
N = 2,612 = (2w mkt,)3/2 (98)
h3
soit
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. ;e N 2/3 3,31 # (N /3
To * Zmk [ 2,612 gV ] T mk [ gv ] (99)

En divisant 1'équation (97) par 1'équation (98) on obtient :

T 3/2
Neso = N [ Er-] (100)
B

Si T < Ty, le nombre de bosons dans le micro-état € = 0 est égal & :

T 3/2
Ne.o =N [ 1- [ ¥;J ] (101)

Si 1'on fait décroitre la température T au dessous de la valeur Ty, la po-
pulation des bosons dans le micro-état € = 0 a tendance & augmenter. On ap-
pelle ce phénoméne la condensation de Bose-Einstein. Il ne s'agit pas d'une
condensation dans 1l'espace réel mais d'une condensation dans 1'espace des
impulsions : les bosons ont tendance & s'accumuler dans le micro-état de
plus faible énergie.

Lorsque T < Ty il est intéressant de calculer 1'expression de quel-
ques quantités thermodynamiques associées au gaz de Bose. Comme p = O,

m = 0. L'énergie interne vaut (équation 78)

v
E = 2w 5; (2m)3/2 (kT)5/2 J5,,(0) (102)
h

Comme J3/2(0) = %-J; L(g) = % \Jwr 1,34 (eppendice A6), on en déduit :

E=1,34 38V (2m)3/2 (kT)3/2 (103)

ou, en utilisant 1'équation (99)

E = 0,77 NkT [ I;-]B/z (104)
TB

ce qui permet de calculer la capacité calorifique a volume constant :

OE T Y3szz _5E -
= | — =1, Nk | — s == (105)
o (3), <o ()7 - v
v
av
L'entropie, qui est reliée au grand potentiel par S = - 3; , se de-
V.

duit aisément de 1'équation (80)
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32 5E
aT ] 3T (106)

V.

o T
s=-[— =1.28Nk[—
T

Elle tend vers zéro lorsque T - 0, en accord avec le troisiéme principe de
la thermodynamique. On peut vérifier que :

F=E-TS= - % E=%+ puN =¥ (107)

puisque B = 0. L'expression ci-dessus permet également de calculer la

o

Ainsi, lorsque T < Ty , la pression ne dépend que de la température du sys-
téme et non de son volume. Ceci provient de ce que les particules qui se

pression :

3/2 5/2
il ) i (108)

mlm
<|m

] = 0,0851 g

T

trouvent dans l1'état € = 0 ont une impulsion nulle (ou presque), et par
conséquent ne créent pas de pression sur les parois du récipient. Il faut
néanmoins noter que, pour un systéme fini, P ne peut é&tre rigoureusement
nulle mais qu'elle donne, & 1l'échelle macroscopique, une contribution ex-
trémement faible.

L'examen des formules ci-dessus montre que lorsque T < Ty, 1'éner-
gie et la pression d'un gaz de Bose sont inférieures & la valeur qu'elles

auraient si ce gaz avait un comportement classique. Cela peut s'expliquer
par 1l'accumulation de ces particules dans l'état d'énergie le plus bas. De
maniére imagée cela revient a dire qu'il y a une certaine "attraction” des
bosons entre eux (nous avons vu précédemment qu'il y a une certaine "répul-
sion" pour les fermions). Lorsque T est suffisamment élevée le gaz de Bose,

tout comme le gaz de Fermi, se comporte comme un gaz classique.

Exercice 4 : On considére un gaz parfait de bosons de spin nul et de masse
m = 6,65 10-27 kg (Hélium). La concentration des bosons est de 1036 m3,

Calculer T,.

Exercice 5 : On considére une mole d'un gaz formé d'atomes d'hélium dont la
masse vaut m = 6,65 10°27 kg et dont Lle spin est nul. Ce gaz est enfermé
dans une bofte cubique de volume V = 0,0224 m3.

1- Calculer Tg.
2- On considére les niveaux d'énergie a une particule caractérisés par :

n,=n,=n, =1letn = 2, n, =n, =1. Calculer l'énergie de ces états.

y




