Chapitre 2

Abscisse Curviligne

I _Définition et Propriétés d’une Abscisse Curviligne

Dans ce chapitre nous allons considérer la longueur d’arc comme parameétre d’une courbe

paramétrée (T, M).

Définition 1.1: Soit (I, M) une courbe paramétrée de classe C*. Pour t, fixé appartenant

a D’intervalle I (I est le domaine de définition de la représentation paramétrique M), on

appelle abscisse curviligne de la courbe paramétrée (T', M), la fonction suivante :
t _—
s=8(t) = f ”M’(T)” dr.
to

La fonction T — ”M’(r) ” est continue sur I, donc S est une primitive de cette fonction.

Si t >ty S(t)estégale alalongueur de I’arc de I' prisentre M(t) et M(t,).
Si t <ty S(t) estégale a moins la longueur de ’arc de I' pris entre M(t) et M(t,).

De sa définition, I’abscisse curviligne S est une fonction continue sur I. Son image | =

S(I) € R estdonc un intervalle de R.

Le point M(t,) € M(I) =T, correspondanta s = S(t,) = ft?

M'(t) ” dt = 0, est I’origine

de I’abscisse curviligne S.

Proposition 1.1: Si I’ensemble des valeurs du paramétre t, pour lesquelles M(t) est un

point régulier de (T, M), est dense dans I = DomM, c-a-d tout intervalle (@ #)]a,B[ I
contientun t tel que M(t) est régulier, la fonction S (c-a-d 1’abscisse curviligne) est alors

un homéomorphisme de | vers ’intervalle J = S(I).

Par conséquent, avec les hypothéses de la proposition ci-dessus, on peut définir une

reparamétrisation M = M oS~! de (T, M), appelée reparamétrisation de (I', M) par une



abscisse curviligne ; autrement dit (1“1\71) M:J ¢ R — R", est une courbe paramétrée par

une abscisse curviligne.

En général une reparamétrisation de (T, M) par une abscisse curviligne n’est pas de

classe C?! ; cependant, dans le cas particulier ol tous les points M(t), t € I, sont des points

réguliers, on a le théoreme suivant :

Théoreme 1.1: Soit (T, M) une courbe paramétrée de classe C” et dont tous les points

M(t) sont réguliers. Une reparamétrisation M = M oS~' par une abscisse curviligne est

alors de classe C" etde plusona:

ai .
ds(s) =1.

Démonstration :

1) Montrons que M est de classe C.

- Sir=1,c-a-dque M est de classe C?, donc la fonction t — ”M’(t)” est continue et donc
I’abscisse curviligne t — S(t) = ftz ”M’(r)” dt est une fonction dérivable et on a t —
S'(t) = ”M’(t)” qui est continue ; ainsi S est de classe C. De plus, comme par hypothése

tous les points M(t) sont réguliers, alors Vt €1, ”M’(t)” #0 etdonc S estun C?!-
difféomorphisme (conséquence de la proposition 4.1 du chapitre précédent).
- Sir >2,c-a-dque M est de classe C", donc ’application t - M'(t) est de classe C"~? et

il en est de méme de la fonction t — M'(t).M'(t) ainsi que de la fonction t —» S'(t) =

1/2
”M’(t)” = (M’(t).M’(t)) (car S'(t) # 0,Vt € I). Ceci implique que S est de classe C”
et par la proposition 4.1 du chapitre précédent S est un C"-difféomorphisme.
2) Montrons que ”% (s)” =1.
Comme la fonction t — ”M’(t)” est continue, alors la fonction t — S(t) = ftto ”M’(r)” dt

est dérivableetona: Vtel, S'(t) = ”M’(t)” # 0 (puisque par hypothése tous les points
M (t) sont réguliers).

En dérivant I’application composée M = M o S on obtient :



aM _ dM s dil S
— (O =—=(S®). = © = —=(s®). M@

d’ou, en prenant les normes des deux membres :

i) - | (s -]
et, comme ||M_T5|| #0:
i
E(s(t)) ‘ =1, Vtel
ou encore :
%(s) =1, Vs€/. m

Dans la suite on posera :

. dW
T(s) = g(s).

—

Comme Z_IZ(S) =0 puisque ”Z—ISW (s)” =1, T(s) est donc un vecteur unitaire tangent a

r (= M) = M(I)) au point M(s)(= M o S71(s)).

II Etude Géométrique Locale d’une Courbe Paramétrée

I1.1 Courbure

Dans tout ce paragraphe (T, M) est une courbe paramétrée de classe C? dont tous les points
sont réguliers.

Soit M(t,) un point fixé de T'(= M(I)), et soit la C2-reparamétrisation M = M o
ST Jo>R" ot S:tel—-S(t)=s€](=SU)) estune abscisse curviligne de la courbe
(T, M) (la C%-reparamétrisation M existe en vertu de la proposition 4.1 du chapitre précédent

et du théoréeme 1.1), et posons s, = S(t,).

Définition 2.1: La courbure de F(= M) = M(I)) au point M(sy) (= M(t,)) est le

nombre réel

dr
p(so) = HE (so)|| (= 0).




— —

Ce nombre existe car la dérivee Z—: existe (puisque T(s) = ‘Z—I‘:(s) et M estde classe C?).

Exemple 1: Soit la droite paramétrée (I', M) de R™ définie par :

OM(t) =t.4, teR et @ = (uy,,u,) =0 (& vecteur directeur de la droite). L’équation
de cette droite peut s’écrire aussi : M(t) = t(uq, -, u,) = (ug.t, -+, u,. t). M estde classe
C® et VteR, M'(t) = (uq, -+, u,) # (0,---,0), donc Vvt € R, M(t) est régulier. On peut
donc reparamétriser la droite par une abscisse curviligne (proposition 1.1) et calculer la
courbure en chaque point de T' puisque (théoréme 1.1) M est de méme classe que M (il
suffit que M soit de classe C?).

Si on prend par exemple t, = 0,0na:
t t
s=S(t) = f [ @) dr = f I@lldt = |1t
to=0 0

qui est une abscisse curviligne de (I, M) (pour chaque t, on peut définir une abscisse
curviligne).

Soit M = M oS! la reparamétrisation associée a cette abscisse curviligne.

s=S@) =|lull.t & t=5"1(s) = ﬁ , s € R. Ceci implique
Fis) = M) = M () = o e )
l@n/

En dérivant M on obtient T(s) le vecteur unitaire tangent a T

— d (L : ﬁ’)
ds ds |||

Donc

ar
E(S)

Vs € R, Z—: (s) =0 et par conséquent Vs € R, p(s) = = 0. C'est-a-dire que la

courbure d’une droite est nulle en chacun de ses points (logique).

Exemple 2 : Soit le cercle paramétré (I', M) définie par :
M(t) = (Rcost,Rsint), t € [0, 2m]
M estde classe C*° et M'(t) estégalea:
m = (—Rsint,Rcost) # (0,0), Vt € [0,2m].
Ceci implique que M (t) est régulier, Vt € [0, 2mx].



On peut donc reparamétriser le cercle par une abscisse curviligne s = S(t) (proposition 1.1)
et M =M oS~ estdeclasse C* (théoréme 1.1).

Soit I’abscisse curviligne de (T', M)

s=S(t) = ft M@ ar = Jthr = Rt.
0 0

s=S({t)=Rt  t=S5"1(s) = % ,0l0 s = Rt € [0, 2rR]. Ceci implique

() = M(S-1(s)) = M (2 = S pains
M(s) =M(S (s))—M(R)—(RcosR,Rst).
Donc
— d_ﬁ s S
T(s)=—-()= (— smﬁ,cosﬁ)
et donc
ﬁ 1 S 1 S 1
p(s) = E(S) —||<—ECOSE,—ESIHE>|—E, Vs € [0, 2nR].

La courbure d’un cercle est donc constante (logique) et égale a I’inverse de son rayon.

Montrons que, plus la courbure au point M(t,) est grande, plus rapidement M (t)
s’éloigne de sa tangente en M(t,).
Soit @ la représentation paramétrique de la tangente a T (= M(I) = 1\71(])) en M(ty) =

M(sy) définie par :

—_—

— — aM — _
0Q(s) = OM(sp) + (s — SO)E(SO) = OM(sp) + (s — 50)T(so)

& M(sp)Q(s) = (s —s9)T(so) ().
Posons
F(s) = 8(Q(s), M() = || e@Ms)|  @.
F(s) est la distance entre un point M(s) de la courbe et un point Q(s) de sa tangente au
point M(s,) et ceci au voisinage de s = s,.

Ecrivons la formule de Taylor & I’ordre 2 en s = s, pour I’application M :

FGHG) = 0 () — 0Fi(s9) = (5 = s9TGso) + S22 (S (5) + 2659 @)

_

ou limg_s &(s) = 0.

D’ou:



Q)H(s) = M(s)B(s) — M(s9)Q(s) = F(so)M(s) — (s — 56)T(sq) =
Cm0 (2 () +565))

Si p(sy) # 0,0nadonc

(s =

Fo) o |e@HE)| 0 FSSS
lim = lim =

$-Sp (S - SO) (S ) S—Sp (S - SO)Z (50) B S$-Sp (S - SO) (S )

50)

On en déduit que F(s) ~

p(sy) quand s — s,. Par conséquent, au voisinage de s,

plus p(sy) est grande, plus I’écart entre les points M(s) et Q(s) est grand.

Définition 2.2: Soit (I', M) une courbe paramétrée de classe C”, r = 2. Un point régulier

M(t,) de T estdit birégulier si M'(t,) et M'(t,) sont linéairement indépendants. On dit

que (T, M) estbiréguliere, si tous les points de ' sont biréguliers.

Proposition 2.1: Un point M(t,) € T = M(I) est birégulier si et seulement si la courbure

de T en M(t,) estnon nulle.

Démonstration: Dérivons deux fois I’application M = M o S, o M est la reparamétrisation

de T par une abscisse curviligne S.

am
¢ () (5<to>) <to> T(S(to)) (to) ®
T_A:)(to) et f—ﬂj(%) =T(sy) (So=S(ty)) sontdonc colinéaires .

dzM
dt?

(to) (())—() (to)

dt

d d i
ki —M( 50 ) e 2 00) + 22 (5(t02). 23 (1)



azi as  \° —— d’s
ds2 (S(to))-<a (to)> +T(50)-F(to)

ar s\ —— dzs
=E(50)- E(to) +T(50)-F(to) (2)
i) Condition nécessaire :
— 2
Si M(t,) est birégulier, il résulte de (2) que Z—Z(so).(g(to)) #0 sinon M"(t,) serait

colinéaire & M'(t,) puisque de (1) ce dernier vecteur est colinéaire a T(s,). Par conséquent

D (50) # 0 etdonc p(sy) = [[Z (so)|| = 0.
i) Condition suffisante :
Si p(sg) # 0, lacombinaison linéaire

a2M

am .
aﬁ(to) + B (to) =0, (a,B) € R?

dt?
s’écrit, en utilisant (1) et (2), comme suit :
2 —
ds dzs — ds dTr -
<QE (to) + B diz (to)> T(so) + B <E (t0)> s (so) = 0. 3)

Comme ”m” = ”ﬁ” =1, alors mm = ”1\71’—(5))”2 = 1. Ceci implique que

d(T). 7)) ___.ar —
- =275 (9=0 = T(.7-()=0.

—

On en déduit qu’en faisant le produit scalaire de (3) par Z—Z (sp), on obtient :

Bl 2 (€0 | 7o (50 7= (50) = B( 7, (t0) | p(s)? = B [M'@)|| p(so)? = 0.
Comme par hypothese, dans ce paragraphe, tous les points M(t) sont réguliers, donc

”M’(to) ” # 0, et comme condition suffisante p(sy) # 0, alors f = 0 et en remplacant dans

(3), onauraaussi a = 0. Par conséquent M’(t,) et M''(t,) sont linéairement indépendants,

donc M(t,) estun point birégulierde (I'M). m

Remargue : Etant donnée une courbe paramétrée (I, M) de classe C? et biréguliére. Il

est souvent difficile d’exprimer, au moyen de fonctions élémentaires connues, une



reparamétrisation de I' par une abscisse curviligne. Il est donc utile de connaitre 1’expression
de la courbure de T' en un point M(t,) en fonction de la représentation paramétrique M.
-SiTcR"

N ——— [|| | | - (e )|

- Si T est une courbe plane et M'(t,) et M''(t,) sont exprimés par rapport a une base

orthonormée de R?, alorsona:

|det (M'(to), M"(to))|
e

p(to) =

- Si T’ est une courbe dans I’espace, on a :

[M' ey A M7 ||

p(to) =
e
Rappel : Soient u; et u, deux vecteurs de R3 s’écrivant dans la base canonique

{7, 7, k} comme suit:
u—l) = x17+ 371]_)"' 21E et u_z) = xzi)‘l‘ yzj)'i‘ Zzﬁ.

u; Au, estun vecteur orthogonal a u; et u, égala:

lto7 ok
U AUy = (V122 — 21U+ (21X — x125)] + (1Y, =Xk = |x; v, z4|-
X2 Y2 Z3

Définition 2.3 : Soit (I', M) une courbe paramétrée dans R™ de classe C? et réguliére,

et soit M(t,) un point birégulier. Soit M = M o S~1:] — R™ une reparamétrisation par une
abscisse curviligne t eI — s =S(t) € ] = S), sq = S(t).

1) On appelle rayon de courbure de T en M(to) = M(s,) le nombre

R(so) = (> 0).

(o)

2) On appelle vecteur normal principal a T en M(t,) = M(s,) le vecteur

—>

N(sp) = (So) R(So) (50)

1
(o)d



3) On appelle centre de courbure de T en M(t,) = M(s,), le point C(s,) tel que

bz‘)(so) - OM(SO) = M(SO)C(SO) = R(sp)N(so).
Le centre de courbure de T en M(t,) est le centre du cercle tangenta I' en M(t,) et de

rayon égal au rayon de courbure de T en M(t,).

De la définition du vecteur normal principal N(s,) on en déduit que

NG| = 50) p(so) =

ds(

o) ()

- 5 2
c-a-d N(s,) estun vecteur unitaire. De plus comme T(s).T(s) = ”T(s)” =12 =1, alors

d(T6).T6)) . aF
Is = 2T (s). —(s) =0.

Ceci implique que % (s) estorthogonal a T(s) etdonc N(s), qui est colinéaire a Z—: (s),

est orthogonal a T(s). Par conséquent {T(s), N(s)} est une base orthonormée de RZ.

11.2 Courbes Planes

Soit (I,M) une courbe paramétrée plane de classe €3, le paramétre étant une abscisse

curviligne s (s € I — M(s) € I'). Supposons que tous les points de ' soient biréguliers. Le

rayon de courbure R(s) = ? de T' en un point quelconque M(s) est alors défini (puisque

par hypothese T' est birégulier et donc de la proposition 2.1 Vs € I, p(s) # 0) etil en estde

méme du centre de courbure C(s) de T' en M(s) (M(S)C(s) = R(s)N(s)).

—

Comme par hypothése (I',M) est de classe C3, donc Z—: est de classe C! puisque par

définition ng. Le rayon de courbure R(s) possede donc une dérivée continue

s’exprimant par :

T ).216)
p3(s)

dR
E(S) ==

En effet, on a:

dR d/ 1 p'(s)
)= %(@) )=~y O



De plus, comme

N (C P T S
p2s) = |G| =5 ®®, @

Alors
(02(s)! d?() dl() ( ),()(D dl( )dzl()
p(s))s = s). s = 2p(s)p'(s) =2 5).=5= () =

N

dT d?T
—(8). 5= (s)
= pl)=9 p(g’fz :

On en déduit que
dT . | d°T
dR( ,@ 5 ) gz (5)
ds T pAs)

dR )
et comme M est de classe C3, alors = est continue.

—

daTr . . .
Comme = est de classe C! et on vient de montrer que la fonction s — R(s) est aussi de

classe C?t, alors le vecteur normal principal N = RZ—Z est de classe C! et ainsi, il en est de
méme de D’application s €1 — C(s) € R* qui donne les centres de courbure de T
(O_C’(s) =0_1Vi(s) +R(s)N(s)). Cette application définit une courbe paramétrée et son

image I, = C(I) estappelée la développée de la courbe T.

Exprimons C;—’:(s) et %(s) dans la base orthonormée {T(s), N(s)}, mais montrons

d’abord le résultat suivant :

Proposition 2.2: Soient u; et u, des applications de I ¢ R — R? tel que Vt €],

{uy (), uy(t)} est une base orthonormée de R2. Supposons que wu, et u, soient

dérivables sur 1. Alors la matrice des coordonnées de u',(t) et u',(t), par rapport a

{u1(®), uy(t)}, est antisymétrique (c-a-d Vi,j a;; = a;).

Démonstration : Pour i = 1,2, |lw,()||=1 = ”ul(t)HZ =1 etona:

du, (t)
dt

_d) _d
T dt  dt

(") = 5 (0 2.8 = 20,65 S



D’autre part, comme u;(t) et u,(t) sontorthogonaux (u,(t).u,(t) = 0), alors

d0) d ——— duy ) — —— du, (D)
0= % = E(ul(t).uz(t)) = udt(t) “uU, (t) + uqy (t). udt(t) (*%)

Ecrivons 'y (t) et u',(t) danslabase {u,(t), u,(t)}:

u'y(6) = auy (8) + Pua(t) et w'p(8) = yua(t) + Suz(0),
ceci implique que

71010 2 (s (0 + P (). 13 (D) = a = 0,

05010 = (ur @) + 6uz(0).uz (0 = 6 = 0

et

B = (s (D) + fuz (D). w2 (0 = W1 (D). 13 (D) = — 13 (0). w5 (0)

= —1,®) (yus (O + 6u,(0) = —.

Par conséquent

—

T . , ar d
Cette proposition implique que la matrice des coordonnées de d—: (s) et d—IZ (s) par rapport

a la base {T(s), N(s)} est antisymétrique, c-a-d

a;n a2\ (0 a12)
(a21 a22> - (—a12 0 /) (*)

Par définition du vecteur normal principal, on a :

dT — — —
75 &) = p() N(s) = 0.T(s) + p(s) N(s) = a1 (S)T(s) + arz(s) N(s). (%)

De (*) et (*x) onadonc

W N I~ — —_— —_—
25 ) = a2 ()T() + azz(s) N(s) = =p(s)T(s) + 0.N(s) = —p(s)T(s).

—_—

docC
Calculons E(s) ;

doc _ doM dRN_>REV’_T_>dRN_>R =
5 ) ===+ = (D N(S) + R()—=(8) = T(s) +—=(s) N(s) = R()p()T(s)

=T(s)+—(s)N(s) —1.T(s) = —(s) N(s).
ds ds



On en déduit de cette derniére formule que, si le point C(s) de I', = C(I) (la développée de

I') est régulier (c-a-d % (s) # 6), latangente a I, au point C(s) coincide avec la normale

a I'=M() aupoint M(s).

I1.3 Courbes de I’espace — Repére de Frénet

Soit (I',M), M:I — R3, une courbe paramétrée de I’espace (appelée aussi courbe gauche),
de classe €3, dont tous les points sont biréguliers. Le paramétre étant une abscisse curviligne

S.

Définition 2.4:

1) Le vecteur B(s) =T(s) A N(s) estappelé vecteur binormala I' au point M(s).

[565] = 765  65] = [T WG]~ (76 ) =777 =1,

2) Le repére orthonormé (M (s),{T(s), N(s), B(s)}) s’appelle repére de Frénet de T' au

point M(s).

B(s)

()

3) - Le plan défini par (M(s), {T(s) , N(s)}) s’appelle plan osculateur a T au point M(s)
(c’est le plan qui contient le mieux T).
- Le plan défini par (M(s), {N(s) , B(s)}) s’appelle plan normal a T au point M(s).
- Le plan défini par (M(s), {T(s) , B(s)}) s’appelle plan rectifianta T' au point M(s).
1 dr

Comme (T,M) est de classe C3, donc N(s) = EE(S) est dérivable. Par

conséquent B(s) = T(s) A N(s) estaussi dérivable.



—_—

Définition 2.5: Le réel 7(s) = B(s) - C;—IZ (s) est appelé torsion de la courbe T au point

M(s).

Théoreme 2.1: Les dérivées des vecteurs du repére de Frénet de T' en un point M(s)

s’expriment, par rapport a ce méme repere, par :

(dT

E_i(S) = p(s)N(s)
dN s YA
4 E (S) = —p(S)T(S) + T(S) B(S)
dB _ N
7 (s) = =1(s)N(s)

Ces formules sont dites formules de Frénet.

Démonstration : Par définition du vecteur normal principal, on a :

ﬁ( ) = p(s)N(s)

Is s) = p(s)N(s),

c'est-a-dire la premiere formule de Frénet.

On sait que la matrice des coordonnées de %(s), i—lz(s) et z—f(s) dans la base {T(s),

N(s), B(s)} est antisymétrique, donc on a :

ar . .
|/ d—:(s)\l / 0 p(s) 0\ T(s) /p(s)N(s) \
T =\—p(s) 0 a) NG | =| —p&TE +aBG |

—_—

0 —a 0/ \B(s) —aN(s)

dB
E(S)

Il reste a déterminer a pour trouver les deux dernieres formules de Frénet.

Le vecteur B(s) = T(s) A N(s) estorthogonal aux vecteurs T(s) et N(s), donc

B(s) N(s)=0 = 0=—"=—(B(s) - N(sJ) =~ ().N() + B(s) .~ (s)

dB ——
=—1(5).N(s) + 7(s)
ds

d—B) N—’ _
= E(S) (S) = _T(S)- (**)

De (%) et (*x) ona:



_e(s) & )d—B(s) NGs) 2= aN(S).NGS) = —a ||m’||2 ——q1 = a=1(s).m

Projection de (T, M) sur les plans osculateur, normal et rectifiant :

Soit (I',M) une courbe dans I’espace, paramétrée par une abscisse curviligne s, de classe
C3, biréguliere et dont la torsion 7(s,) en un point M(s,) est non nulle. La formule de

Taylor a I’ordre 3 en s, de I’application M s’écrit :

) Zm — 90 3d30M
0T (5) = OMi () + (5 = 50) ot (5) + S0 LM () B2l PO
o3
+%a(s), ey

avec limi(s) = 0.
S$—So

Comme Oﬁ—SM(so) =T(sy) et aon ——(s9) = d—:(so) = p(sy)N(sy), et en utilisant les
formules de Frénet, la formule de Taylor ci-dessus, par rapport au repere de Frénet
(M(s0).{T(s0), NGso), Bso)} ), s"eerit

OM(s) — OM(so) = M(sg)M(s)

_ 2
=(s— 50)(1 + a(S))T(So) + (s o0 o) (P(So) + ﬁ(s))N(so)
f 550 S") (p(s0)7(s0) + h(s))B(so),
ol
1(s) = £(s)T(59) + g(s)N(so) + h(s)B(so),
ats) = E7 ey 1 £(s))
p =1 i 22 (L (s +909))
et

lima(s) = limB(s) = limf(s) = limg(s) = limh(s) = 0.
$—Sp $-Sg $-Sg 5$-Sg $—Sg

On en déduit la forme, au voisinage de M(s,), des projections orthogonales de la courbe T’

sur ses plans osculateur, normal et rectifiant au point M(s,).



1 - Projection orthogonale de T sur son plan osculateur au point M (s,)

N|(sp)
0\ pr(T)
is
T% . 59
>
M|(sp) T(sp)

2 - Projection orthogonale de T' sur son plan normal au point M (sy)

3 - Projection orthogonale de T' sur son plan rectifiant au point M(s,)

>
(so) 5 ~T(sp)
NN

AN
ETMN
T
\
\




Expression de la torsion par rapport a un parametre t quelconque

Soit (I', M) une courbe paramétrée dans I’espace, de classe €3 et dont tous les points M (t)

sont biréguliers. La torsion 7(t) de T enun point M(t) estégalea:
(M@, M@, M7©)
2 )
”M’(t) AM () ||

(t) =

ou

(M’(t), M), M”’(t))z M’(t).(M’(t)/\M”(t))

est le produit mixte des vecteurs M'(t), M''(t) et M""'(t).

Le produit mixte est une forme multilinéaire alternée ; ceci implique que

(M©®, M7, M7®) =- (M), M), M7©)).

Dans la base canonique {?, 7 k} ou dans une base orthonormée directe, le produit mixte est

égale a:

(M’(t), M), M”’(t))zdet(M’(t), M), M7D)).

Théoréme 2.2: Soit (I, M) une courbe paramétrée dans 1’espace, de classe C3 et dont

tous les points M (t) sont biréguliers. La courbe T est plane si et seulement si sa torsion est

identiquement nulle (c-a-d Vt € domM, t(t) = 0).



