T.D Chapitre 1

(Courbes Paramétrees)

Exercice 4: Etudier la courbe paramétrée (I', M) définie par :

2 1
M@© = @@, ye) = (2+5, 2 +5)
Solution :
1) Domaine de définition de I’application M est R*.
2) Pas de symétrie par rapport aux axes Ox, Oy et a I’origine O, puisque
x(—t) # x(t) et x(—t) # —x(t).
3) Branches infinies :

3.1) Branches infiniesquand t - +oo:

lim x(t) = lim (tz +%) = +o, lim y(t) = lim (t2 +ti2) = +oo.

t—>+oo t—>+oo t—>+oo t—>+co

Donc la courbe T a deux branches infinies, quand t - —oco et quand t — +oo.

1
yo . ttg
im — = lim 5 = 1.
t—>+oo x(t) t—>+oo t2 +?
Ceci implique
li t)—1.x(t)) = i <t2+1 t? 2)—0
tgggo(y() -X())—tg‘; 2 ) =0

Par conséquent, la droite d’équation y = x est une asymptote a la courbe pour ces deux
branches infinies quand ¢t — +oo.

3.2) Branches infinies quand t - 07 :

lim x(t) = lim (tz +%) =to0, limy(t) = lim (1:2 +tiz) = 400,

t—0% t—0t t—0t t—-0t

Donc la courbe T a deux branches infinies, quand t - 0~ etquand t — 0.

1

y© - ttg
(50t x(t) =k 2
- T t2 +?

= ioo



On a donc deux branches paraboliques de direction asymptotique 1’axe Oy, quand t — 0~ et

quand t - 0.

4) Tableau de variation des coordonnées x(t) et y(t) de la représentation paramétrique M :

2 2(t — 1)(t2 1
(x,(t)=2t_t_2= (¢ )(f2+t+ )
— 2
y'(t)=zt_t£3=2(t 1)(tt+31)<t +1)

x'(t) alesignede t—1 et y'(t) alesignede t(t? — 1).

t —o0 -1 0 1 +c0
x'(t) — — - 0 +
400 400 400
x(t) - \ /
—00 3
y'(® - 0 + -0
400 400 | 400 +o00
y(®) \ / \ /
2 2

5) Points singuliers :

26— D(*+t+1)
Jx’(t) =0 _ J o =0
y'(t) =0 k2(t -DE+DE*+1) 0

t3

c-a-d M'(1) = (x'(1),y'(1)) = (0,0), donc M(1) = (3,2) estun point singulier.

Calculons les dérivées successives de I’application M, en t = 1, pour déterminer un vecteur

directeur de latangentea I' en M(1) et la nature de ce point singulier.



4
x”(t) — 2 _|_ — " — — 2
N {x (D=6 = M"(1) = (6,8) = (0,0).

YW =2+n =8
La courbe T admet donc une tangente T en M(1) de vecteur directeur M”(1) = (6,8).
Ainsi I’équation de T est donnée par :

y—2=g(x—3) =3 y=§x—2.
Nature du point singulier M(1) = (3,2):
Dans le repere (M(to); {W(to),m(to)}) (voir le cours) les coordonnees x(t) et y(t)
d’un point M(t) sont équivalentes, au voisinage proche de ¢, a:

(t —to)P (t — o)1

x(t) ~ et y(t) ol p

t-tg P!

Cherchons M@ (1) (M<p>(1)=M_~’(1)).

12
x,”(t) =7 " _
24 = {y”’m =24 M™(1) = (=12,-24) # (0,0).
y"' () = s

M"(1) et M''(1) ne sont pas colinéaires (linéairement indépendants). On est donc dans le
cas p = 2 (c-a-d paire) et ¢ = 3 (c-a-d impaire), alors M (1) est un point de rebroussement

de premiére espeéce.

M®)(t,)

M(ty)

M(q}(to)

6) Points doubles :

Celarevient a chercher t # t' tel que M(t) = M(t"), c-a-d résoudre le systéme



X(t) — x(tl) o t° + r t + ¢ N t’ t t't t{:ﬁzgl
2
y(@) = y(t") t24+—=t""+ > T
= A R A
t t' t t'“t?
( ,_ 2 1 t+t = 2 2
. t+t = E (1) de (1) t+tr#0 Tttt t+t =—
= ot d 1 . et
t4+t = t,2t2 (2) 1:(t’t)2 t't =41

Ceci revient a résoudre deux systémes

2
. == 1 1 1
i) {t+t 1 =>th=- =2t+-=2 t?-2t+1=0 = t=1ett' ==.
t't=1 t t t
On exclut cette solution puisqu’on doit avoir t # t'.
t+t == 1 1
ii){ T st =—- t—-=-2 t?+2t—1=0
t't=—1 t t
= =—-1+V2 et t,=-1-V2 = t)=-1-V2=1t, et t',=-1+V2=¢,.

On a donc un seul point double M(t; =t',) = M(t'; =t,) = (5,6).

7) TracédeT:
Pour bien tracer la courbe T, cherchons un éventuel point d’intersection de cette courbe avec
son asymptote y = x, puis cherchons le signe de y(t) — x(t), quand t — oo, pour Vvoir si
la courbe est au-dessus ou au-dessous de cette asymptote.
- La recherche d’un point d’intersection de T' avec son asymptote y = x revient a résoudre
I’équation
_ 242 _ 42,1 _1
y@®)=x(t) & t +t_ t +t2 = t=.
Par conséquent M (0.5) = (4.25,4.25) est le point recherché.
- Signede y(t) —x(t),quand t - too:
] ] 1 2
th{n (y(t) —x(t)) = tllzn (— - —) =0t -0 =0,
donc I' se trouve au-dessus de I’asymptote quand t — —oo.
1 2 1/1
m (———) = lim —(?— 2) =0*t(0* —2)=0",

li
t-+oo \tZ2 ¢

Jim () = x()) =



donc T se trouve au-dessous de 1I’asymptote quand t — +oo.

T:y=x
(20T
1 S
j
(112 1)
- il} | - I IID I EII} x(t) |

Exercice 5: Etudier localement, quand t — 1, la courbe paramétrée (I', M) définie par :

M) =(x(@), y&) =@ +t(t—2)(t—1)3 -1+ (t? =2t +5)(t—13).

Solution :

Reparamétrisons la courbe T, par une application M; plus simplifiée que M. Prenons
I’lhoméomorphisme u = ¢(t) =t —1,donc t = ¢~ (u) = u + 1, tel que
M) =M(¢7 W) = Mo ¢ HW) = M; (W)
=1+ @+Du-Du3 -1+ @W?+Hud)
=(1-ud+u’ -1+ 4ud+ud).

Quand t = 1, u = 0; cela revient a faire 1’étude locale de (I', M;) quand u — 0.



Dérivons successivement (voir cours):
M;(u) = (—3u? + 5u* 12u? + 5u*) = M;(0) = (0,0).
M;(0) = M(1) = (1,—1) est donc un point singulier.
M;'(u) = (—6u + 20u3,24u + 20u3) = M;'(0) = (0,0).
M (1) = (6 + 60u?,24 + 60u?) = M (0) = (—6,24) # (0,0).

Ceci implique que la courbe T a une tangente en M,(0) = (1,—1) dont M1(3)(0) est un

vecteur directeur. 1l est plus pratique de tracer (figure ci-dessous) le vecteur (1/6)M§3)(0) :
M® (W) = (120u,120u) = M (0) = (0,0).

M® (u) = (120,120) = M (0) = (120,120) # (0,0).

M1(3)(0) et Ml(s)(O) ne sont pas colinéaires. On est donc dans le cas p = 3 (c-a-d impaire)

et ¢ =5 (c-a-d impaire), alors M;(0) = M(1) = (1,—1) est un point d’inflexion.

7
ML) [
2]
(/)M v
1 —
_|1 0
-1 WD)
B

Exercice 6: Etudier localement, quand t — 1, la courbe paramétrée (I', M) définie par :

1
M) = (x(D), y(t)) = (t(3 20t -1)%t—1+ ?>.



Solution :

1 1
M(t) = <t(3 —20(-1D%t—-1+ ?) = (—2t4 +7t3 -8t +3t,t—1 +?>
Dérivons successivement :
1
M'(t) = (—8t3 +21t2 —16t+3,1— t—2> = M'(1) = (0,0).
M(1) = (0,1) est donc un point singulier.

2 rn
_) = M'(1) = (2.2) # (0,0).

M"(t) = <—24t2 + 42t — 16, 3

Ceci implique que M''(1) estun vecteur directeur de la tangentea I' en M(1).
6
M®(¢t) = (—481: + 42, — t—4) = M® (1) = (—6,-6) = (0,0).
M®) (1) # 0 mais est colinéaire & M"(1). Ces deux derniers vecteurs ne peuvent constituer

une base de R? (voir cours).
24
M@(¢) = (—48, t—s) — M@(1) = (—48,24) = (0,0).

M@®(1) #0 etestnon colinéaire a M"(1). On est donc dans le cas p = 2 (c-a-d paire) et

q = 4 (c-a-d paire), alors M(1) = (0,1) estun point de rebroussement de deuxieme espéce.

(4}
48

T T T T T T T T T T
-1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 x(t)



Exercice 7: Etudier la courbe paramétrée (I', M) définie par :
M(t) = (x(t), y()) =(sin3t, cos3t), teR
Solution :
1) Périodicité : x(t) = sin3t = sin3(t + 2n) = x(t + 2m)
y(t) = cos 3t = cos(3t + 2m) = cos (3 (t + gn)> =y(t+ gn)

La période de x(t) est 2m, la période de y(t) est %n, alors la période de M(t) est le plus
petit multiple commun des périodes de x(t) et y(t), quiest 2m.

(T, M) est alors une courbe paramétrée périodique (c-a-d T' est une courbe fermée), il suffit
de I’étudier sur une période et on choisira I’intervalle [— T, TL'].

2) Symétrie :

x(—t) =sin3(—t) = —sin®t = —x(t) = x(t) estimpaire,

y(—=t) = cos(—3t) =cos3t = y(t) = y(t) estpaire,

Ceci implique que (I',M) a une symétrie par rapport a 1’axe Oy. On étudiera donc
I’application M sur [0, 7] et on complétera la courbe, sur [-m, 0], par son symétrique par
rapport a I’axe Oy.

3) VtER, [sint|] <1 et [cost| <1,donc (T,M) n’apas de branche infinie.

4) Tableau de variation des coordonnées x(t) et y(t) de la représentation paramétriqgue M :
M'(t) = (x'(t),y'(t)) = (3sin®t.cost,—3 sin 3t).

Cherchons les points qui annulent cette dérivée (c-a-d les points singuliers):
M'(t) =(0,0) sur [0, 7] & x'(t) =0 et y'(t) =0.

x'(t) =3sint.cost=0 = t=0,t=

NIE!

y L=,

y'()=07?
comme t€[0, 1] < 3te€[0, 3m], alors
y'()=0 < sin3t=0 = 3t=0, 3t=m, 3t=2m, 3t=23m.

T 2T
§,t=?,t=ﬂ.

Par conséquent M'(t) = (0,0) pour t=0 et t=m. Ainsi M(0) =(0,1) et M(w) =

Donc y'(t) = —3sin3t =0 pour = t=0,t=

(0,—1) sont des points singuliers.

i
x'(t) = 3sin®t.cost >0 & tE]O, E[



x'(t) =3sin®t.cost <0 & te]

y'(t) =-3sin3t<0 <

-

s
y'(t) =-3sin3t>0 < sin3t<0 & n<3t<22n & §<t<

sin3t>0 <

2T

3

T
0<3t<nm & 0<t<§

et

2T
k2n<3t<3n = ?<t<n.

t T T 2T
0 = = — ™
3 2 3
x'(t) |0 + + 0 - -
1
x(t)
337065 ™M 065
8 8
0 0
y'(t) |0 - 0 + 0 -
1 1
y(t)
-1 -1

5) Nature des points singuliers M(0) et M(m)

M"(t) = (6sint.cos?t — 3sin®t,—9cos3t) = M"(0) = (0,—-9), M"(m) = (0,9).
M'"'(t) = (6cos®t —12sin®tcost — 9sin? tcost,27 cos3t) = M'"'(0) = (6,0),
M () = (—6,0).

M'"(0) et M''(0) sont linéairement indépendants

(0,1) est un point de rebroussement de 1° espéce.

M'"(m) et M"'(m) sont linéairement indépendants

(0,—1) est un point de rebroussement de 1° espéce.

= p=2 et q=3,donc M(0) =

= p=2 et g=3, donc M(m) =




6) Points doubles
Cherchons t = t' tel que M(t) = M(t").
{x(t) = x(t") - {sin3 t=sin3t" (1)

y(t) = y(t") cos3t =cos3t’ (2)
€Y} (2)
= sint = sint’, t, t' €0, m] = t'=nm—t = cos3t=cos3(m—t)=
cos(3m—3t) = —cos3t = cos3t=0 avec 0<3t<3m =
[ T 57
( 2 | "~ 6 & 6
43t 31 = { t T t' T exclu puisque t =t'
e = — = — = — = .
2 2 2 putsq
3t_57t |t_57r t,_n
\3t = 2 \t= 6 6

Par conséquent, on a un seul point double sur [0, =], qui est M(n/6) = M(51/6) =
(1/8,0) = (0.125, 0).

7) Intersections de I' avec les axes Ox et Oy

- Intersections avec 'axe Oy = x(t) =sin®t=0 = sint=0 = t=0etn
= y(0)=1 et y(m) =-1. Ainsi M(0) =(0,1) et M(m) = (0,—1) sont les points
d’intersection de I' avec I’axe Oy.

- Intersections avec I’axe Ox = y(t) =cos3t=0 = t=mn/6,t=n/2, 51/6
= x(n/2)=1, x(r/6) =x(5m/6) = 1/8. Les points d’intersection de TI' avec I’axe
Ox sont M(m/2) =(1,0) et M(w/6) = M(5m/6) = (1/8,0) (ce dernier est aussi point
double).

8) Tracéde T yo)

X(t)




Remargue : En faisant le changement de paramétre (reparamétrisation) u = ¢(t) =t — g
on montre que I’arc de courbe de T' sur I’intervalle [0, g] est symétrique, par rapport a I’axe
Ox, & I’arc de courbe de T' sur I’intervalle E ,n].
Eneffet,ona: t€[0, 7] & u= t—%e [—% g] etona:

M) =M@t) =M@ *(w) =M (u + g) = (sin3 (u +§),cos 3 (u +§)> =

(cos®u ,sin3w) = (X(w), (W),
avec
%(—u) = cos3(—u) = cos®u = ¥(u) et y(—u) = sin(3(—w)) = —sin3u = —y(w).

Ceci implique que T a une symétrie par rapport a I’axe OX.



