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Chapitre 1

Résolution de problemes aux
limites elliptiques par la
méthode variationnelle

1.1 Rappel: Théoreme de Lax-Milgram

Rappelons le théoreme de Lax-Milgram (voir chap. 1)
Hypotheses.

— V espace de Hilbert (réel)
—a:V xVi— R une forme bilinéaire continue

— L € V' une forme linéaire continue sur V.

Définition 1 a est dite coercive (ou V- elliptique) s’il existe une constante

a >0 tel que:
a(v,v) > VHUH%/, YvoeV

Probleme variationnel. Trouver u € V tel que
a(u,w) = L(v), YveV (1.1)

Théoréme 1 (Théoréme de Laz-Milgram) Si a est coercive, alors le probleme
(1.1) admet une solution unique. De plus Uapplication L — u solution de
(1.1) est continue de V' — V', plus précisemment on a:

1
[ully < —[[L]lv
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1.2 Probleme de Dirichlet et de Neumann sur

I =a,b|

Soit A € Ret f € L*(1).
Considérons les problemes aux limites du type Dirichlet

Trouver u € H*(I)
(D) —u"+Mu=f pprel
u(0)=u(1)=0

et du type Neumann

Trouver u € H*(I)
(N) —u"+Mu=f pprel
w'(0)=d/(1)=0

1.2.1 Formulation variationnelle

Soit u solution de (1.2) ou (1.3), alors
Yo € H'Y(I), —/Iu”vdx = /Iu'v'dx
Soit la forme bilinéaire a : V x V — R, V = HY(I), définie par
a(u,w) = /I(u'v’ + Auv)dx

Donc le probleme (1.2) est équivalent au probleme variationnel
(DV) Fue Hy(I),Yv € Hy(I), a(uw) = (fv)r2()
le probleme (1.3) est équivalent au probléeme variationnel

(NV) 3uec H'(I),Vve H(I), a(u,v) = (f,0) 2

(1.2)

(1.4)

(1.5)

Proposition 1 Si A > 0, les probléemes (1.4) et (1.5) amettent une solution

unique.

Preuve. On applique le théoreme de Lax-Milgram dans le cas V = Hg ()
pour (D) et V = H'(I) pour (N). Remarquons que a(u,v) est coercive avec

une constante o = min(1,\).
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Théoréme 2 Le probléme (D) (resp (N) )est équivalent a (DV) (resp. (NV)).
Preuve. On a déja vu que (D) = (DV) (resp. (N) = (NV)). Montrons la
réciproque. D(I) C V, alors

Vo € D(I), a(u,p) = /]fudx

entraine u € H%(I) et
"+ u=f,pp. wel (1.6)

La condition limite pour (D) est satisfaite car u € H}(I). Pour (N), on integre
par parties dans (INV'), ce qui donne avec I’équation différentielle (1.6)

o' (1)w(1) = o/ (0)v(0), Yo € H'T).
En choisissant v(0) = 1 et v(1) = 0, on déduit «/(0) = 0, puis v(0) = 0 et
v(1) =1, on déduit v/ (1) = 0. O

Remarque 1 Cas A = 0.
— Pour (D) on a existence et unicité car a est coercive d’apres l'inégalité
de Poincaré Vv € H{(I), ||V']|z2 > Cllv]|3..
— Pour (N), la solution n’est pas unique (u = wug + ¢ définie a une
constante pres )

1.3 Problemes elliptiques en dimension N > 2

1.3.1 Problemes de Dirichlet homogene

Soit Q un ouvert borné et régulier de RN de frontiere I'. Soit f € L*(Q)
et c(x) € L>(9)). Considérons le probleme de Dirichlet suivant

Trouver u € H%()
(D) —Au+c(x)u=f, ppreQ (1.7)
u(z) =0,z el

Supposons que u est une solution de (1.7) et v € H*(€2), on multiplie "EDP
par v et on integre sur €2, alors

/Q(—Auv + c(x)uw)dx = /vadx
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En appliquant la formule de Green, on obtient

—/Auvdx:/Vqudx—/ Vl(u)%(v)ds:/Vqudx, (car vo(v) = 0)
Q Q r Q

D’ou la formulation variationnelle
Trouver u € V, tel que Yv € V| a(u,v) = L(v) (1.8)

ol on a posé

V= H)
— a(uw) = /Q(VUVU + c(z)uv)dx

L) = /Q foda

Proposition 2 Soitu € H*()). Alors u est solution de (1.7) si et seulement
si u solution de (1.8)

Preuve. On a déja vu que (1.7) = (1.8). Montrons la réciproque. Soit u
solution de (1.8) et ¢ € D(Q2), alors
N

> (Diu,Dig) 2 + (cusp)r2 = (f.0) 12

i=1
ce qui montre que

—Au+cu = f dans D'(Q)

Donc presque partout. La condition yo(u) = 0 est satisfaite car u € Hj ().
U

Remarque 2 [l n'est pas nécessaire de supposer que u € H?*(Q), dans ce
cas I’EDP est satisfaite au sens trés faible ( dans D'). Si Q) est régulier (de
classe Cl), on peut montrer que u € H?.

Pour l'existence de la solution faible de (1.8), on vérifie les hypoteses du
théoreme de L-M, en particulier la coercivité de a(u,v).

a(v,w) > ||Voll3s +c_|lv]]3.  avec co = infeq c(z)
> allVolZ,

a=3(1+cc) >0si|dw < avec ¢, la constante de Poincaré. On
vient a démontrer le théoréeme



Théoréme 3 1] existe ¢y € R tel que, si c(x) > ¢y, alors le probléme varia-

tionnel (1.8) admet une solution unique. De plus |Jul g < || f|| 2.

1.3.2 Problemes de Dirichlet non homogene
Considérons le probleme de Dirichlet non homogene

Trouver u € H*(Q)
(DNH) —Au+ c(x)u = f, p-p e
Yo(u) =g,9 € H>(T)

(1.9)

Considerons un relevement de g, c’est a dire il existe G € H'(Q) tel que

%(G) =g < G = Ro(g).

Par un changement d’inconnue 4 = u — G, on transforme ce probleme en un

probléme homogene

. Trouver u € H*(Q)
(D) —At+c(r)u =F, dans H Q) — D’
Yo(w) =0

Avec le second membre F' = fA — c¢G vérifiant
[E -1 < CUf e + IGlmr) < CUf 22 + gl zre)

Le théoreme de L-M s’applique donc et on a l'inégalité de stabilité

ulle < CULF NIz + lgll2)

1.3.3 Problemes de Neumann non homogene
Considérons le probleme de Neumann non homogene

Trouver u € H%(Q)
(NNH) —Au+c(x)u=f, ppr e
- 1
Su(x)=g(x), g€ H2(D)
Formulation variationnelle

Soit v € H(2), en appliquant la formule de Green, on obtient

(1.10)

(1.11)

(1.12)

—/Auvdx:/Vqud:z:—/%(u)%(v)dSZ/Vqudx—/gvds
Q Q r Q r
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D’ou la formulation variationnelle
Trouver u € V tel que: Yv € V, a(u,v) = L(v) (1.13)

ol on a posé

-V =HY(Q)
- a(u,w) = /(VuVU + c(x)uv)dx

— L(v) = /Qs;vd:)hL/rgvds

Théoréme 4 Supposons que f € L*(Q)), g € L*(T). Supposons qu’il existe
co > 0 tel que, si c(x) > ¢o. Alors le probléme variationnel (1.13) admet une
solution unique. Par ailleurs il existe C' > 0 telle que

lull g < CIfllz2 + llgllz2)

Preuve.
— Leest continue: |L(v)] < ([[fllol|vllo+I[gllollro(w)llz2y < CUIfllo+I[vll1)
— a est continue: |a(u,v| < max(1,c)||u|l1]|v|]1 (coo = sup |e(x)])
— a est coercive: a(v,v) > min(1,co)|v||?

Equivalence avec (1.12)
Soit u solution de (1.13) et ¢ € D(Q), alors
<—-Aut+cu—fip>=0& —Au+cu=f ausensde D’

si  est régulier ceci implique u € H? et 'EDP est vérifiée presque partout.
On applique la 1 ®*® formule de Green

a(u,v) :/vadx—I—/ngds

et comparant avec (1.12) on a

/('ylu —g)vds =0, Yv € H'(Q)
r

et comme H'/?(T") est dense dans L*(I") on déduit que
Y1(u) = g dans L*(T)



Remarque 3 Si ¢ = 0 il n'existe une solution que si f et g vérifient la

condition de compatibilité
/fdx—l—/gds:o.
Q r

Remarquons aussi que si u est solution alors u+ C' , avec C' € R | est assi
une solution.

1.3.4 Autres exemples

Probléeme mixte (mélé)

Trouver u € H*(Q)
(D—N) —Au+Adu=f ppzrel (1.14)
VO(U)‘FO =0, 71(U)|F\F0 =0

-V = H{(QTy) = {v e H(Q), 7(u)lr, = 0} sous-espace fermé de
H'(Q).
— muni de la norme équivalente ||v|ly = [|[Vv||r2(q).

— Inégalité de Poincaré-Frederich ([1]): si €2 est connexe et mes(I'g) > 0),
alors

3C >0, Yoe H'(Q), [vllrz@ < Clo@)l2me) + Vll2@)
D’ou la formulation variationnelle
Trouver u € V tel que: Yv € V, a(u,v) = L(v) (1.15)

ol on a posé
- V= Hl(Q,Fo)

- a(u,w) = /(VUVU + Auw)dx
Q

- L(v) = /vadx

Si A > 0, on a existence, unicité et stabilité (pour les détails, voir la série
d’exercices N° 3)



Probleme de Robin

Trouver u € H'(Q)
(Robin) —Au+du=f ppref (1.16)
7 (u) + ayo(u)|lr =0
— Formulation variationnelle

Trouver u € V tel que: Vv € V, a(uw) = L(v) (1.17)

ol on a posé

V= H(Q)
— a(uw) = /(Vqu + Auv)dx + a(yo(u),v0(v)) L2y

Q
~ L{v) = /Q Fodx

Si A >0et a>0,on a existence, unicité et stabilité (pour les détails,
voir la série d’exercices N° 3)

1.3.5 Problemes elliptiques du second ordre

Soit 2 un ouvert borné de RV, (N > 1), de frontiere I
Soient a;; € L>(2), pour i;j = 1;---; N. On suppose que les fonctions a;;
vérifient I’hypothese d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N
Ja > 0; Z aij(2)6& > alé)* p.p. dans Q

i,j=1

On se donne f € L*(Q2) et g : T' — R, et on cherche une solution au
probleme :

Pu = — ZZ]\LI Z;VZI 0i(ai;(z)0ju)(z) = f(x), x € 1,
) (118)
u(z) = g(x), z €I

ou J;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-eme variable.

Définition 2 (Solution classique) On suppose que a;; € CY(Q) pour tout

i35 = 1;---; N. On suppose que f € C(Q) et g € C(T'). On appelle alors
solution classique de (1.18) une fonction v € C*(Q) vérifiant (1.18).
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Il n’existe pas forcément de solution classique a (1.18). Mais il existe des

solutions en un sens plus faible que 'on va définir ci-apres.

Formulation faible du probléeme (1.18)
Probleme de Dirichlet

On suppose que g = 0.
Trouver u € V tel que: Yv € V, a(u,v) = L(v)

ol on a posé

V= HY(©)
- a(u,w) = /Q(Z a;j(z)0u(x)0v(x))dx

-~ Lv) = /Q Fodx

Probléeme de Neumann

V = H' (), g € L*(T'). La condition de Neumann

ou I =
8n,4 r=4g,
ou — est la dérivée conormale (oblique) définie comme suit:
na

N
on pose X = A(x)Vu = (X;) & X, = Zaij(x)Dju(:U),
j=1

~ X e H'siue H? et a;; € CH(N).
DivX = f € L?
— Formule de Green: /

Q
Ce qui justifie la formulation faible

Trouver u € V tel que: Yv € V, a(u,v) = L(v)

ol on a posé
- V=HYQ)

10

DivXw dx:/X.Vvda:—/X.nvds
Q r

(1.19)

(1.20)



N

- a(u,w) = /Q(Z a;j(x)0ju(x)0w(z))dx

i,j=1

- L(v):/ﬂfvdx—k/rgv ds

Théoréme 5 Le probléeme (1.19) ou (1.20) posséde une solution unique.

Remarque 4 - Siu e H(QA)={ve H(Q); Aue L*(Q)} alors la
trace normale 1 (u) existe comme est un élément de H=Y/*(") et on a
la formule de Green généralisée

Yo € HY(Q), /

Auv dx = / Vu.Vvder— < yi(u), v >_1/21/2 -
Q Q

~ De méme, Siu € HY(Q,P) = {v € HY(Q); Pu € L*Q)} alors la
trace conormale a%, = v (A(z)Vu) existe comme est un élément de

H=Y2(T) et on a la formule de Green généralisée

Vv e HY(Q), / Puv dx = a(uw)— < Ou
Q anA

y U >1/2,1/2 -

1.3.6 Régularité de la solution faible

Pour la preuve de ces résultats je conseille le lecteur de consulter le livre
de Brézis [1].
Théoréme 6 Supposons que Q € C? et f € L*(R), alors la solution faible
u € Hj(Q) de Uéquation —Au+u = f appartient a H*(Q) et ||Jull gz < || f]|12-

Théoréme 7 (Among-Douglas-Nirenberg) Supposons que Q € C™2 et f €
H™(Q), alors la solution faible v € Hy(Q) de léquation —Au + u = f
appartient ¢ H™2(Q) et ||ul|gm+e < || f|gm-

Im

Théoréme 8 Supposons que Q € C?, a;; € CH(Q) et f
solution faible v € H}(QY) de l’équation —Div(A(z)Vu)
H2(Q) et |lull e < ||l

L3(Q), alors la
f appartient a
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