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Exercice 1 Montrer que la fonction f(z) = — est holomorphe sur C\ {0} .
z

Solution
Il suffit de vérifier que f est dérivable par définition.

Pour tout z # 0, on a

1 1
_ — = = 1 _
limM = Iim¥ —2 — lim (z w>
w—z W — 2 w—z W — 2 w—zW — 2 w z
. -1 z—w =1 —1
= lim :hm—:—2
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donc, f est holomorphe sur C\ {0} et f'(z) = _—2
z

Exercice 2 Vérifier les équations (conditions) de Cauchy-Riemann pour la

fonction f(z) = 23.

Solution
Posons f(z) = P(x,y) +1i Q(z,y), on a
flz) = 2°
= (z+1y)’

= (2% = 32y?) +i(32%y — y°)

avec P(z,y) = 23 — 3zy? et Q(x,y) = 32y — °
on a



P, @ sont de classe C! sur C

et
g—g(x,y) = 322 -3y’
en plus,
g—];(xay) = —6xy
g—f(aﬁ,y) = Obuy
Par conséquent,
S = )
aa—];(x,y) = —%(:my)-

Exercice 3 Déterminer les constantes a, b, ¢ et d qui rendent la fonction f
holomorphe telle que

f(z) = ax + by + i(cx + dy).

Solution

Posons f(z) = P(x,y) +1i Q(z,y)

ou P(z,y) =ax+ by et Q(x,y) =cr +dy

on a P et Q sont de classe C! sur C.

On va calculer les dérivées partielles suivantes:

oP

Sy = a
2—];(:6,1/) = b
%(%y) = ¢
%(w,y) = d



f est holomorphe si
oP oQ

%(‘Tay) = Fy(xay):}a:d
oP o 0Q B
a—y(x,y) = —%(Ia?ﬁ:”’— C.

Ainsi
f(z) =az + by +i(—bx +ay), a, beR.

Exercice 4 1) Soit f : C — C définie par
f)=z+2ixy

La fonction f est-elle holomorphe sur C?
2) Soit g : C\ {0} — C définie par

(2) = s — i
z) = —1
g x2+y2 1.2_‘_y2

La fonction g est-elle holomorphe C\ {0} ¢

Solution
11 suffit de vérifier les conditions de Cauchy-Riemann, i.e.

P, @ sont de classe C* sur E

oP 0
0 0

1) Posons f(z) = P(z,y) +iQ(x,y)
avec P(z,y) =z et Q(z,y) = 2zy
alors P, Q sont de classe C! sur C

mals
oP
g( y) = 1
oQ
a—y(%y) = 2z



et comme op 90

alors f n’est pas holomorphe sur C.

1) Posons ¢g(z) = P(z,y) +iQ(x,y)

x —y
avec P(x,y) = ol Qz,y) = 1
alors P, Q sont de classe C! sur C\_{0}
en plus,
aP( ) y? — a?
—(x — -z
ox Y (a2 +92)°
Q) y? — 22
5, Y = s
Y (22 +4?)
et
Doy =
oy Y (22 4 y2)?
Loy =
or T ()
et comme
oP 0Q
oP 0Q

alors g est holomorphe sur C\ {0} .
Exercice 5 Soit P : R*\ {(0,0)} — R définie par

P =2+ .
(z,y) T

Trowver une fonction holomorphe f définie sur C\ {0} dont la partie
réelle est P et telle que f(1) = 2.



Solution

Supposons que f(z) = P(z,y) + i Q(x,y)

f est holomorphe

donc elle vérifie les condition de Cauchy-Riemann, i.e

oP o 0Q B y? — 22
a—x(%y) = a—y(ﬂ%y)—ler
0P @ 2zy

50 = el =

On va déterminer les fonctions @ de classe C' sur R*\ {(0,0)} vérifiant

oQ B 2xy

a(aj’ y) = m ................ (1)
oQ B y? —a?

a—y(ﬂ?, y) = 1+ m ............ (2)

On intégre 'équation (1) par rapport a x avec y fixé, alors

B 2zy
Q) = [ s

2z
Ty
(22 +5?)

2 + 12

o k:R — R et k de classe C'.
Pour déterminer &, on a

B —y @ _yQ—SL’Q ,

on utilise ’équation (2), on obtient




D’ou y
r,Y)=——"-—=+y+c, ceR.
Qlz,y) = — Y
Par conséquent,
les fonctions qui ont P comme partie réelle sont

f(z) = P(z,y) +iQ(z,y)

= (I+x2—+y2)+l (y—m+0), ceR....... (3)

Pour déterminer la constante ¢, on utilise la condition f(1) =2 (z =

on a
z=rx+1y=1=zx=1lety=0

remplagons par x = 1 et y = 0 dans (3), on obtient
2=24+1c=c=0.

L’unique fonction f dont la partie réelle est P telle que f(1) = 2 est

&= <I+x2+y2) ! <y x“ry?)'



