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Avant-propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants inscrits en premiere année domaine sciences et

Technologie.

Conformément au programme officiel de la matiéere physique 2, ce manuserit comporte deux
chapitres. Chapitre 1 : Charge ponctuelle et Dipole électrique et Chapitre 2 : Distribution

continue de charges, Théoreme de Gauss

Chaque chapitre contient un rappel de cours ou [l’étudient trouvera toutes. les formules de
basse suivi par une serie d’exercices soigneusement résolus-afin de permettre a [’étudient
d’assimiler les éléments essentielles du cours et de maitriser les connaissances qui leur sont

demandeés.

Dr. Lamoudi Nora
Maitre de conférences B

UBMA
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Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

I-Force ¢€lectrostatique

I-1-Loi de coulomb

e Deux charges ponctuelles' (dimensions négligeables) exercent I’une sur ’autre deux

forces opposées.

a1
Figure.1.1: q;.q>>0 Figure.1.2:q;.qx<0
les charges se repoussent”. les charges s’attirent’
= = 1 q1q,
Fipp=—Fy = —
1/2 2/1 = 70 £, 12 Uy

Avec
1 — K ~ 9
> Vgpe, =K~ 9.10
» La permittivité électrique du vide'e, =8,854. 10"
. 4B s
> U, = met r= ”AB”

> Unités (S.I) : Flen Newton; r en métre,q en Coulomb, K en N.m?.C"'et £y en N.m?.C”.

*Remarque . Dans un milieu autre que le vide, g sera remplacée par e- gg; ou g représente la

permittivité relative.

[[-2-Principe de superposition

e L’action de n charges ponctuelles q; qz qs,...... gn placées aux points M, My, ....M,
sur une charge q placée au point M (x, y, z) est donnée par la somme vectorielle®
suivante:

i=n

n
_S Z L dodig,
i=1 = "o "o

el @;5 ¢ ) Al daleu? ccalan® ¢ alan? dudads aait

)



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

II-Champ ¢lectrostatique

[I-1-Champ électrostatique’ créé par une charge ponctuelle

r - 2 r .
e Une charge ponctuelle q;crée dans son environnement” un champ électrique

Figure.1.3 :q> 0, le champ est centrifuge’ Figure.1.4 : q < 0 le champ est centripéte®

» Unité Volt /métre (V/m)

e Force de Lorentz
Si on place une charge q en M elle subit I’action du champ E(M)
FQu) = qE(M)

II-2-Champ électrostatique créé par n charges ponctuelles

e Le champ total eréé par n charges ponctuelles q; q2 q3, -..... ,qn placées aux points My,
M,,...... , Mpenun point M (X, y, z) est donnée par la somme vectorielle suivante:
i=n n
E( - Z 4dme ql to;
T
i=1 i=1 0 Toi

[IsPotentiel ¢lectrostatique

II-1-Potentiel électrostatique’ créé par une charge ponctuelle

q

V(M) =
(M) dmteg T

> Unité Volt (V)

e eSU 0 5aSI Ay 38 5at 3 U’ cledama? ¢l jeS Jint




Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

*Remarque : le potentiel est une fonction scalaire
[I-2-Potentiel €lectrostatique créé par n charges ponctuelles

e Le potentiel total est donné par la somme algébrique1

n

n

1 .

V(M) = Z v, = &
i=1

L 4Tey Ty
=1

II-3-Relation entre potentiel et champ ¢€lectrostatique
E=- gradV
11-4-Surfaces équipotentielles”

e Sont des surfaces centrées sur la charge

—

V(M)=cte=>dV=0=>FEdi=0=E Ldi

IV-Energie potentielle d’interaction

e Energie: Capacité d’un systéme a fournir un travail
(.c: P = qV
e Travail: produit d’une force par le déplacement qu’elle engendre

WAB =q(Va="Vp)

V-dipole électrique’

e Moment dipolaire électrique”
P = qABT = 2aqt (exemple : molécule H,0)
e Potentiel a grande distance

g.lcos6  P.i,

C Ameyr?  Ameyr?
o Les équipotentielles
V=cst >r>2=Kcosf

e Les lignes de champ

dr rdf K’ sin? 6
—_—— =
Er Eg r Sin

Les lignes de champ sont orthogonales’ aux équipotentielles.

eL.\.\AG ¢ dalaie® sg._a\.lnﬁﬂ CF‘LG ?).;4 sg.aUnﬁ“ ‘;\Lﬁ?’ O 3aSY A glusiall CJL.HJ\Z o cA;l




Chapitre 1

Charges ponctuelles et dipdle électrique

. , . . 5
-Action d’un champ extérieur uniforme

e Moment ¢lectrostatique

e Energie potentielle électrostatique

M = P AEyy
ge = _P-Eext

Figure.1.5

: Dipdle électrique

)



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

Exercices avec solutions

Exercice 1
1)- Calculer le rapport entre la force électrostatiquel Fe et la force d’attraction
gravitationnelle’ Fg pour :

a) Le systéeme électron/proton

b) Le systéme électron/électron

¢) Le systéme proton / proton
2)-Que peut-on conclure ?
Données : m, = 9,1091.10°" Kg, Mp=1,6725.10"" Kg,

€ =-1,610"°C, ¢  =+1,6.10"°C et G = 6,67107"" N.m’/kg.

1) Calcul du rapport F, /F;pour :
a) Le systéme électron/proton
La force électrostatique entre un électron et un proton est attractive

1 e?

Amey T3

e

La force gravitationnelle entre un électron et un proton est

mem
B =6 — 7
Le rapport
1 e?
E_ 47r£0r_2 _ 1 ez
F, ¢ mirznp ~ 4mey Gmem,,

(1,6.10719)?2

=9.10% x
6.67.10711 x 9,1091.10.731x 1,6725.10727

F
- ~2,3.103%),
Fg

valeur tres €levée F, > F,
b) Le systeme électron/électron
La force ¢€lectrostatique entre un électron et un €lectron est répulsive
E, 1 e?

—= ~ 41,63.10%,
F,  4mey Gmg

E
-2~ 41,63.1041|
Fg

el aall 3 8% il o< 5 il

]



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

valeur trés élevée
c) Le systéme proton / proton

La force électrostatique entre un proton et un proton est répulsive

F, 1 é?
F,  4me, Gm3

e

~ 12,35.103%|,

RSTISS

valeur trés élevée.
2)- Dans les trois cas F, > F; = la force de gravitation universelle est négligeable devant la

force électrostatique.

Exercice2
Soient deux charges ponctuelles isolées placées respectivement aux points A (1, 2) et
B (-1,2)
1)- Calculer le champ électrique créé par ces charges au point O (0,0).
On place une troisieme charge q;3 au point O(0,0)
2)- Déduire la force que subit q; puis calculer son potentiel et son énergie.
» Cas 1 : q; et q;sont positives
» Cas 2 : q;positive et q, négative.
AN : q1=q2- q3= q=2pc

» Cas 1: q; et gp sont positives
1)- Calcul du champ électrique
Eo =Eq0 + Egjo

q
EA/o = EB/o =K r_z

Avec r=0A =OB =5, cos 8 =i5etsin0 =2

V5 V5
Projection suivant I’axe OX : E,, = —E,/, cos@ + Eg/,cos6 =0
Projection suivant ’axe OY : E,), = —E4/, sinf — Eg/,sinf = —2K f—zsin 6

Ep = 07— 2By, sin 6]
, 9.10° x 2.1076 LIS L e
5 NS

E~—645.103]V/m

1)
Il
[

E est porté par I’axe OY.

]



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipole électrique

a) Force subit par q3.

Fy= q:E, = —2.107° x 72 1037 = =2 72 10737
0= QszLko = . 53/2 = 53/2 ]

Fy ~ —12,88.1073].N
b) Calcule du potentiel

Vo = VA/ +VB/=Kq—+Kq—=2Kq—
0 0 r r r
o 9.10° x 2.107° _ 36. 103
° V5 V5
|V, ~ 16,1.10%V |
- Calcul de I’énergie
c v 2.107%%x36.10° 72.1073 l
P = d3.Yo NG NG J
Y
A
B ® A
@ )
\\ //
\\ AT//
0 )
0 1
B4/, Ea),
Y Eo

Figure.2.1 : q; et q; positives

» Cas 2 : qpositive et g, négative.

Projection suivant ’axe OX
q
Eox = —Ep)o c0s0 — Eg/,cos 6 = —2K r—zcose

Projection suivant I’axe OY

Eoy = —E4;0 Sin@ + Eg/,sin@ = 0




Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipole électrique

E, = 2E4 /o cos 0T+ 0f

9.10° x 2.10°°
5

i

1.
X_
Sl

E =3,22.10%7V/m]|,

Eest porté par I’axe OX.

_ _xl_x41
Vo = VA/0+VB/O—K " K "
VO = O %4
- L’énergie
|£P = q3Vy = 0j0ule|.
Y
A
A
B e P
\ II
EB/O X‘T,I
o \[L 6
< A\ —> » X
E, - O r
EA/0
Figure.2.2. : q; positive et q; négative
Exercice 3

On place aux sommets d’un carré ABCD de coté a=Icm les charges

q4=2uC,qg=4uC, qc=2uC et qp=-1uC.
1)- Calculer le module du champ E et le potentiel V au point O intersection des

diagonalesl.
2)- Quelle est I’énergie potentielle € d’une charge q= 2uC placée en O.

st

=




Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

1- Module du champ
E:EA+EB+EC+ED
Ona: qyu = qc etqg = 4qp(en valeur absolue)

da
EA:EC:KT_Z

4qp
EB :4ED :K r_z

Avec : 1= OA =0B= OC =OD =av/2/2
D’our? = a?/2.
Pour simplifier les calculs nous choisissons les axes 0X et OY confondus avec les diagonales

du carré

Figure.3.1.

Nous aboutissons alors,
projection suivant I’axe OX
Eox = —Ep —Ep

5qp 10qp
:EOX=_KT'_2=_K az

le signe veut dire que le champ E ox ©st dans le sens des x négatifs.
projection suivant I’axe OY
Eoy =EC _EA = 0,

donc :




Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

-6
;10X 1076

Bo = =9.10° 55571

—

E, = —9.1087 V/m|

Potentiel au point O
[/():VA+VB+VC+VD

_gda 8 e 9D
o=KoatXostXoctXop

K\2

[/():T(qA+qB+qC+qD)

9.10°V2
o=z~

V, = 89.10° V|

2+4+2-1)1075

Energie potentielle de q=2puC
€, = qV, = 89:10° x 2.107°

€, = 17,8 joule|

Exercice 4

Deux petites boules ponctuelles identique A et B de masse m=1g et de charge q sont
suspendues au point O chacune par un fil de longueur 1=0.5m. A I’équilibre électrostatique
la distance entreles deux charges. est I.

1)- Calculer la charge q du fil a I’équilibre.

2)- Calculer le potentiel V, au point O, le champ E,et le potentiel V, au point O

3)- Calculer le travail W o_,, pour déplacer une charge q'=1uC de O jusqu’a O,
milieu de AB.

1)- Calcul de la charge q

La charge qplacée au point A est soumis a :

A T1’équilibre électrostatique

Zﬁext=6=>ﬁ+7+ﬁ=6

)



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

v

Figure.4.1

Le triangle est équilatéral (Fig.4.1) les angles sont égaux, donc 8:= 30°

De plus 01 et 82 sont deux angles alterne-internes on a donc 6; = 02 = 6= 30°

Projection suivant les axes
0X: —F+Tsinf =0 F=Tsinf ®
et = et
Oy: —P +Tcosf8 =0 P =T cos 6 @

©)

F
— =—=tanfl > F = Ptané

@ P

q> PI?tan\"*
F=Kl—2=Ptan0$q= —x .

1073 x 9,8 x (0.5)%\ "/ )
g = =3,96.1077
9.10%/3

lqg =3,96.10"1uC|

- Calcul du travail Wg_,o
Wooo = q(Vo = Vo)

- Calcul du potentiel au point O
V, =V, + Vg =2Kq/l




Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

o= 2% 9.10° x 3,96.1077
o 0,5
V, =14,25.103 v

= 14,25.103 V

- Calcul du potentiel au pont O'
V, =V'a+V'y=2Kq/(l/2)= 285103V

V., = 28,5.10%V],
Donc
Woso = 1076(14,25 — 28,5)10% = —14,25]
Wo_o = —14,25]/ [>Le travail est résistant.
Exercice 5

Deux charges ponctuelles isolées q;=-50 uC et q, = -10 uC disposées en deux points
A et B distants de 10cm. Sur le segment AB, au pont C distant de 6cm de A on dispose la
charge q; =40 uC.
1)- Calculer la force électrostatique a laquelle est soumise g3.
2)- Comment est dirigée cette force.
3)-Déterminer le point M de AB ou on doit placer la charge q; pour qu’elle soit en
équilibre sous Dinteraction de q; etq,
On écarte légerement qsde sa position d’équilibre (tout en la maintenant sur AB). Est-
elle ramenée vers sa position d’équilibre? L’équilibre est-il stable?

1)- Calcul de la force électrostatique @ laquelle est soumise qs.

A F2 /o F c c F1 A B
@ «— @ > @ >
q1 qs q:
Figure.5.1

La charge q;exerce sur la charge q; une force attractive 131 /3 de module :

q193

F1/3 =KW

La charge q, exerce sur la charge q; une force attractive 132 /3 de module :

=



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

q:9s3

Fp3 =K B0
Avec q4, q, et g3 sont en valeur absolue

La force totale que subit la charge g3 est la somme des deux forces :

Projection suivant I’axe
F,=—-F;3+F;

q193 q293
EF. =—-K + K
¢ (AC)? (BC)?

fe = Kas (‘ (Aqé)z * (chz)Z)

30.10°  60.10°°
(6.10-2)2 ' (4.10-2)2

F, =9.10%40 x 10_6<

F, =x 107°N.

Le point M doit étre a I’intérieur de AB

A I’équilibre électrostatique
ZFext =0= F1/3 + F2/3 =0
Projection suivant 1’axe

—Fip 4 F3 =05 Fipp = Fy3

a1 2 - A ) 2 T 5
(AM)Z_(BM)qul(BM) _qZ(AM) :(BM) —ql(AM) ,

donc,

(BM)? = 2(AM)? = BM = V2.AM et AM = BM/\/E

Nous avons une seul équation avec deux inconnus la deuxieme équation est :

AM + BM = 4B,
alors,
AB 10cm
AM +V2.AM = AB = AM(1++2) = AB = AM = VD) 2a1a" 4,14cm,
+ ,
et
1 V2.AB
BM, _+BM = 4B =>BM<—+1) = AB = BM = ——— = 5,86cm.
V2 V2 (1++2)




Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

Supposons que la charge g, passe en M', a droite de M (Fig.5.2) Les forces que subit g; sont

F')l/g,avec F'y/3 < Fy/3(car AM'>AM) et F')z/g,avec F'5/3 > F,3(car BM'<AM)

Donc la résultante de F')l /3 et ?2 s3n’est pas nul et est dirigée vers la droite (Fig.5.2.) la

charge n’est donc pas ramenée vers M. (méme chose si M' est a gauche de M), I’équilibre est

donc instable.

F)Z/3 M ﬁ1/3
- < > @ >
qa <====- pal > (gp
MI
Figure.5.2

Exercice 6

Une charge q=10uC décrit un chemin rectiligne' de longueur 30cm, incliné de
45°sur la direction d’un champ uniformez d’intensité E=50Vm-'
1)-Calculer le travail de la force électrostatique au cours de ce déplacement .

1)-Calcule du travail de la force électrostatique pour :

1% cas

E —
F, X
A a / B
| Ak, |
q
Figure.6.1

F, effectue un travail positif, ¢’est une force motrice
wy = ﬁlﬁ =qE.AB.cosa
w; = 10.107° x 50 x 30.1072. cos 45° = 10,575.107°]

&



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

w, = 10,571075)

2°"° cas

F, effectue un travail négatif, c’est une force résistante (Fig.6.2)

w, = F,.AB = qE. AB. cos(m — «)

il
S

Exercice 7
Deux charges électriques ponctuelles (+q) et (-q) positionnées aux points A et B et
séparées par une petite distance constante d = AB = 2a. O étant le milieu du segment AB

porté par axe 0X dirigé de (-q) vers (+q)
1)- Calculer ’expression du potentiel V(r,0) créé par ce dipile en un point M défini
par les coordonnées polaires17 = OMet6 = (W, W) On supposons que(d < r).

2)- Calculer les composantes radiale et tangentielle E, et Eg du champ électrique en
M et déduire son module

3)- Déterminer l’angle que le vecteur champf électrique fait avec OM.
4)- Déterminer I’équation des surfaces équipotentielles

5)- Montrer que le champ Edu dipole se met sous la forme
E=-——(3P.4)u,- P
ames (3P T~ P))
Avec P = qdi est le moment dipolaire
6)- Donner le module et la direction du champ E aux pointssuivants :

0=0, 0=n/2, O=mr et 0=37/2 (positions principales de Gauss)
1)-Le potentiel électrostatique V' créé en M par le doublet électrique est égal a la somme des

potentiels créés par chaque charge prise séparément
1 (+ 1 (-
(+q) N (=q)

V(M) =
(M) ey 7y dtey 1y
V(M) = q (rp—r)
dtey 11y

Ona.d Kr=r+r, = 2retrr, =~ r?

Or r;—ri=+r)—n)=>0—n)=15—17/(r,+1),

.
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N — —\ 2
avec 17 = AM? = (OM — 04) =1r?+ a? — 2arcos@,

2
et r5 = BM?> = (OM — 0B) = 1%+ a* — 2ar cos(m — 0) = r* 4+ a* + 2ar cos 6.

Donc (r; — 1) = 2acos = dcos 0,

q dcosf __ Pcosf

Ou bien,

-

Uy

1
V(M) = V(T', 9) = R 2
0

v
>

Figure.7.1

2)-Le champ électrique Eau point M dérive du potentiel V, soit E (M) = —gradV (M)
Le wvecteur champ électrostatique E (M) = E, i, + Egtlg, les composantes radiale E, et

tangentielle £y sont donc :

( ov 1 2Pcos®6

Er = —-—= _—
or 4meg, 13
10V 1 Psiné@

r 00 4me, 13

Le module du vecteur champ électrique est donc

E= /Erz + Ey?,

=
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soit
1 P
= 4ﬂ€0r—3\/4c0529 + sin2 6,
ou
E = ! 3\/3c0529 + sin? 6
ey 13

*Remarque : Le champ électrostatique créé par un dipdle électrique e€st inversement
proportionnel a »° par contre le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle est

. . N2
inversement proportionnel a 7.

3)-Le vecteur champE (M) fait avec oM I’angle défini par :

v
>

Figure.7.2

4)-Les surfaces équipotentielles sont définies par /= constante :

=



Charges ponctuelles et dipdle électrique

Chapitre 1
VM) = P cosf _ ost
4Amreyr?
ou
cos 6
rz K,

alors
r = K+vVcos6

5)-Dans le repere polaire le champ électrostatique s’écrit
E) = Er 'l_ir + Eg 7._19

Y
A
e=; A l_jr
4—17 M
E, Us
5 A]" — —
l_jT M E,'% 5 T (2] El
e ——— Ly ——— X
IH M U,
e: 9
B 6=0
E, M ‘Ugl
31 L 17
== | Y U,

Figure.7.3

Exercice 8
On place un dipole (+q, -q) de longueur d dans un champ uniforme Elorienté

suivant 0X
1)-Quelles sont les composantes du champ électrostatique Et au point M défini par

les coordonnées polaires 7= OM et = (ﬁ,ﬁ) avec r >>d.
2)-Si V, est le potentiel créé par le champ en O, trouver le potentiel total V en M.

&

Déterminer les équipotentielles V=V ,.
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3)-En supposant y = (I_’), ﬁl),l_’)étant le moment dipolaire, étudier les conditions
d’équilibre du dipole.

1)-Le champ résultant ET en M (1, 0) est égal a la somme géométrique du champ E crée par le
dipole en M et du champ El

Er =E, +E
Les composantes radiale et tangentielle E, et £y du champ résultant en M sont

et

{Ew =E, +E;cosf
ETg = ET' - El Sin9

2)-Le potentiel dit au champ E; en M est

vV, = —jEldx = —E;x + cte

Avec
X =1rcoso,
d’ou
V, = —E rcos@ + cte,
Or au point O :
r=0et Vi=V,=>cte=V,,
donc

V, ==Ejrcos@ +V,,
le potentiel du dipdle est

- P cos@
 4Amegr?

Le potentiel du champ résultant est

VT=V+V1

VT=COSH< Z—Elr)+V0

P
4mregr

Les surfaces équipotentielles V; = V;, sont telles que

P
Vr = cos @ (4nsor2 —Elr) =

Soit:cosf@ =0=0 = g, soit le terme entre parenthése =0 =
P 3 P

——=E;dour =
41reyr3 1 4AmreyEq

= cte.

&



Chapitre 1 Charges ponctuelles et dipdle électrique

La surface équipotentielle V; = V,, se compose donc

A

-du plan médiateur de AB (9 = E)

P
47T€0E1

-de la sphére de centre O et de rayon " = ’

Le dipole placé dans le champ E, est soumis a un couple de force :
M=PA El:]\/[ = P.E,.siny = qd.E;.siny
Avecy = (]\_)/[ , Fl))
A I’équilibre M = 0 = siny =0
soity = 0 : équilibre stable
Soit y = m : équilibre instable
-L’énergie ¢électrostatique du dipole est
Ep = (@Vy+ (—@Q)Vg = q(V4 — Vp)
V, étant le potentiel créé par le champ Elau point A
Vg étant le potentiel créé par le champ Elau point'B

Or le potentiel créé par le champ El estV, = —Ejcosy Xx+V,,

; _d _ d
aupoint A, x =%/, = V, = —E;cosy X 4[5+ V,
) _dZ d 2 = Ep = q(Vy —Vp) = —qE;d cosy,
au point B, x = /2 = Vg =E;cosy X /2+VO

orqd = P dou|Ep = q(V, — V) = —PE,Cosy|

QO
E,
ﬁB =—q El
Figure.8.1

&
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Chapitre 2 Distribution continue de charges : Théoréme de Gauss

I-Distribution continue de charges'

e Une charge q repartie de maniére continue dans un corps, peut-étre linéique”,
surfacique® volumique®.
I-1 Distribution linéique
dq = Adl avec 2 densité’ linéique de charges en C/m

I-1-1-Champ électrostatique créé par une distribution linéique

F (M) = 1 (Ltadl
" amey )y T2
Si A =cst = Ayalors,
— Ao (Edl
EM) = —Uu.
(M) 4mey ), 12

[-1-2-Potentiel ¢€lectrostatique crée par une distribution lin€ique

1 (tadl
V(M) = o
Amteg Jy T
Si A =cst = A alors,
Ao (Ldl
V(M) = —.
() Arey ), T

I-2 Distribution surfacique
dq = odS avec o densité surfacique de charges en C/m*

[-2-1-Champ électrostatique créé par une distribution surfacique

ff adS

4mte,

4me, ﬂ
[-2-2-Potentiel électrostatique créé par une distribution surfacique

j J odS
4, r

J’ f dS
4meg

2\3\:\55 c:\:\A_;A4 c:\:\;.k.ug' sz\:\k'az (Sl el @J}ﬂ\l

EM) =

Si A =cst = Ay alors,

EM) =

V(M) =

Si o = cst = gy alors,

V(M) =

I-3 Distribution volumique
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dq = pdV avec p densité volumique de charges en C/m’

[-3-1-Champ électrostatique créé par une distribution volumique

E(M) = 47;0 Il f aal
4, fﬂ

[-3-2-Potentiel électrostatique créé par une distribution volumique

Si p =cst = p, alors

EM) =

VM) = pdv

Si p =cst = p, alors

von -z

[I-Théoreme de Gauss

e Le théoreme de Gauss fournit une méthode tres utile pour calculer le champ E lorsque
la distribution de charges possede des propriétés de symétriel telle qu’il est possible de choisir
une surface fermée appelée dans ce cas surface de Gauss (Sg).
*Remarque : Le théoréme de Gauss s’ applique bien au calcul du champ lorsque la surface de
Gauss choisie est soit sphérique’, soit cylindrique’
II-1-Flux du champ

e Leflux*du champ E (M) créé en un point M par une distribution de charge Q a travers

une surface fermée (S) est défini par
@5 = §h ) dS' ),
s

dvec dS vecteur surface élémentaire tel que dS = dS . et @ vecteur unitaire
perpendiculaire’ au plan tangent® en M du coté de la face convexe’

[I-2-Enonecé du théoreme de Gauss
Le flux du champ Ea travers une surface fermée créé par une distribution de charges est égal
a la somme algébrique des charges présentes a l’intérieur de cette surface (Sg) divisée par &

g = # E(M)dS (M) = Zg—Q
S

0

Aaane” ¢l (g 5ae” (@il fe Al ghanl iy 5 S7 !

=



Chapitre 2 Distribution continue de charges : Théoréme de Gauss
Exercices avec solutions

A-M¢éthode directe

Exercice 1

Soit un fil fini AB de longueur | et de charge linéique positive uniformelll

1)- On prend un élément de longueur’ dl d’ordonnée I, déterminer sa charge
élémentaire’ dq

2)- Ecrire le vecteur champ dEet le potentiel dV élémentaires créés par dq au
point M quelconque située a la distance x du fil.

3)- Calculer le vecteur champ Eetle potentiel V créés par tout le fil AB en M.

1)- On prend une longueur élémentaire dlqui porte une charge ¢élémentaire dq = A, cette

charge crée un champ ¢élémentaire dE au point M,.d’apres la loi de coulomb
1 Adl_,

dE = —-1u,
4dmey 12

ici r est la distance entre dl et dE

- Le potentiel élémentaire créé par la charge ¢lémentaire dq au point M est
1 Adl

dV =

Amey T

2)- Calcul du champ

Figure.A.1.1

Projetons le vecteur dE sur les axes ox et oy (voir fig.A.1.1).

Projection / axe ox

3.3).‘..4.\::3.\;*13 stg)m.'\cdjkz (araiie!

&




Chapitre 2 Distribution continue de charges : Théoréme de Gauss

dE, = dE = Adl €
x = cosoc—4mgo —Fcosa.
Projection / axe oy
Adl
dE, = dE sina = —-sina, ()2

4dmrey 12
les composantes dE,, et dE,, sont en fonction de trois variables, a savoir dl, « et r. Exprimons

les en fonction d’une seul variable, o par exemple.

Ona:
tana =— =l =xtanaq,
X
donc
dl X xda
o= 7, > al= 2.,
da cos?a cos? a
et
X

coOsax =—=71r =Xxcosa.
r

Remplagons d! et r dans les expressions 1 et 2, nous obtenons

A
dE, = hregx cosada,
et
A
dE, = v sina da.
- Calcul de E,
A a1
I =J.dEx = 47T€0xf_a cosa da
2
A %1
x = Amegx Sin .
E, = Imeox (sina; +sinay)|.
- Calcul de E,

A a1
Ey = f dEy f sinada
—ay

4egx
A %
E,=— cosa
y
4mregx —a,

&
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E, = cosa, — COS aq) |.
Y 47T£0x( z 1)

E= /Exz +E,*

A
= pre J(sina; + sina;)? + (cos a, — cos a;)?
E= yr \/2 — 2(sin a, sina, — cos a; cos a;)
E= 47T‘gox\/Z(l —cos(a, + ay))
A a, +a
_ 4o (G2t @)
4mrenx 2
A (et ay)
4megx 3t 2
- Calcul du potentiel
Adl Adl

av

- Amre,r a Ameg(x? + 12)1/2

V—jdv— A fL dl
B Amgy Jy (x% + [2)1/2

v = 4;0 in(1+ V2T E)|
V= 4280 In (L +/x?% + LZ) —In(x)|

Exercice 2

Un fil fini AB de longueur l est chargé uniformément par une densité linéique
positive A.

1)- Déterminé par la méthode directe le vecteur champ Ecréé au point M située
sur la médiatrice' du fil (OM=x)

2)- On met le fil AB avec un fil identique BC, de facon a construire un triangle
isocéle’ (Voir Fig.A.2.1), calculer le vecteur champ E au point M située sur la médiatrice
de ’angle ABC avec BH=h

MY (6 sbuia? (Ao sia!

=



Chapitre 2 Distribution continue de charges : Théoréme de Gauss

e

anjl I R

Figure.A.2.1

1)- On prend une longueur élémentaire dl qui porte une charge élémentaire. dq = A, cette

charge crée un champ ¢lémentaire dE au point M. Or le point M est située sur ’axe de

symétrie du fil alors les dE, s’annulent entre eux et les dE, s’ajoutent (voir Fig.A.2.2), le

champ E est alors porté par I’axe ox (on dit alors que""par raison de symétrie le champ est

porté par [’axe ox").

1 2Adl
—-cos q,
ey 12

dE = dE, = dE;cosa =2
d’aprés ce qui précede on a

A
dE = cosada

4EGX

A %
sina
—ay

_ A
 4megx

E=E,

a
f cosada =
—a MEYX

= sina; — sin(—a
ey (Sin @ — sin(-a)

A
2TEYX

E= sin a T},

avee

l/2

VX% +1%2/4

sina; =

&
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Figure.A.2.2

2)-

E=E +E,

E? = E} + E} + 2E..E,

E? = E? + EZ + 2EE, cos(El.Ez),
OT|E)1| = |E)1|

E? = 2E} + 2E% cos(2a),

on a A C
cos2a = 2cos?a — 1,
alors
E? = 2E?(1+ 2cos?a —1). = 4E? cos? a. Figure.A.2.3
D’apres ce qui précede
A
E, = Tmeex sina =
£ - 24
M= Treex sin a cos a
comme
| Uy 3 t 3x
sing = 5—"—=-—et cosa = —
2/3 h 4h 2h
24 3l 3x

M= 2mEgx 4h2h

=
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~ ol
M ™ e h?|

Exercice 3

Un fil, de longueur infinie, est chargé uniformément par une densité linéique

positive A.
1)- En utilisant la méthode directe, calculer le champ total du fil au point M éloigné
d’une distance x du fil et déduire le potentiel V a une constante prée.

1)- La droite passant par tout point M extérieur a un fil infini est un axe de symétrie de ce

dernier donc par raison de symétrie le champ total est porté par 1’axe ox.

Adl

—-cosa,

dE = dE,cosa =
1 4mey 12

en exprimant les variables 7 et / en fonction de la variable a, I’expression du champ devient :

dE = cosada
4megx
£ =5 = [ cose P Do
=E, = cosada = sin
Y Amegx )z dmegx n
2 2

(sinm/2 = sin(—m/2))

- 4mregx
=t i
2TEYX
On peut déduire le potentiel par la relation
E = —gradv

dv
E=f(x):>E=—E:>dV=—de

_ A dx
- 2mey ) x
A
V=- InxC
2me

Exercice 4
On considére un anneau uniformément chargé de centre O, de rayon R et de charge
linéique A positive.

1)- Calculer le champftot et le potentiel V créés au point M située sur son axe OX

tel que OM =x
2) -Retrouver le potentiel V en utilisant la relation entre le champ et le potentiel.

1)- Le champ créé par une charge ¢lémentaire dq est

-



Chapitre 2

1 Adl
4dmrey 12 u

dE =

Figure.A 4.1

Par raison de symétrie le champ électrique total est porté par ox,

ona

AxR
371
2e0(x%2 + RV /2

Etor =

- Calcul du potentiel. V
1 Adl
C4mey T

 4me, (x? + R2)1/2 0

av

AR
— |
2e0(x% + R? /2

V =

2)-On peut déduire le potentiel par la relation

E= —gradV

dv
E=——=dV = —Edx

dx

Distribution continue de charges : Théoreme de Gauss

=




Chapitre 2 Distribution continue de charges

v AR X P
=—— | ———=—dx
2¢g (x? + R2)3/2

v AR X N
=——+cC
280 (y2 4 R2)'/2
AR X

V() =0=2>c=0=>V=

Z_SO(XZ +R2 2|

B-Application du Theoreme de Gauss

Exercice 1

: Théoréeme de Gauss

Un fil, de longueur infinie, est chargé uniformément par une densité linéique

positive A.

1)-Par application du Théoréme de Gauss calculer le champ électrostatique créé

par cette distribution en un point située a la distance x du fil.

1)- Prenons comme surface fermée (surface de Gauss),

un cylindre de rayon x et d’axe le fil infini.
Par raison de symétrie le champ E est radial (porté par ox).
Le flux du vecteur E sortant de la surface fermé est
O(E) = &5, (E) + bs, (E) + s, (E):
On tout point des deux base §1et §2
le champ E est perpendiculaire a la normale donc
ds, (E) = ¢s,(E) =0.
D’autre par le champ E est parallele a la normale’
de la surface 1atéra162§3,
d’ou
bs,(E) = p E.dS; =E.S; = E2nmxl
S3

- La charge totale contenue dans la surface de Gauss est.

szdqzlfdlzﬂl

En appliquant le théoreme de Gauss :

Figure.B.1.1

Aaala dalae® alal?
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Al
E2nxl =—= |E =

€o

Exercice 2

1)- Calculer le champ électrique E. créé en un point M a une distance x d’un plan

(P.) de densité uniforme o( >0 ).

2)- Déduire le champ E, créé en M par un plan (P,) perpendiculaires a (Py) de

A
- 2mxe, |

densité uniforme 2o se trouvant a une distance y de M.

3)- Calculer le champ E et le potentiel V résultants en ce point.

1)- Prenons comme surface de Gauss un cylindre d’axe perpendiculaire au plan. Par raison de

symétrie le champ E est perpendiculaire au plan (P,)

Le flux du vecteur E sortant de la surface de Gauss est

¢(E) = fbsl(ﬁ) +

Le champ E est perpendiculaire a la normale de la surface latérale §3=> bs, (Ex) = 0.

D’autre part, on tout point des deux bases S;et S, le champ E est parall¢le a la normale donc

(l)(gx) = (1)51(Ex) + (1)52 (Ex) = ExSI + ExSZ = ZEx-Sl (51 = Sz)-

dSl A

bs, (E) + ds, (E).

=k

§—>

dS

NS\

/\lE

=i

ds,

Figure.B.2.1

La charge contenue dans la surface de Gauss est Q = [[ dg =0 [[, dS= dS avec

S:S]_:Sz.

D’ou en appliquant le théoréme de Gauss :

|
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2)- Par analogie avec la question 1, le champ E crée par le plan (P,) est

Le champ E résultant est alors
E = El + Ez

E= |E2+E2= (L)2+<£)2:ﬁ£:> =0
R N AV N €0 2 & 2 &

dE, dE
14: dE,
Py M
Dx
Figure.B.2.2

Exercice 3

On consideére une sphére de centre O et de rayon R portant une densité de charge
surfacique o positive.
1)- Calculer la charge totale Q de la sphere.

2)- Soit le champ E constant et radial a la distance r de O, calculer son flux a
travers la surface de la spheére.

3)- Ecrire le théoréeme de Gauss liant la charge au flux et déduire E en tout point de
Despace.

4)-.Déduire le potentiel V(r) sachant que V(r)=0 quand r tend vers Dinfini.

1)- La charge totale de la sphére est Q = [ dq = o [ dS = 6S = o4mR?
2)- Prenons comme surface de Gauss une sphéere de centre O et de rayon ». Comme le champ

E est paralléle a la normale de la surface ( le vecteur surface dS est perpendiculaire a la

tangente de la sphere).donc le flux sortant de cette surface est

(bs(E)) = E# dS = E.S = E4nr?.
s

9
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3)-Calcul du champ
+ Cas ou le point M est située a une distance r < R
La charge totale contenue dans la surface de Gauss est dans ce cas est nulle

En appliquant le théoréme de Gauss

= 0
q)s(E) = ElS = E14‘T[T2 = g = _

Figure.B.3.1:r <R

% Cas ou le point M est située a une distance r > R

Figure.B.3.2:r>R

La charge totale contenue dans la surface de Gauss est Q = 6S = o41R?.

En appliquant le théoreme de Gauss

o4mR? oR?
Ey4mr? = =|E2=——|
80 Sor
4)- Calcul du potentiel
E = —gradv

=
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dv
E=f(r):>E=—E:>dV=—Edr

% Casour>R

oR? oR?
sz_f 2dT‘= +C,
EoT EoT
onal/ - 0 quandr - 0= C=0dou
v _ oR?
27 gor

% Casour <R

V1=—f()dT=C'.

: Théoréeme de Gauss

Le potentiel est une fonction continue au pointr = R =V, (r = R) = V,(r =R),

oR? ooy oR
—=("> =—|
&R 1 &

Exercice 4

Une sphere de centre O et de rayon R est chargée uniformément dans tout son

volume avec une densité volumique p constante et positive

1)- Calculer le champ électrique en un point M(r) située a l’intérieur et a ’extérieur

de la sphere

2)- Déduire le potentiel V(r) sachant que V(r)=0 quand r tend vers Dinfinie

1)- Calcul du champ

Par raison de symétrie, le vecteur E est radial est a méme module en tout point d'une sphére

de centre O et de rayon r, le flux sortant de cette sphere (surface de Gauss ) est

bs(E) = # E.dS = E.S = E4nr?

% Cas ou le point M située a I’intérieur de la sphére : r < R

Figure.B4.1 : v <R

=
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Distribution continue de charges

La charge contenue dans la surface de Gauss est

Q=.fff pdv=frp4m”2dr
v 0

En appliquant le théoréme de Gauss

bs(E) = Ey.S = Ey4mr? =

3

_ panr®

pamnr3

3&o

$E1:

pr

3go|

¢ Cas ou le point M située a I’extérieur de la sphérer > R.

La charge présente dans la surface de Gauss est

Q=Hf pdv=fORp47rr2dr

Figure.B.4.2:r >R

_ pAnR®
=—
En appliquant le théoréeme de Gauss
Eam2 = PR | o PR
2 3¢ 3go1?
*Remarque
p4nR3
= 3 = pV = Qrotate »
en appliquant le théoréeme de Gauss
E24T[T'2 — QTotale = |E, = QTotale
& Atr2e,

: Théoréeme de Gauss

=
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Distribution continue de charges

: Théoréeme de Gauss
on retrouve la loi de Coulomb.
3)-Calcul du potentiel
E=- gradV
dv
E=——>=dV = —Edr
dr
++ Cas ou le point M située a une distancer > R.
PR® pR®
vV, =-— = +C,
z 3go1? 3&oT
onal/ —- 0 quandr - 0 = C=0,dou
_pR
27 3g,r|
% Cas ou le point M située a une distancer < R.
2
pr pr
Vi=—|c—dr=——++C,
1 j 3&p 4 6&,
or le potentiel est une fonction continue au pointr = R =2V,(r = R) = V,(r = R)
alors,
_PR JPR
& 3g, . 68,
, pR2 pR2 pRZ
Cc' = =
3eg b6gy  2¢
r>2  pR?
y, — P PR
bsy 2¢
Exercice5

Une sphére de centre O et de rayon R est chargée uniformément dans tout son

volume, la densité volumique de charge est inversement proportionnelle' a la distance r de
1 . .

son centre o tel que p = py T avec Po Une constante positive.

1)- Calculer la charge totale Q de la spheére.
2)- Calculer le champ électrique en un point M(r) de I’espace
3)- déduire le potentiel V(r) sachant que V(r)=0 quand r tend vers ’infinie.
1)- La charge totale de la sphere est :

1
dg = pdv = p0;4nr2dr = podmrdr

Ja sk Aol

|
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R
= po2mR?
0

podmr?

R
Qrotate = qu = Po4‘l'[f rdr =
0

Qrotate = ,0021-[R2 -

2)-

% Cas oh le point M située a une distance r < R.

Figure.B.5.1:7 <R

Choisissons la surface de Gauss une sphere de centre O et de rayon 7. Comme le champ E est

parallele a la normale de la surface alors, le flux sortant de cette surface est
¢S(E) = # E.dS =E.S = E4nr?.
S

La charge contenue dans la surface de Gauss est

podmr?|”

r
Q = f dq = p04“|'[.[ T'd‘r‘ = — pozﬂrZ’
0 0
en appliquant le théoréme de Gauss
= 2mr?
&s(E;) = E1.S = Ey4nr? = Po = |E, = Po |
€o 2¢&

% Casou le point M située a une distancer > R

ds

Figure.B.5.2:r >R
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La charge contenue dans la surface de Gauss est Q = Qrorare = Po2TRZ,

en appliquant le théoréeme de Gauss

Po2mR? poR?
E,4nr? = = |E, = .
2507 o 27 2g,12
3)- Calcul du potentiel
E=- gradV

dv
E=——>dV = —Edr
dr

++ Cas ou le point M située a une distancer > R.

poR? (1 poR?
V, =— | Edr = — —dr = C,
2 f 4 2¢¢ ) 12 4 2¢&,r *
commeV — 0 quandr = o = C = 0 alors,
_ poR?
27 2¢eor|

% Cas ou le point M située a une distance r < R.

comme le potentiel est continue au point 7 = R, on a donc V;(r = R) = V,(r = R),

d’ou
poR? poR ’ Po
=V, =———+4+C C' =—
7 2gR ! 2¢&g &
r R
Vv, = _ PoT" | PoRt
2eg &
Exercice 6

Un cylindre de hauteur h infinie et de rayon R porte une densité de charge
surfacique o positive.

1)- Calculer le champ en tout point M(r) (noter chaque région) de I’espace.

2)- Calculer les champs en tout point de I’espace pour le cas d’un cylindre de
hauteur h infinie portant une densité de charge volumique uniforme et positivep.

1)- Prenons comme surface fermée, un cylindre de longueur infinie, de rayon r et de méme
axe que le cylindre portant la charge.
Par raison de symétrie le champ E est radial et a le méme module en tout point de la surface

fermé (surface de Gauss).

o
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Le flux du vecteur E sortant de la surface fermé est,

O(E) = &5, (E) + bs, (E) + s, (E).
En tout point des deux base S;et S, le champ E est perpendiculaire a la normale donc
¢s, (E) = ¢s,(E) = 0
D’autre par le champ E est paralléle a la normale de la surface latérale §3, d’ou
b, (E) = # E.dS; =E.S; = E2nrh

% Casour <R

La charge présente dans la surface de Gaussest Q = 0 = .

; Y : ds,
L o rﬁi’
P : g_d 3
g 3 E
! ‘—r‘é—"’E) | r - E,
LM : Y
A R : ol |
bR : :
D B ' \_/ !
L T @f»
s 5 ds,
Figure.B.6.1: 7 < R Figure.B.6.2 : >R

% Casour > R

La charge totale contenue dans la surface de Gauss est

| Qrotate = 021RA |

I’application du théoréme de Gauss donne

o21Rh oR
E,2nrh = = |E, = —|
& &

2)- Suivons la méme maniere que la partiel

< Casour <R

&
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La charge contenue dans la surface de Gauss est

.
Q= Jﬂ- pdv = f p2mhrdr = prhr?|) = prthr?
v 0

Appliquons le théoréme de Gauss :

1thr? T
E,2nrh = P = P

£o 2g0|

s Casour>R

La charge totale contenue dans la surface de Gauss est

v R
Qrotate = ﬂf pdv = f p2rhrdr = prthr?|§,
0 0

d’ou

|QTotale = pmhR? |

Appliquons le théoréeme de Gauss,

prthR? pR?
N

E;

E,2nrh = = '
2417 & 2r&g

Q.
90]
»

HQf

=
>

| 2

Figure.B.6.3 : r<R Figure.B.6.4 : ¥ >R

Exercice 7

Un fil, de longueur infinie, est chargé uniformément par une densité linéique

positive A est entouré par un cylindre de hauteur infinie et de rayon R portant une densité
surfacique o> 0.

1)- Calculer le champ en tout point M(r) de ’espace créé par I’ensemble fil+cylindre

"
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2)-Déduire le potentiel en tout point M(r) de ’espace sachant que V(r) = 0 a la

surface du cylindre (r=R).

1)-.Prenons comme surface fermée, un cylindre d’axe le fil infini de rayon r. Par raison de

symétrie le champ E est radial (porté par ox).

Le flux du vecteur E sortant de la surface fermée est
O(E) = ds,(E) + &5, (E) + bs, (E).

En tout point des deux bases S;et S, le champ E

est perpendiculaire a la normale donc
Ps, (E) = s, (E) = 0.
Comme le champ E est parallele a

la normale de la surface latérale §3 ,

alors

bs,(E) = ¢ E.dS; = E.S; = E2nrl
S3

% Casour<R

La charge contenue dans la surface de Gauss est = AL,

en appliquant le théoréeme de Gauss :

A
E2nrl=—=|E; = '
1477 o 1 2mre,

% Casour> R
La charge totale contenue dans

la surface de Gauss est

Q =w02nRl + AL (Ie fil et le cylindre ont méme longueur),

d’ou en appliquant le théoreme de Gauss :

o2mRl Al 1/0R A
EZZTL'T'l: +—= E2 :—(—+ )
& & r\& 2mE
2- Calcul du potentiel
E= —gradV
dv
E=——=dV = —Edr
dr

++ Cas ou le point M située a une distance r < R

\
1
)
|

A}
7

&

1
1
\

I

1

\
[ S

v

1--
Y
il

<

\

7\
1
]
T
'1@
\
L

1
N

Figure.B.7.2 :r>R

&
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V= A ar _ A Inr+C
Y7 2mey) v 2me et
onaV =0 aupoint r=R
d’ou
A
0=- ImR+C=C= InR
2me e
V; = A l R
1_2nsonr'

% Cas ou le point M située a une distance r > R

A oR\ (dr A oR ,
V2=—jE2dr=—( +—) —=—( +—>lnr+C,
2mEy & T 2mey &

comme I/ = 0 au point r=R=

!

A oR
< + —) InR,
2mey &

d’ou

V_(A +0R)lR
27 2w, g =

=
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