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TD1 CODAGE ET COMPRESSION

 

EXERCICE  1 

On considère un dé cubique truqué dont les faces sont 
variable aléatoire donnée par le numéro de la face du dessus. On suppose que le dé est truqué 
de sorte que la probabilité d'obtenir 
face.  

1. Déterminer la loi de X, , calculer son espérance. 
2. On pose Y=1/X. Déterminer la loi de 

EXERCICE  2 

EXERCICE  3 

Un joueur tire sur une cible de 10cm de rayon, constituée de couronnes concentriques
délimitées par des cercles de rayons 1,2, ..., 10 cm, et numérotées respectivement de 10 à 1. 
La probabilité d’atteindre la couronne 
suppose que le joueur atteint sa cible à chaque lancer. Soit 
lancer associe le numéro de la cible. 

1. Quelle est la loi de probabilité de X ? 
2. Le joueur gagne k DA (Dinars Algériens)

compris entre 6 et 10, tandis qu’il perd 2 
périphériques numérotées de 1 à 5. Le jeu est

Indication  

1. Calculer l'aire de chaque couronne. 
2. Introduire la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur, puis calculer 

l'espérance de cette variable aléatoire
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On considère un dé cubique truqué dont les faces sont numérotées de 1 à 6 et on note 
variable aléatoire donnée par le numéro de la face du dessus. On suppose que le dé est truqué 
de sorte que la probabilité d'obtenir une face est proportionnelle au numéro inscrit sur cette 

, calculer son espérance.  
. Déterminer la loi de Y, et son espérance 

Un joueur tire sur une cible de 10cm de rayon, constituée de couronnes concentriques
délimitées par des cercles de rayons 1,2, ..., 10 cm, et numérotées respectivement de 10 à 1. 
La probabilité d’atteindre la couronne k est proportionnelle à l’aire de cette couronne, et on 
suppose que le joueur atteint sa cible à chaque lancer. Soit X la variable aléatoire qui à chaque 
lancer associe le numéro de la cible.  

Quelle est la loi de probabilité de X ?  
DA (Dinars Algériens) s’il atteint la couronne numérotée 

compris entre 6 et 10, tandis qu’il perd 2 DA s’il atteint l’une des c
périphériques numérotées de 1 à 5. Le jeu est-il favorable au joueur ? 

Calculer l'aire de chaque couronne.  
Introduire la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur, puis calculer 
l'espérance de cette variable aléatoire 

de 1 à 6 et on note X la 
variable aléatoire donnée par le numéro de la face du dessus. On suppose que le dé est truqué 

une face est proportionnelle au numéro inscrit sur cette 

 

Un joueur tire sur une cible de 10cm de rayon, constituée de couronnes concentriques, 
délimitées par des cercles de rayons 1,2, ..., 10 cm, et numérotées respectivement de 10 à 1. 

est proportionnelle à l’aire de cette couronne, et on 
la variable aléatoire qui à chaque 

s’il atteint la couronne numérotée k pour k 
s’il atteint l’une des couronnes 

Introduire la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur, puis calculer 



EXERCICE  4 

 

EXERCICE  5 

On cherche à dépister une maladie détectable à l'aide d'un examen sanguin. On suppose que 
dans notre population, il y a une proportion 

1. On analyse le sang de r personnes de la population, avec 
suppose que l'effectif de la population est suffisamment grand pour que le choix de ces 
r  personnes s'apparente à un tirage av
ces personnes ne soit atteinte de la maladie? 

2. On regroupe le sang de ces 
l'analyse est négative, aucune de ces personnes n'est malade et on arrête. S
est positive, on fait toutes les analyses individuelles (on avait pris soin de conserver 
une partie du sang recueilli avant l'analyse groupée). On note 
qui donne le nombre d'analyses de sang effectuées. Donner la loi de 
calculer son espérance en fonction de 

3. On s'intéresse à une population de 
après avoir mélangé les prélèvements par groupe de 
de n. Montrer que le nombre d'analyses que l'on peut espérer économiser, par rapport à 
la démarche consistant à tester immédiatement toutes les personnes, est égal à 

4. Dans cette question, on suppose que 
que la fonction x↦px−1/x est croissante sur 
algorithme permettant de déterminer pour quelle valeur de l'entier 
est maximal. 

Indication  

1.  
2. Quelles sont les valeurs prises par 
3. Utiliser la valeur de l'espérance calculée à la question précéde
4.  

On cherche à dépister une maladie détectable à l'aide d'un examen sanguin. On suppose que 
dans notre population, il y a une proportion p de personnes qui n'ont pas cette maladie. 

personnes de la population, avec r entier au moins égal à 2. On 
suppose que l'effectif de la population est suffisamment grand pour que le choix de ces 

personnes s'apparente à un tirage avec remise. Quelle est la probabilité qu'aucune de 
ces personnes ne soit atteinte de la maladie?  
On regroupe le sang de ces r personnes, puis on procède à l'analyse de sang. Si 
l'analyse est négative, aucune de ces personnes n'est malade et on arrête. S
est positive, on fait toutes les analyses individuelles (on avait pris soin de conserver 
une partie du sang recueilli avant l'analyse groupée). On note Y la variable aléatoire 
qui donne le nombre d'analyses de sang effectuées. Donner la loi de probabilité de 
calculer son espérance en fonction de r et de p 
On s'intéresse à une population de n personnes, et on effectue des analyses collectives 
après avoir mélangé les prélèvements par groupe de r personnes, où r est un diviseur 

Montrer que le nombre d'analyses que l'on peut espérer économiser, par rapport à 
la démarche consistant à tester immédiatement toutes les personnes, est égal à 
Dans cette question, on suppose que p=0,9 et on admet qu'il existe un réel a

est croissante sur [1,a] et décroissante sur [a,+∞
algorithme permettant de déterminer pour quelle valeur de l'entier r le nombre 

Quelles sont les valeurs prises par Y ?  
Utiliser la valeur de l'espérance calculée à la question précédente.  

 

On cherche à dépister une maladie détectable à l'aide d'un examen sanguin. On suppose que 
ersonnes qui n'ont pas cette maladie.  

entier au moins égal à 2. On 
suppose que l'effectif de la population est suffisamment grand pour que le choix de ces 

ec remise. Quelle est la probabilité qu'aucune de 

personnes, puis on procède à l'analyse de sang. Si 
l'analyse est négative, aucune de ces personnes n'est malade et on arrête. Si l'analyse 
est positive, on fait toutes les analyses individuelles (on avait pris soin de conserver 

la variable aléatoire 
probabilité de Y et 

personnes, et on effectue des analyses collectives 
est un diviseur 

Montrer que le nombre d'analyses que l'on peut espérer économiser, par rapport à 
la démarche consistant à tester immédiatement toutes les personnes, est égal à npr−n/r 

a>1 de sorte 
∞[. Écrire un 

le nombre pr−1/r 



EXERCICE  6 

Les vaches laitières sont atteintes par une maladie 
la maladie M dans une étable de de 
méthodes sont possibles :  

· Première méthode : On fait une analyse sur un échantillon de lait

· Deuxième méthode : On effectue d'abord une analyse sur un échantillon de lait 
provenant du mélange des n
analyse, cette fois pour chaque vache. 

On voudrait connaître la méthode la plus économique (=celle qui nécessite en moyenne le 
moins d'analyse). Pour cela, on note 
dans la deuxième étape. On pose Yn

1. Déterminer la loi de Yn, et montrer que son espérance vaut : 
2. Etudier la fonction f(x)=ax+

f(n)>0 
3. Montrer que f(n)>0 équivaut à 

question posée). 

Indication  

1. Yn  ne prend que deux valeurs. Calculer la probabilité de chacune. 

2. Montrer que f admet un maximum en 
3. Pour la première méthode, on fait constamment 

la deuxième méthode si, et seulement si, 

EXERCICE  7 

Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur 

1. Déterminer P(X=Y).  
2. Déterminer P(X≥Y).  

3. Déterminer la loi de X+Y. 

Indication  

1. X=Y⟺∃k∈{1,…,n}, X
2. Utiliser P(X>Y).  

3. X+Y=k⟺∃i∈{1,…,k−1

 

 

ont atteintes par une maladie M avec la probabilité p=0,15. Pour dépister 
dans une étable de de n vaches, on fait procéder à une analyse de lait. Deux 

Première méthode : On fait une analyse sur un échantillon de lait de chaque vache. 

Deuxième méthode : On effectue d'abord une analyse sur un échantillon de lait 
n vaches. Si le résultat est positif, on effectue une nouvelle 

analyse, cette fois pour chaque vache.  

e la plus économique (=celle qui nécessite en moyenne le 
moins d'analyse). Pour cela, on note Xn la variable aléatoire du nombre d'analyses réalisées 

n=Xn/n.  

, et montrer que son espérance vaut : 1+1/n−(0.85)n 
+lnx, pour a=ln(0,85). Donner la liste des entiers 

équivaut à E(Yn)<1. En déduire la réponse (en fonction de 

ne prend que deux valeurs. Calculer la probabilité de chacune.  

admet un maximum en −1/a 
Pour la première méthode, on fait constamment n prélèvements. Donc, il faut choisir 

si, et seulement si, E(Yn)<1. 

deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {1,…,

X=k et Y=k .  

1}, X=i et Y=k−i. 

. Pour dépister 
vaches, on fait procéder à une analyse de lait. Deux 

de chaque vache.  

Deuxième méthode : On effectue d'abord une analyse sur un échantillon de lait 
vaches. Si le résultat est positif, on effectue une nouvelle 

e la plus économique (=celle qui nécessite en moyenne le 
la variable aléatoire du nombre d'analyses réalisées 

 
. Donner la liste des entiers n tels que 

. En déduire la réponse (en fonction de n) à la 

prélèvements. Donc, il faut choisir 

,…,n}.  



EXERCICE  8 

Soit X une variable aléatoire discrète finie prenant la valeur xi avec probabilité pi, pour 
i=1,…,n. On définit l'entropie de X par :  
 

( ) å
=

-=
n

i
ii ppXH

1

)ln(  

avec la convention xlnx=0 si x=0 (ce qui correspond au prolongement par continuité en 0 de la 
fonction x↦xlnx).  

1. Démontrer que H(X)≥0. 
2. Démontrer que H(X)=0 si et seulement si X est presque sûrement constante, c'est-à-

dire s'il existe i∈{1,…,n} tel que pi=1. 
3. Vérifier que, pour tout k=1,…,n, on a  

(−npk)ln(npk)≤1−npk 
avec égalité si et seulement si npk=1. 

4. En déduire que H(X)≤lnn. 
5. Démontrer que H(X)=lnn si et seulement si X est équidistribuée, ie si pi=1/n pour tout 

i=1,…,n. 

EXERCICE  9 

On considère un couple de variables aléatoires I et J dépendantes l’une de l’autre. Ces 
variables peuvent respectivement prendre les valeurs i∈{A,B,C} et j∈{D,E,F,G}. 

1. Démontrer la formule suivante : 
H(i,j) ≤ H(i) + H(j) 

2. Dans quel cas a-t-on égalité ? 
NB: on peut utiliser la relation loge(x)=ln(x)≤x-1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



EXERCICE  10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



EXERCICE  11 

 

 

 

 

 



EXERCICE  12 

 

 

 

 

 

 

 

 



EXERCICE  13 

 

EXERCICE  14 

 

 



 

EXERCICE  15 

 

 

 

 

 

 



EXERCICE  16 

 


