RAPPEL MATHEMATIQUE

A- Les Nombres complexes

Le courant alternatif a une importance considérable en électronique aussi est-il

nécessaire de préciser les notations dont nous aurons besoin par la suite.

1.1) NOTATIONS COMPLEXES

Les nombres complexes, notés habituellement Z, peuvent étre présentés sous
plusieurs notations (ou formes) : algébriques (cartésienne), polaires, ou exponentielles.

1.1-1) Notation cartésienne

Nous savons qu’un vecteur OM est parfaitement défini quand on a choisi un
repere orthonormé de référence quand on se donne soit ses projections a et b sur les
deux axes, soit son module Z et son déphasage 6 par rapport a I’un des deux axes.
Grace aux notations imaginaires, on peut exprimer ce vecteur sous une forme
cartésienne (ou algébrique). Pour cela, nous choisissons un vecteur unitaire 4 et nous
lui donnons pour support ’axe Ox (fig.1.1).Par convention, nous traduisons une
rotation de 90° du vecteur unitaire en multipliant ce vecteur par le nombre j; un

nombre capable de faire effectuer a un vecteur une rotation est encore appelé un

opérateur. Ainsi ’axe Oy est-il le support du vecteur YA
7 =j X 4. Aprés une nouvelle rotation de 90°,
on obtient le vecteur j% X4 qui est en m’p-—=-=--==-- M
opposition avec le vecteur <. En définitif, on a Z :
la relation : F4 0 E
ji?=-1 0) ,i’> m’ )>(
Figure.1.1

Ainsi Popérateur j que nous avons défini arbitrairement possede-t-il toutes les
propriétés du nombre imaginaire j = v/—1.

Les axes Ox et Oy qui portent respectivement les vecteurs 4 et # sont appelés
respectivement : axe réel et axe imaginaire.




Soit m’ et m”’ les projections de I’extrémité M sur les deux axes (fig.1.1),on a :

OM = Om’ + Om”’

Le vecteur Om’ qui a méme support que 4 s’exprime alors par le nombre algébrique

a. Le vecteur Om’"’ s’exprimerait, lui aussi, par le nombre algébrique b.

. . . . 4
Pour simplifier les notations, on peut exprimer un vecteur OM en nombre complexe

¢écrit en caracteres gras :

[Z=a+m ]

1.1-2) Notation polaire

Pour tout couple de réels (a , b) différent du couple (0,0), il existe un réel
positif Z et une famille d'angles 0 tels que : a=Z cos(0) et b =Z sin(0).
Tout nombre complexe non nul peut donc s'écrire sous une forme

polaire (trigonométrique):

[Z = Z (cos(0) +j sin(0)) ] avec Z > 0.

-Le réel positif Z est appelé le module du complexe Z et est noté |Z| (on utilise aussi

la notation Z).Le module du complexe Z est la racine carrée de la somme des carrés

des parties réelles et imaginaires : A
|Z| = Va? + b?
111/ Z
-Le réel 0 est appelé I’argument du IZ| :
complexe Z et est noté : arg(Z). :
arg (Z) |
0 ReZ X
Figure.1.2

1.1-3) Notation exponentielle

Nous avons Z = Z (cos(0) + j sin(0)), Or d’apres les développements en série,
nous avons ¢établi en mathématiques et d’apres la formule d’Euler la relation :
cos(0) + j sin(0) = el®
En définitive, on peut remplacer la forme polaire par une deuxiéme expression

¢quivalente, appelée forme exponentielle :

z=zdﬂ
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1.1-4) Notation exponentielle condensée

La forme exponentielle condensée est une autre écriture de la forme

La forme condensée Z =7 & est trés intéressante, car elle permet d’exprimer 6 en

exponentielle.

degrés alors que sous I’autre forme Z = Z e/®, il faut exprimer 0 en radians pour que
1’écriture soit correcte.

En plus la forme condensée est privilégiée lors des opérations de multiplication ou de
division entre nombres complexes. Par contre c’est la notation cartésienne ou
algébrique qui s’impose lors des opérations d’addition ou de différence entre nombres
complexes.

1.2) CONJUGAISON

Le complexe conjugué du nombre complexe Z=a+jb est (a—jb).

Im Il est noté Z.*.
Z=a+jb . L n .
bfF--- Le conjugué d'un complexe a donc méme partie
7 réelle que le complexe de départ mais une partie
Imaginaire opposee.
0

Le complexe conjugué d'un complexe non nul a

I
I
I
I
I
I ~
0 ta o
0 : Re méme module que le complexe de départ mais un
I
I
I
1

Z argument oppose.
o Le conjugué d'une somme , d'une différence, d'un
) Z*=a—jb produit ou d'un quotient est respectivement la
Figure.1.3 somme, la différence, le produit ou le quotient

des conjugués. Le conjugue du conjugue d'un complexe est le complexe de départ.

1.3) Operations et relations

1.3-1) Addition

Soit a calculer I’expression Z.=Z4 + Z,.

Dans l'ensemble des nombres complexes, on définit une addition de la maniere
suivante :
Z=(@+jb)+(ctjd)=(a+c)+j(b+d)

——
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C’est la notation cartésienne qui s’impose car elle conduit tres rapidement au résultat.
Cette opération est associative, commutative, posséde un élément neutre (le
complexe nul) et tout complexe posséde un opposé: opp(a + j b ) =—a +j (-b).
L'ensemble des nombres complexes muni de l'addition forme donc un groupe
commutatif.

1.3-2) Multiplication

Dans I'ensemble des nombres complexes, on définit une multiplication de la
maniere suivante :
Z=71xX7Zry=(a+jb) X (c+jd)=(ac—bd)+j(ad + bc)
Cette opération est associative, commutative, distributive pour I'addition et posséde
un ¢lément neutre qui est :1.
Puisque: Zx1=1xZ=7Z
Un complexe est noté¢ indifféremment : (a+jb)ou(a+bj).
Ces propriétés permettent d'obtenir 1'égalité suivante :
ZxZ*=(a+jb) X (a-jb)=a?+b?
Puisque la somme a? + b? de deux carrés de nombres réels est un nombre réel
strictement positif (sauf si a =b = 0), il existe un inverse a tout nombre complexe non
nul avec l'égalité :
1 a—ijb
a+ijb ~a? + b2

L'ensemble des nombres complexes munis de 1'addition et de la multiplication est donc

un corps commutatif. De plus, I'ensemble des nombres complexes muni de 1'addition et

de la multiplication par un réel est un espace vectoriel sur ® de dimension 2.

Cette écriture est adaptée au calcul du produit de deux nombres complexes du fait des
formules d'addition :

{cos(a + ) = cosacosP — sinasinf3
sin(a + ) = sina cos 8 + sin 3 cos a

Ces 1dentités, appliquées a la forme trigonométrique des nombres complexes,
permettent d'énoncer les régles suivantes ou le produit de deux nombres complexes
non nuls a pour module le produit des modules et pour argument la somme des

arguments .




[Z = (|Z4] e1®1) x (|Z,| €192) = |Z,||Z,| ei(91+°z)]

1.3-3) Division
Le quotient de deux nombres complexes non nuls a pour module le quotient des

modules et pour argument la différence des arguments. La forme exponentielle

’ o o Z1 1Z4] 0 -6
condensée met en évidence ces propriétés, en effet: | Z = Z. |Zl| / —
2 123

La forme polaire est également bien adaptée pour calculer la puissance d'un

nombre complexe par la formule de Moivre :

Z" = [|Z|(cos® + jsin®)]"
Z" = |Z|™(cosnB + jsinnB)

7n — |Z|nejn9

B- Calcul opérationnel

Au cours des chapitres suivants, nous allons ¢tudié en régime établi le

comportement d’un systéme linéaire quand on le sollicite par des tensions
sinusoidales. Or, avant I’établissement de ce régime, il existe une période transitoire
qu’on traitera dans le chapitre 2. D’autre part, on peut appliquer au systeme, des
tensions qui ne sont pas sinusoidales, certaines d’entre elles, comme la tension
¢chelon, n’étant pas décomposables en série de Fourier. L’¢étude de tels régimes peut
se faire par les méthodes classiques de résolution des équations différentielles, mais
c’est souvent long et compliqué.
Le calcul opérationnel permet, grace a un changement de variable, de remplacer une
¢quation différentielle en une simple expression algébrique. Comme le calcul
matriciel, le calcul opérationnel est un outil indispensable a 1’étudiant qui veut aborder
avec profit I’étude des asservissements. Nous donnerons les grandes lignes de cette
méthode.

1.4) DEFINITION

A toute fonction du temps f'(t) nulle pour t <0, on fait correspondre une

fonction F(p) de variable complexe p qu’on appelle la transformée de Laplace de f(t)




et qu’on écrit :
Fp) = &£ (1)
F(p) est ’image de 1 (t).
La transformation inverse s’écrit :
fo=L"F@p)
f(t) est Poriginal de F(p).

On calcule I’image a partir de la relation de Laplace :

o]

F(p) = f ePLF (D) dt

0

On doit signaler que cette transformation de Laplace n’est pas applicable a toutes les
fonctions £ (t). Cependant, dans le cas particulier ou la fonction f (t) est une équation
différentielle linéaire comportant un nombre fini de termes, cette transformation est
alors applicable sans restriction.

1.5) PROPRIETES DES TRANSFORMEES DE LAPLACE

1.5-1) Somme de fonctions

Soit fi(t) et f2(t) deux fonctions transformables par la relation de Laplace,

désignons par f(t) leur somme :

SO =40 + 140

Apres transformation on a :

F(p) = j e + f,(0)] dt = j e Pt £, (D)dt + j et £,(0) dt
Dot : [ F(p) = Fy (p) + F, (p)]

L’image d’une somme est égale a la somme des images de chacune des fonctions.

1.5.2) Dérivation ou intégration

Soit f'(t) une fonction transformable, on a :

(o]

F(p) = f e F (1) dt

0

——
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Intégrons par parties : duv)=udv+vdu

Soit :
b b
fudv=uv—fvdu
a a
Posons :
e Pldt=dv et f(t)=u
Il vient :

e Pt
v=—7 et du= f'(t)dt

En multipliant les deux membres par p on a :

e}

PF(p) = [—ePtf (1) ] + f e Pt F(1) dt

0

_ fo1° o1 f(®
[—eP'fOIF =|-=| =) = 32 3 = f(0)
eb ]O eP ]w 1 +pt+p2$ +p;$ + ...

Soit :
pF(p) = f(0) + F'(p)

En pratique, les seuls fonctions que nous aurons a considérer apparaissent a 1’instant t
= 0; comme elles sont supposées nulles pour t = 0, la condition suivante est alors
réalisée: f(0) =0

Dans ces conditions on a :

[ F'(p) = pF(p) ]

La dérivation d’une fonction f(t) supposée nulle al’époque t=0 équivaut
a la multiplication par p de la fonction image.

Si f'(t) est la dérivée d’une fonction f(t), inversement la fonction f(t) peut étre
considérée comme I’intégrale de f'(t). Or la relation précédente nous donne pour les
images correspondantes :

F'(p)

F(p) =

Ce résultat important que ’on peut démontrer directement en intégrant par parties,
s’énonce ainst :
L’intégration d’une fonction f(t) équivaut a la division par p de la fonction

image.

——
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On signale que le raisonnement qui a été fait pour la dérivée premiere peut
s’appliquer aux dérivées successives. Ainsi, pour la dérivée seconde on a :
F'® = pF'® — £(0)
Si f'(0) = 0 ce qui est généralement le cas pour les fonctions que nous aurons a

¢tudier, on a finalement :

(7' = v*F ()

1.6) CALCUL DES TRANSFORMEES
1.6-1) f(t) = A (constante)

On I’appelle encore << fonction échelon >> en raison de sa brusque variation (fig.1.4)

F(p) =A [, e Ptdt

TN )
A e Pt
Fp) = A |- ]
b Jo
R A A
’ F(p) == dou —=¢£A
Figure.1.4 b p
1.62) f(H =at (fig.1.5)
Dérivons, il vient : f'(t) = a £(©
f'(t) est un échelon, par analogic avec f(t) = A.
a
On obtient : F'(p) = ;.mais F'(p) = pF(p),
. —d sy d — >
Donc : F(p) = /pz d’ou /pz =%at 0 t
Figurel.5
1.6-3) f(t) = e (fig.1.6)
f(©)4 © _( 1
F = pratge = —
=] e o
Figurel.6 1
D’ou —feat
. p+a

O, t
1.6-4) Transformée ou image de sin ot et cos wt
e/®t = cos wt + j sin wt
Posons a = - jo dans I’image de I’exercice précédent (1.6-3), on aura :
1 1 p+jw p . W
= T2 2= 2 2 T3 2
p+ta p—-jo ptw pt+ow p+w

F(p) =

——
00
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D’ou:
w

pszz =%cos ot et 2t el = gsin ot

1.7) DETERMINATION DE L’ORIGINAL

La fonction F(p) étant donnée, on peut rechercher I’original. Nous allons
indiquer la méthode de cette détermination qui est souvent difficile.
Sous sa forme générale, la fonction image est représentée par le quotient de deux

polynomes, le degré en p du dénominateur étant supérieur a celui du numérateur :

A
F(p) = %

Par division du numérateur et du dénominateur par le coefficient du terme du plus haut
degré du dénominateur, on peut toujours ramener a 1’unité le coefficient de ce terme,
puis on calcule les racines du dénominateur, ce qui permet d’écrire :

A(p)
®=p)®@=1p2) - (P =1;) e (0 = D1)

D1, P2, --- - Pn désignent les racines du dénominateur, racines qui peuvent étre réelles ou

F(p) =

complexes. Ensuite on écrit I’expression F(p) sous la forme d’une somme de

A(p)
fractions : F =—
() B(»)

C C C, C

Fp)=——+ —— 44— 4.4 1

P—pP1 DP—DP2 P —D; P — Pn

Pour déterminer I'un des termes, il suffit de multiplier les deux membres par le
dénominateur qui correspond a ce terme, puis de faire tendre ce dénominateur vers
zéro,on a :

C, = limA(p)(p _ P;») our — P,
v B(p) ) p p pg

On se reporte alors a la table des transformées et ’on a :

F(©) = CePrt + CpePet + - + C,ePit + - + CpePnt

TABLEAU DES TRANSFORMEES

IMAGE ORIGINAL

——
o
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F(p) f@®
g A
1
(p +a)? te™
w .
p? + w2 Sin wt
o
pz_—wz sinh wt
p
27 + w? cos wt
p
p? — w2 cosh ot
o)
(0 +a)2 + w? e ¥ sin wt
w
(p + 2)? — w2 e~ sinh wt
p+a
p+a)? t e 2t cos wt
p+a
b +2) — o e~ cosh wt

C- Calcul matriciel

——
| —
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Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner un rappel sur le calcul
matriciel, ceci étant un outil indispensable lors de I'étude des quadripdles. En
effet s’il nous parait utile qu'un étudiant sache calculer directement par les
méthodes traditionnelles (méthodes des mailles et des nceuds) les circuits les
plus complexes, il nous semble également utile qu’il puisse disposer de ce
nouveau procédé de calcul qui lui sera particulierement précieux pour la

détermination des différents parametres des quadripdles.
1.8) Définitions

Une matrice n X m est un tableau de nombres a n lignes et m colonnes :

Exemple : avecn=2,m=3: A= Ll} g _01]:> 2 Lignes

n et m sont les dimensions de la matrice. 3 Colonnes

Une matrice est symbolisée par une lettre en caracteres gras, par exemple A, ou [A].
On note aj; 1'élément situé a l'intersection de la ligne 1 et de la colonne j (la ligne

est toujours nommeée en premier).

aq1 ai2 - A1m

dz1 =y azm
A=

dnq dny Anm

On note [Ajj] la matrice d'élément général Aj;. On a donc :
A = Ajj
Si n =m, la matrice est appelée matrice carrée.

Quelques matrices carrées particulieres (Exemples : n = 4)

10 0 0 Parfois notée I,.
) s . [0 1 0 0 ) )
Matrice unité : I= 00 1 0 n est la dimension
00 01 de la matrice (soit I4
Matrice diagonale :
(1]



Dy 0 0 O
0 Dy, 0 O
D
0 0 D33 O
0 0 0 Dy
Ull U12 U13 U14-
0 U U U
Matrice triangulaire supérieure U U=\, 022 U3233 U;:
0 0 0 U,
L,y 0 0 0
Matrice triangulaire inférieure L L= L1 Lz 00
L31 L32 L33 0
L4-1 L42 L43 L44

Une matrice carrée A est dite symétrique si :
Aji = A

pour tout 1 différent de j, et que toute matrice symétrique se confond avec sa matrice

Transpose¢e.

1.9) Opération sur les matrices

1.9-1) Addition, soustraction

L'addition et la soustraction des matrices se font terme a terme. Les matrices

doivent avoir les mémes dimensions :
a5 20+G 3 D-G ¢ 3
3 2D-G35D-G o3

1.9-2) Multiplication par un nombre

o

Chaque terme de la matrice est multiplié par le nombre :

2><(1 g —01)=(523 g —Oz)

1.9-3) Transposition

La transposée AT (aussi notée A') d'une matrice A est la matrice obtenue en

¢changeant les lignes et les colonnes de A :

——
| —

12



1 4
_(1 2 0 T _
A=(, 3 _1)(:)A—<2 3>
0 -1
1.9-4) Multiplication des matrices

Définissons tout d'abord le produit d'une matrice-ligne X par une matrice

colonne Y:

XY= Xp.... X )| | =Xyt Xy, o X

Le produit matriciel s'en déduit : le produit de la matrice A (n X m) par la matrice B (m
x p) est la matrice C (n % p) telle que 1'élement C;; est €gal au produit de la ligne 1 de

la matrice A par la colonne j de la matrice B.
m
k=1

Exemple :

G292 3)-Gy D

3 4

On a en effet, en effectuant les produits ligne par colonne :

5
1 2 0)<2>=1><5+2><2+0><3=9
3

=1X14+2%Xx34+0%x4=7

Propriétés :

o Le produit matriciel est :

——
| —
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RY

hS

associatif : A(BC) =(AB)C = A(BC)

distributif par rapport a I'addition :
AB+C)=AB+ AC

% non commutatif : AB # BA.

‘0

¢ La matrice unité I est élément neutre pour la multiplication :

A xIn=1I,%X A=A, silamatrice A est de dimensions n X m.

7
0‘0

Transposée d'un produit : (AB)" = BTAT (Attention au changement d'ordre !

1.9-5) Inversion des matrices carrées

Une matrice carrée A est dite inversible ou reguliére s'il existe une matrice
carrée A (appelée matrice inverse) telle que:
AxAT=ATxA=1
Si Al n'existe pas, la matrice A est dite singuliere.

Propriétés :

& (AlT=A

» (A7) = (AT

(AB)! = B'A"! (Attention au changement d'ordre !)
[diag (Dii)]! = diag (1/Dsi)

- La matrice A est dite orthogonale si A! = AT

3

®,
0.0

7
0.0

B3

Avertissement

la premiére chose a faire pour calculer I’inverse d’une matrice, c’est le
calcul de son déterminant. Car si son déterminant est nul (= 0), vous n'aurez pas
besoin d'aller plus loin, la matrice n'admet pas d'inverse. Donc commencez
toujours par calculer le déterminant.

Pour une matrice 2 x 2, on montre que la matrice inverse est donnée par :
1 —
Az(a b):A-lz—(d b)
c d AA \—c a
Le nombre A est appelé déterminant (il est aussi noté dét), il est égal a :
aA = dét(a) = | 2| —ac—bd

La matrice inverse A™! n'existe donc que si dét(A) est différent de zéro.

——
| —
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La matrice A est singuliere si dét A = 0, réguliere dans le cas contraire.

Propriétés des déterminants :

< det(AT) = det(A)

<+ det(AB) = det(A) x det(B)

< Le déterminant d'une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des
¢léments diagonaux. En particulier, det(I) =1 (si I est la matrice unit€)

% Si A estréguliére, det(A™") =1/ det(A)
puisque det(A.A") = det(A) x det(A™!) = det(I) = 1

< Si A est orthogonale, det(A) = £1
puisque det(A.AT) = [det(A)]* = det(I) = 1

1.9-6) Comment calculer l'inverse d'une matrice 3x3

Il est fréquent en algebre d'utiliser les inverses pour se faciliter la tiche. Pour diviser
une valeur par une fraction, il est plus commode de multiplier cette valeur par l'inverse
de cette fraction : c'est ce qu'on appelle une opération inverse. En ce qui concerne les
matrices, la division n'a aucun sens : il faut alors en passer par la multiplication de la
matrice inverse, ce qui suppose de la déterminer au préalable. Le calcul a la main de
I'inverse d'une matrice 3x3 est un travail simple, mais un peu fastidieux, c'est
cependant une opération trés instructive au regard du fonctionnement des matrices. Si
vous faites du calcul matriciel a longueur de journée, mieux vaut savoir utiliser une
calculette graphique.

La matrice inverse d'une matrice 3x3, est donnée par la formule

1 *
suivante : M1l=—M
uiv [ L ]

Ou AM représente le déterminant de la matrice M, et M’ I’adjointe de la matrice M.
Y y

Etablissons la matrice adjointe M*

Premiere étape : Détermination de la matrice transposée

La matrice transposée de la matrice de départ M est notée : MT
La transposition est une opération qui consiste a transformer les lignes en colonnes,

c'est-a-dire que la premicre ligne devient la premiere colonne, que la ligne du milieu

15
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devient la colonne du milieu, et enfin, que la troisieme ligne devient la troisieme

colonne.

1 2 3
Si on prend comme exemple : M = (O 1 4)

5 6 0
1 0 5
Onaura: MT=(2 1 6

3 4 0

Ces déterminants sont notés : mijj

mij représente le déterminant de la matrice mineur qu’on obtient lorsqu’on supprime la
ligne 1, et la colonne j de la matrice M'.

Reprenons notre exemple et calculons les mj;.

1 0 5
MT=(2 1 6
3 4 0

_11 6] _ _ _12 6]_ _ 12 1] _
m11—|4 0|_ 24 mp =5 o|=-18 my=|; 4|_5
_ |0 51 _ _ _ |11 5|_ _ 11 0] _
m21—|4 0|— 20 m,, = 3 ol = 15 m23—|3 4|—4
0 5 15 10
m31=1 6:_5 m32=2 6:_4 m33=|2 1:1

Troisiéme étape : Etablissons la matrice des cofacteurs

Les éléments de la matrice des cofacteurs sont Cij, ils sont déterminés par la relation

suivante : Cij = (- 1)™ mij

C11 == _24 C12 == 18 C13 == 5
CZl = 20 CZZ = _15 C23 = _4
C31 == _5 C32 == 4‘ C33 = 1

La matrice des cofacteurs est donc :

24 18 5
(cij)=<zo ~15 —4)

-5 4 1

16
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La matrice qu’on vient d’obtenir n’est autre que la matrice adjointe de la matrice de

départ M. On l'appelle aussi « comatrice » ou « matrice transconjuguée ». Elle est le
plus souvent notée com(M) ou M’
. —24 18 5
M =| 20 -15 —4
-5 4 1

Quatriéme étape : Matrice inverse

On divise chaque terme de la matrice M’ par le déterminant de M (AM), qui a été
calculé avant la premiere étape, pour notre exemple AM = 1.

) —24 18 5
-1 _-— * = — —
M M 20 15 4

AM 5 4 1

——
| —
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CHAPITRE 2

COURANT ALTERNATIF
3.1) Définition

Le courant dit alternative correspond a un mouvement des électrons qui se fait
successivement dans un sens, puis dans I’autre.
Le courant alternatif est produit par la rotation d’un alternateur, que I’on peut
schématiser par une bobine de fil conducteur tournant dans un champ magnétique.
Cette rotation génere dans la bobine un courant alternatif, c¢’est-a-dire un mouvement
de va-et-vient des électrons, dont la fréquence varie en fonction de la vitesse de
rotation de la bobine.
Ainsi, une bobine tournant a 50 tours par seconde génere un courant de 50 Hz (Hertz).
Tout courant alternatif périodique est caractérisé par sa fréquence, mesurée en hertz.
C’est le nombre «d’aller-retour » qu’effectue le courant €lectrique en une seconde.
Un courant alternatif périodique de 50 Hz effectue 50 «aller-retour » par seconde,
c’est-a-dire qu’il change 100 fois (50 allers et 50 retours) de sens par seconde. Un

réseau 220V a une fréquence f = 50 Hz, c.a.d. 50 périodes par seconde. D’ou une
1
période dure 0,02 s. (une période — 0" 0,025s).

Le courant alternatif a 60 Hz a une meilleur efficacité a longue distance, par contre le
courant alternatif a 50 Hz son efficacité est a courte distance.

La forme la plus utilisée de courant alternatif est le courant sinusoidale,
essentiellement pour la distribution commerciale de 1’énergie électrique, et les pertes
d’énergie sont limitées. Il facilite le passage d’un niveau de tension a un autre.

En effet, pour arriver jusque chez vous, le courant qui circule sur les lignes trés haute
tension a 400 000 volts, est peu a peu transformé en courant a 220 volts.

La tension et I’intensité du courant varient constamment en fonction du temps d’apres
une courbe appelée « Sinusoide ».

» Uoul: Valeur de créte ou amplitude. C’est la valeur maximale de la tension ou du

courant atteinte au cours d’une période.

» La valeur efficace de la tension ou upi
A
Uoul
[ 18 . v
p 1 mrmm e >|
O v \J 1 : t
P >,\ /:\ /i




du courant est donnée par :
U I

U= ,Izﬁ

X

» Valeur moyenne :

Si une fonction J (1) est
périodique de période T, la valeur

moyenne s'exprime par :

[ Fuay =2 Iy ® dt]

La valeur moyenne de la tension ou du courant ( Umoy Ou Imoy), pour un signal
périodique sinusoidal pendant une période est nulle. Pour une alternance on aura :
Umoy = 0,637 U et Imoy=0,6371

» Valeur efficace :

Si une fonction £'(t) est périodique de période T sa valeur efficace est :

1 T
ferr =7 f fA(®)adt

Lorsqu’on mesure une tension alternative avec un voltmeétre celui-ci indiquera une
valeur constante, c’est la valeur efficace (Uetr). [dem pour I’intensité du courant.

Les valeurs indiquées sur les appareils de mesure fonctionnant en alternatif sont des
valeurs efficaces.

3.2) Détermination de grandeurs Sinusoidales de méme Fréquence

3.2-1) Cas d’une résistance pure
On dit qu’un récepteur est purement Ohmique lorsqu’il est soumis a un courant

alternatif ne présente aucun comportement particulier ( Radiateur, fer a repasser,

lampe a incandescence, fer a souder ), toute 1’énergie absorbée est transformée en

chaleur.
i R . . ‘ .
> _ Si 4 = IV2 sin wt, alors d’aprés la loi d’Ohm on a :
< — « = R4 =RIV2sinwt.

On remarque en comparant 4 et« qu’ils sont en phase, étant donné qu’on retrouve

u
i

sin wt dans les deux expressions.

vy
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4 peut sécrire encore en fonction de ’amplitude U : 1« = Usin wt = Uv/2 sin wt.
Ou U = Uesr = RI, qui est une valeur réelle pure.
3.2-2)_ Cas d’une inductance pure
La bobine posséde un comportement spécifique, les oscillations de 4 sont
ralenties, c.a.d. freinées par la self-induction, par conséquent les amplitudes du courant

sont inférieurs a celles de la tension.
L

i mm\_ On sait que pour faire passer un courant
) u

i = [V/2 sin wt dans une inductance, il faut

u
di
appliquer a ses bornes une tension « = L e soit :
/
u = LwlV2 coswt = LwlV2sin(wt +T/,). zZ 4

Par simple comparaison entre 4 et «« on constate facilement que « est en avance de

T[/ o sur 4. Par conséquent la tension « aux bornes de L est imaginaire pure, en vertu
des notations complexes énoncées aux premier chapitre (paragraphe 1.1).
Il vient: « = jLwlV2sin(wt + 1T/2).

u peut s’écrire aussi : « = Usin(wt + T[/2) = UvV2sin(wt + T[/2), ou U = jLwl.

D’apres laloid’Ohm U=Zy1I,donc | ZL=jL o =j X1.

71, = Impédance de la bobine, elle est imaginaire pure, | X = Lo | réactance en Ohm.

3.2-3)_Cas d’un condensateur C

Le circuit de la figure en face est parcouru par un K

courant sinusoidale d’intensité 4(t) = Iv/2 sin wt.

€ u
s 1 q ,- o
Par définition la capacité d’un condensateur est : C = —, d’autre part I’intensité qui le
u
traverse a pour valeur : 4 = dq/ dt. On en déduit la relation suivante entre les valeurs

1
instantanées : 4 = dQ/dt = C(d’”'/dt) = u(t) = c [4dt

v

. V2 W2 g |
Il vient : w(t) = N (— coswt) = N sin(wt — T[/2) /2

ainsi la tension 2 est en retard de (m/ 2 ) sur I’intensité 4,

a ce titre « est imaginaire pure (paragraphe 1.1, chapitre premier).

donc: wu(t) = —j ICLE sin((ut — T[/2)
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u(t) peut s’écrire u(t) = UV2 sin(wt — T[/Z) ol = —j-

Mais d’aprés la loi d’Ohmona U = Zcl.

: —J .
Il talors: |Zc=—=—j X
vient alors [c o j c]

Zc = Impédance du condensateur, elle est imaginaire pure,

Xc = 1 /C o | ouXcrepresente la réactance du condensateur, son unité est I’Ohm.

3.2-4) Couplage série

3.2-4a) Résistance et bobine

I R L U=Ur+UL=RI+Z.I
U=(R+jXp)I

) Ur ) UL En substituant X par Lo, on peut écrire :

) U U=(R+jLo)L

D’autre part d’apres la loi d’Ohm on peut écrire aussi : U=Z1.

En comparant les deux expressions de U, on en déduit que :

Z=R+jLo=R+ jXL] n’est autre que I’impédance complexe du circuit R L série

Représentation (construction) de Fresnel

Diagramme des tensions Diagramme des impédances
UL XL
‘ X Lw
an@ = — = —
U ® R z
¢ Ur I (0}
R

3.2-4b)_Résistance et condensateur

R C

~ |
|

&
<

U=Ur+Uc=RI+Zcl

Ur Uc U=(R-jXc)I
U

A

&
<

1 :
En remplacant Xc par Co On peut écrire: U=(R- i) L
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D’autre part d’apres la loi d’Ohm on peut écrire aussi : U = Z 1. En comparant les
deux expressions de U, on en déduit que Z = R - i = R - j Xc n’est autre que
I’impédance complexe du circuit RC série .

Représentation (construction) de Fresnel

Diagramme des tensions Diagramme des impédances
Ur o R
¢ 1 ¢
. _ —Xc 1
v ML= R T TRew z
Uc donc ¢ <0 - Xc

3.2-4¢) Groupement RL.C

R L C U=Ur+UL+Uc =RI+ZLI1+Zc1
- - |
W | U=RI+jX,I-jXclI
Ur UL Uc U=[R+j(XL—Xc)]I
U Ou bien encore :

U=[R+j (Lo - o ) ] I. Mais 1a aussi on a U = Z 1, il vient alors par comparaison

des deux dernieres expressions de U que

1
Z=R+j(L(n—a) onencore Z=R+j(XL—Xc)

Z représente 'impédance complexe totale du circuit RLC série.

Représentation (construction) de Fresnel :

Trois cas peuvent se présenter :

1) XL>Xc (UL>Uc) ; 2) XL < Xc (UL<UC)! 3) Xe=Xc(UL=Uc)

Circuit inductif Circuit en résonance

XL—Xc
R
Résonance série

Circuit capacitif
XL—Xc
R

XL I R I XL
| |
¢
| |
Xc 1 1
XL
: : —V X
(p 1 1 Z = R

R I ' Xc I
| |
| |
| |

tan = >0 tan = <0 tan =0

——
| —
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Lorsque dans un circuit alternatif série, la réactance de la bobine est égale a la
réactance du condensateur, c.a.d. Xp = Xc le circuit est en résonance. Les deux
réactances se compensent. L impédance du circuit diminue fortement et se réduit a sa
seule résistance Ohmique.

1
Donc alarésonanceona: Lw, = Coon =
®Wo

3.2-5) Couplage paralléle
3.2-5a) Résistance et bobine

R U U U U

Ir I=rRtIL=—t—=—+—

R ZL R ]XL

1 1
I_(ﬁ_ E)U 1 1 .1
U =7 % o
Z
U

Dans les couplages paralleles on utilise souvent la grandeur Admittance a la place de
I’impédance, le courant peut s’écrire alors : I=Y U.

Y représente I’admittance complexe du circuit RL parallele.

1 1 .1
Y===Y=——] —
Z R Lw
Y s’exprime en Siemens.
Représentation (construction) de Fresnel
Diagramme des intensités Diagramme des admittances
U 1/R
_1 R
! tan @ = 1/L‘”=—L—<O 1
IL /R @ XL
3.2-5b) Résistance et condensateur
; I=Ir +Ic=—+ v_1d + J
1 < R > - RTIC Zc R ] Xc
| = (z+iCo)U ST
€ _U Z R
U Z
1 .
Y=-==-+jCw
Z R

Y représente I’admittance complexe du circuit RC paralléle.

——
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Représentation (construction) de Fresnel

Diagramme des intensités

Diagramme des admittances

Ic 1 1/
o= X _ Xc
an(p—l——RCoo>O

/R Y
u :1/R
tbndensateur

L U

I 1=l +lc=—+—

L Zc
1
[ 1 1
1 (%~ ) v
Ic II
C 1 )
I=(—+jCw) U

< jLw

U

1
I=j(Cw— o ) U donc I est un imaginaire pure.

. 1. 1
mais I=Y U, donc : Y=E—J(Cw—m)

Y représente I’admittance complexe du circuit LC paralléle

Représentation (construction) de Fresnel

Ice>1L
Zc<7Zp
Xc < XL

Alc

ol U IL>1c¢
1. <7Zc
XL < Xc

‘VI

VVIL

1
A la résonance sza (Xe=Xc)=Y=0etdoncI=0

Il en résulte donc qu’a la résonance 1’ensemble inductance et condensateur constitue

un circuit Bouchon, comme si Z = oo.

3.2-5d) Groupement RI.C
R

Ir

——
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1 1 1
= _+.__._)U
(R XL iXc
1 . 1
I—<E+](Cw—m))U
_l_l+-c 1
Z R i (Coo Lw)

Y représente I’admittance complexe du circuit RLC paralléle

Représentation (construction) de Fresnel :

la aussi trois cas peuvent se présenter, selon les valeurs des réactances Xp et Xc:
Xvr supérieur a Xc; Xt inférieur a Xc; Xt égale a Xc. La représentation de Fresnel

attribuée a chaque cas est schématisée par les figures ci-dessous.

1) XL >Xc ! 2) Xi < Xc ! 3) XL =Xc
1
(I.<Ic) : (L>1Ic) ! (LL=1Ic)
|
! Cosl I Cwa
! i
! I
! |
! i
! | 1
i D ——llio
; ! Y= 1/2
1 ! I
Cw— Lo 1 |
tan @ = T | | Circuit en résonance
R ) I I
tan ¢ =R(Coo - B) I I tan @ =0
tan ¢ >0 ! ! ¢=0

3-3) Facteur de Qualité

Le facteur de qualité ( ou facteur Q) d’un systéme est une mesure sans unité.

Q peut étre défini comme étant le rapport de la fréquence de résonance vy ( fréquence

a laquelle le gain est maximal ) a la largeur de la bande passante de la résonance Av du

systeme.

Fréquence de résonance

Vo

Q=4
Av
\ Lalégeui de la bande passante




Plus le facteur de qualité est ¢élevé, plus la bande passante est petite, et plus la
résonance est en piquée.

Le facteur de qualit¢ permet donc de quantifier la qualité du filtre ( qu’il soit
¢lectronique, acoustique, optique, etc...). Plus Q est élevé, plus le filtre est sélectif.

Q représente la sélectivité du filtre passe bande.

3-3.1) Montage RLC série
1

—— T —— Calculons I’intensité du courant absorbée quand
R L la tension appliquée a une valeur efficace U
U C=T= constante, etune pulsation ® variable.

=2 v
7 R+j(Lo—c-)

Si I’on fait varier la pulsation ®, on constate que I’impédance du circuit est minimale

quand la condition de résonance est satisfaite. C.a.d. a la résonance on a Zo =R, soit

1 1
Lwgy = Con soit wy = ——=. Pour cette pulsation (w,) I’intensit¢ du courant est

Wo VvLC

U
maximale Ip= R et ¢=0.
D’autre part, a la résonance la tension aux bornes de I’inductance pure est ¢élevée , elle

U U
a pour valeur : Uy = Lwgly = Lw, R’ (U, estélevee car [p= R est max ).

. . L(L)O
SoitU,, =QU ou: | Q= EY

Il en est de méme si on prend la tension aux bornes de C, on aura a la résonance :
§)

= i =

Cwg Cwg RCw,

Uc0=Ich =l (—jX¢) = = —jQU

Le coefficient Q représente le Facteur de Qualité, ou encore le coefficient de

surtension, ( Un circuit résonant est essentiellement caractérisé par son facteur de
qualité Q).
3-3.2) Montage RLC parallele
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En vertu du principe de dualité, I’étude de ce montage se ramene a celle du

circuit série a condition de faire les permutations suivantes :
R

Ir

1
Uenl; RenE;LenC; ZenY

U
En effet, dans le montage sérieona: [ =—

] Donc dans le montage paralléle on aura :
I
| U= 7 L’admittance du circuit est alors :
Ic’ | 1 1 1
C Y=2=xti(Co—17)
U

1
A la résonance quand w, = \/T_C’ I’admittance du circuit est minimale Yo = —.

Pour la pulsation w,, la tension est maximale Uy = — =R L.
0
D’autre part a la résonance le courant aux bornes du condensateur est ¢élevé, et a pour

valeur I¢,= C wo Up=R C o I, soit I¢,=Q’l ou l Q=R C mo

Le coefficient Q’ représente le Facteur de Qualité, ou encore le coefficient de surintensité.

RESEAUX LINEAIRES
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4.1) Définitions

Un réseau électrique linéaire est un ensemble de dipoles linéaires, reliés par des
conducteurs de résistance négligeable. On suppose que le réseau contient au moins un
générateur.

Un réseau est constitué de Db « branches » connectées par N « nceuds » et
formant m « mailles ».

» Un nceud est un point de jonction de plusieurs conducteurs.
» Une branche est une portion de circuit entre deux nceuds.

» Une maille est un parcours fermé, constitué de branches et ne passant qu’une
seule fois par un nceud donné.

EXEMPLES. B
A B A E B A E F B e
g:] - M A C
D C D F C p G C e
Figure.4-1a Figure.4-1b Figure.4-1c

Figure.4-1d

Figure.4-1a: Pour cecircuit,ona: b=1,n=0, m= 1.
Figure.4-1b: b=3, EADF, EF, EBCF.
n=2, EetF.
m =2, AEFDA, EBCFE.
Figure.4-1c: b=5, EADG,EF, EG, FG, FBCG.
n=3, E,F,G.
m =3, EADGE, EFGE, FBCGF.
Figure.4-1d: b=6, AB,BC, CD, DA, BD, AC.
n=4, A,B,C,D.
m=23, ABDA, BCDB, ADCA.

4.2) Réseaux en régime permanent

4.2-1) Lois de Kirchoff

Connaissant les f.e.m. des générateurs et les résistances du réseau, résoudre

celui-ci c’est déterminer I’intensité du courant qui circule dans chacune des branches.

4.2-2) Méthode générale de résolution

4.2-2a) Méthode des mailles indépendantes

——
| —
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Soit un réseau linéaire comprenant b branches, donc b courants inconnus a

calculer. Ce réseau contient aussi n nceuds. Donc le nombre de mailles qu'il faut

étudierest: [ m=b—-(n-1 )] ou l'on associe pour chaque maille sa propre équation.

On peut alors en appliquant les lois de Kirchoff calculer les courants propres pour
chaque maille, pour enfin déduire les courants de branches.
La Loi des Mailles indépendantes s’énonce ainsi :

La maille d’indice k contient p branches. La différence de potentiel entre
les extrémités de la branche j s’écrit Uik .

Comme la maille constitue un parcours fermé, on a (seconde loi de Kirchhoff) :

p
ZU}‘ =0
j=1

La loi des mailles peut aussi s’écrire sous la forme :

p p

k _ k 1k

in —ZRi I
=1

i=1

Ou E est le force ¢lectromotrice de générateur. Les sommes sont des sommes algébriques.

Méthode générale de résolution

Apres avoir transformé en sources de tension tous les générateurs de courants,

on détermine les impédances des différentes branches, puis on fait apparaitre dans le
circuit, des mailles que I’on peut traiter isolément;on les appelle : mailles
indépendantes.
La méthode la plus rationnelle consiste a faire le choix d’un sens de parcours d'un
courant sur la maille étudiée (choix arbitraire), appelé¢ courant de maille et a fixer
pour chaque branche le courant correspondant. La f.e.m. d’un générateur est comptée
avec le signe de la borne par laquelle entre le courant de maille (courant continu ). En
courant alternatif la f.e.m d’un générateur est comptée positive lorsque le courant
débité par celui-ci et le courant de maille ont méme sens . Les d.d.p. aux bornes des
résistances sont positives si le courant dans la branche a le méme sens que celui du
courant de maille et négatives dans le cas contraire. Si a I’issue du calcul, on obtient
pour le courant de maille une valeur négative, ceci est du principalement au choix
arbitraire du courant de maille.

Exemple : A E B

Calculer tous les courants de branches du circuit
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de la figure en face.

Solution

Dans ce réseauon a : m=3—(2-1)=2

—2 (EetF
n=2,(Eetk) maille EADFE

b=3,(EADF, EF et EBCF) maille EBCFE

Choix arbitraire des courants de mailles I et I’

D 33 I F I
Ecrivons les équations de mailles en utilisant :
p p
kK _ k 1k

Z Ef = Z R{' I;

=1 =1
maille EADFE : )
Ei=zl+30+I)+31 E1=(31+3 +35)1+35 I'

. e

maille EBCFE : Erx=350+(3, + 34+ 35 ) I
Ex=5l'+%l' +35(1' +1) |

La résolution de ce systeme s'effectue de deux fagons, la premiere consiste a calculer I
et I' par substitution. Quant a la deuxiéme, elle utilise le déterminant comme outil de
calcul pour calculer I et I' ( c'est la méthode de Kramer ), cette méthode est privilégice
lorsqu'on a un systéme a trois équations et plus, ce qui n’empéche pas de I'utiliser

méme pour les systéme a deux équations, chose qu’on vat appliquer.

(E:) - (31 ' gz " 32t éi + 35 ) (II’)

——
| —
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I—A—Z et :A_z ou
A_E1 35 | A |31 t33+3 Eq
| s Ir —
E; Z2+31+3s 35 E;
A = |31+33+35 35 |
z 35 %2 34+ 35

Les courants de branches se déduisent des courants de mailles, en effet :
L=1; b=1"et =1+T
vu que les courants de branches ainsi que les courants de mailles ont méme sens.

4.2-2b) Méthode des nceuds

Le neeud d’indice k est la jonction de p branches (d’indice j) parcourues par
des courants I]-k. La loi de conservation de 1’¢lectricité (premiere loi de Kirchhoff)

s’écrit sous la forme algébrique suivante :

Ce deuxieme procédé de calcul est une conséquence du principe de dualité . En effet
par dualité¢ , la loi des mailles ( £ U = 0) devient la loi des nceuds ( X I = 0), les
générateurs de tension se transforment en générateurs de courant et les impédances
deviennent des admittances. Aussi, pour appliquer cette deuxiéme méthode, faut-il, en
premier lieu, remplacer les sources de tensions par des sources de courants et les
impédances par des admittances. On choisi alors un nceud du réseau comme potentiel
de référence (en générale potentiel zéro) et ’on désigne par Vi, V... les potentiels des
différents nceuds du réseau. On écrit ensuite que la somme vectorielle des courants est
nulle aux différents nceuds ( £ I = 0) et ’on obtient autant de relations indépendantes
qu’il y a de potentiels a calculer. Connaissant ces potentiels, il est facile d’en déduire

les d.d.p. entre deux nceuds.

Unn=Vm-=Vn
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Toutefois avant de faire un exemple il est impératif de donner un rappel sur la méthode

de transformation des sources de tension en sources de courant et inversement.

4.2-2¢) Transformation de source

Cette méthode permet de transformer une source de tension ayant une résistance
en série en une source de courant ayant une résistance en parallele. La transformation
de source est donnée a la figure.4.2 . Pour que les deux circuits soient équivalents, il
faut qu’un voltmétre mesure la méme tension entre les bornes a et b et qu’'un
amperemetre mesure le méme courant qui sort de la borne a (pour entrer dans la borne
b). Si on place un voltmétre aux bornes du circuit de gauche, la tension mesurée sera Us

¢ T T T T N a I ‘I *a

I — |

| R : I :

|

IUS<9 | o :IS@ R:

| " 1 |

I\ L —eb I\ I op

N e e e - — / N = - s/
Figure.4.2

Un ampéremétre placé entre a et b agit comme un court-circuit, et donc un courant
ayant une valeur de

[=— . . (D)

Pour que le circuit de droite soit équivalent, il faut que la tension et le courant mesurés
soient les mémes. Si on place un voltmetre entre les bornes a et b du circuit de droite,
la tension mesurée est Uap = [s X R. Pour que ce soit équivalent, il faut que :

== (2)

Cette derniére équation permet de transformer une source de tension en une source de

courant, et vice-versa. La résistance R est la méme dans les deux cas.

Exemple.

Calculer la puissance dans la source de 6V du circuit de la figure.4.3.
a d

50

20Q (9 40V figure.4.3

40

Xo

onk
(¢}

Solution
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La seule chose qui nous intéresse, c’est la source de 6V et le courant qui y sort
(entre), parce qu’on veut calculer la puissance. On cherche donc a transformer la
source de 40V et tout simplifier le plus possible vers la source de 6V. transformer la
source de 40V en une source de courant, ceci permettra d’avoir une résistance en

parallele avec la résistance de 20€2. On effectue la transformation :

\
50 v\ Transformation

\
1 de source

40\/@ | —> SQ 8A
1
1

4
La source de courant a une valeur de : ? =8A

On peut continuer a simplifier le circuit. La résistance de 5Q est en parall¢le avec la

résistance de 20€2. La résistance équivalente en parallele est :

a ’ d \\
6Q
\
6 v<,9 300 lzog |
'
10Q ‘
b N
R 20 X5
4T 20+5
On peut continuer la simplification en effectuant une autre transformation de source.
d
Transformation 40
de source
> 32V "}
C
La source de tension aura une valeur de (8)x(4) = 32V.
Avec cette transformation, on a maintenant 3 résistances en série.
al ™ 1— »Fnsérie a 209

'—-—l




Apres cette simplification, on peut effectuer une autre transformation de source.

Transformation

de source > 200 1.6

Et encore une fois, on a deux résistances en parallele qu’on remplacera par leur
résistance équivalente Re¢q = 12Q , puis on effectue la transformation de source.

r==---°-- 1
a
A : X
Qg I Transformation ‘_%_
1 1
@ 130Q 2001 1,6 A de source R
o | 192v Q)
! |
] ]
1 b 1 I)—
I 1

On obtient finalement :;

—
Figure.4.4

On peut maintenant faire 1’analyse de ce circuit. On applique la loi de Kirchhoff des
tensions (loi des mailles) pour la boucle, avec les conventions habituelles (fig.4.4):

6+4+12)I’-19.2=0

——
| —
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ce qui donne: I’ = 0,825 A. Vu que I et I’ ont méme sens donc: I = I’, et La
puissance de la source de 6V est :
p=UI= (6)(0.825)=495W

La source consomme 4.95W.

Plusieurs des simplifications montrées auraient pu étre effectuées en une étape au lieu
de 2 ou 3. Elles ont ét¢ démontrées ici pour aider a bien comprendre la méthode, et le

flot d’1dées utilisé pour résoudre ce circuit.

%) Cas particulier

Il existe deux cas particuliers lorsqu’on fait des transformations de source. Pour le
premier cas, on a une résistance (R,) en parallele avec la source de tension. On peut

ignorer cette résistance parallele, comme a la figure.4.5.

! | -t
: - : R
I : I :
I I |
I ! I :
I ! I :
1 : ° 1 —o
[ b [, b
Figure.4.5

Pour le deuxiéme cas, il s’agit d’une résistance en série avec la source de courant. On

peut aussi ignorer la résistance série, comme a la figure .4.6.

o

=

Figure.4.6

Pour les deux cas particuliers, un voltmeétre place entre a et b mesurera la méme

tension, et un amperemetre place entre a et b mesurera le méme courant.

35
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Exemple.

Calculer par la méthode des nceuds les courants de branches du circuit de la figure.4.7.
1 2

figure.4.7
Solution.

Remplacons les deux générateurs de tensions par des sources de courant et les
impeédances par des admittances (fig.4.8a). On peut ensuite regrouper en une seule
admittance deux admittances en parall¢le (fig.4.8b).

Prenons comme potentiel zéro le nceud 0. Ecrivons successivement la loi des nceuds

aux nceuds 1, 2 et 3 il vient :

L=E
1 1¥Y1 V4 I = Eayz
yi y3 ys Figure.4.8a
V6
I Y4 I+ 2 1

1 1 14

I = Eay2 Figure.4.8b

Neud1: Li=Li+1;
Neud2: L=Is-14
Neud3: -L=1—-1Is

Ecrivons ces relations en fonction des tensions et admittances:
Eiy1=(yi1+y3) Vit+ys(Vi-V2)
Ery2=(y2+ys) (V2-V3)-ya (Vi-V2)
-E2y2=ys V3-(y2+ys5) (V2-V3)

——
| —

36



On peut encore écrire :
Eiyi=(yi+ys+ys) Vi —yaV2+0

Exy:=—ys Vit (y2+ys+ys) Va—(y2tys) V3
-E2y2=0-(y2tys) V2+(y2+ys +Ye) V3

Mettons ce systeme sous la forme matricielle, afin de pouvoir calculer les différentes

tensions en utilisant le déterminant.

Ei1ys yitystya —Va 0 v
( Ezy, ) = —Va V2+ystys —(y2+ys) (Vz)
—Ezy, 0 —(y2+tys) Y2+tys+tys/ \Vs
Si I’on pose :
Yi1=Yy1t+yst+ys Y2 =Y21 =—Y4
y2=y2tystys y23=y32=—(y2 T ¥5)
y33=Yy2+tys+ys yi3=y31 =0
la matrice admittance sera :
Y11 Y12 Vi3
<Y21 Y22 st)
Y31 Y32 Y33

On calcule les potentiels en utilisant le déterminant.

\

E1y1 VY12 Vi3
Exyz2 V22 V23
V. = —Ezy2 y32 V33
1 A Li=Eiy1
Vi1 E1y1 VY3 _
V21  E2y2 Y23 L.=E:y
v, = Va1 —Ezy2 y33
2= A > L= (y1+y3) Vi
Y11 Y1z Eiya L=vi(Vi—V
Y21 Y22 Ezy2 1=ya (N1 )
V., = Y31 Y32 —Ezy2
3 = A Is=(y2 +ys) (V2—-V3)
Yii Y2 Vi3 I = ye Vs
A= (Y21 Y22 Y23
Y31 Y32 V33

——
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Remarque
On en déduit de cet exemple deux reégles essentielles, et qui sont :
1°° régle : Si on regarde bien la matrice admittance (A) on remarque qu’elle est

symétrique par rapport a la diagonale principale.

2¢meragle : L’admittance ymm est égale a la somme des admittances des branches qui
aboutissent au nceud m. L’admittance ymn est I’admittance changée de signe de la

branche qui relie les nceuds m et n. Les admittances ymn €t ynm sont égales.

4.2-3) Théoreme de Thévenin

On considere un réseau linéaire qu’alimentent plusieurs générateurs de méme
fréquence. Proposons-nous de calculer le courant I dans l'une des branches du réseau,

Prenons la branche AB du circuit de la figure.4.9.

(~) A (>
A Z B

Figure .4.9

On procede alors en trois étapes :
1°étape : On enléve la branche AB, puis on calcule la tension a vide entre les bornes

A et B. Cette tension constitue la tension du générateur de Thevenin Ep.

éme £

2°™M¢ étape : La branche AB étant toujours enlevée ou déconnectée, on court-circuite
tous les générateurs de tension (les générateurs de courant sont remplacés par des
circuits ouverts), et I'on calcule 1'i'mpédance équivalente du circuit entre les bornes A

et B. Cette impédance constitue la résistance interne du générateur de Thévenin Rrn.

3°m¢ étape : On peut alors remplacer I'ensemble du réseau de la figure.4.9 par un

circuit simplifié (fig.4.10): 1 I A

Figure.4.10

1
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Ce qui nous permet alors de calculer aisément l'intensité¢ du courant qui alimente la
branche AB soit:

Etnh

= ———
Z+ Ry

Calculez l'intensit¢é du courant I qui parcoure
la bobine (L,R) ou la branche AB, en appliquant
le théoreme de Thévenin.

Solution

1°¢tape : Calcujpns Erh, pour cela supprimons la branche AB.

L R Io A Ona Em =U" (circuitouvert) U'=R'l
LY 4 "4 mais L=1,vuquelp=0, donc: Em=R'I,.
Déterminons I; :
<1 E R U Eth E=(R+R )= =E/(R+R')
Alors: | Em=R'E/(R+R')

B
2¢me étape : Court-circuitons E et déterminons la résistance équivalente du circuit
entre les bornes A et B, en maintenant toujours le circuit ouvert au niveau de la
branche AB. ce qui constitue Rr. R

R R Ry
Th = B4R/ A B

3éme étape : Circuit équivalent (fig.4.11) :

L A = ETh _ ETh
Rrn R RrhtZ;,  Rrpt+ (R+jXL)
Etn ’
Xt . R'E
R(R+2R")+j XL (R+R’)
Figure.4.11 B

4.2-4) Théoreme de Norton

Ce théoréme est I'équivalent du théoréme de Thévenin, et se réalise comme suit

——
| —
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On se propose de calculer le courant I dans la branche AB du circuit de la figure.4.9.

1% étape : Court-circuitons l'impédance Z ( Z = 0), puis calculons le courant de court-
circuit I¢c circulant dans la branche AB, celui-ci représentera le courant de Norton In.

et sera le courant débité par le générateur de Norton (générateur de courant).

2¢me gtape : On calcule la résistance interne du générateur de Norton Ry, en procédant

exactement de la méme manicre qu'avec Rrn.

3°m¢ étape : : On peut alors remplacer l'ensemble du réseau de la figure.4.9 par un
circuit simplifié (fig.4.12) ou :

In = I A
g ] I
Uas=27Z1 In-1
—>ZI=Rnx(In-1) R~ Z
UAB=RN(IN—I)
R B

T Ry+Z N Figure.4.12
Exemple
Calculez l'intensité du courant I qui circule dans la branche AB du circuit de la figure
4.13, en appliquant le théoréme de Norton. . A
R I

On donne : 1
Ri=1Q ; Ry=2Q; R=4Q ; E=10V O Re R

. B
Solution Figure.4.13
1¢ étape : Calculons In, pour cela court-circuitons la branche AB.

In
—

L IN &S CT B Iny

E=RiIln=| k=E/Ri=10/1=10A

2°me étape : Le valeur de Ry est obtenue de la méme fagon que Rrn. Ce qui nous donne

le circuit suivant :

——
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A Rl Rl RZ
Ry N
R, + R,
R2 @ A B
Rxn=0,66 Q
B R2
3éme étape : Circuit équivalent : In 1 A
' -1 I
Uas=Rn(In-1) X
:RN(IN—I)ZRI R R
Uas=RI
Ry I B
I: NN DOHCI:1941A
RN-I-R

Autre méthode de résolution qui consiste a considérer que la résistance R
comme étant la résistance du générateur de Thévenin qui alimente le récepteur
relié aux bornes A et B (deux branches en paralléle) (fig.4.13a). On peut alors

appliquer le théoréme de Norton, ce qui donne le schéma suivant (fig.4.13b).

Ou: L=E/Ri=10A
| (O A I A
I Req I
@ R R: R T)E’
by B ¢ B

Figure.4.13

Groupons les deux résistances R; et Ro, on obtient une résistance équivalente unique

de valeur R¢q = RiR2 / (R1 + R2) = 0,660, puis revenons au générateur de tension

(fig.4.13c¢). Il est alors facile de calculer le courant demandé, avec E* = R¢q X 11 = 6,6V
E' 6,6

I = =
Req TR 4,66

=1,41A

4.2-5) Théoreme de superposition

L’intensité du courant dans une branche d’un réseau comprenant plusieurs générateurs

de fréquences différentes est la somme des intensités , que ferait passer, dans cette

——
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branche, chaque générateur considéré isolément comme actif , les autres générateurs

du réseau étant alors passifs. ( Rendre passif un générateur, c’est le court-circuité ) .

Exemple :
Déterminez le courant I qui circule dans I'i'mpédance

33 du circuit en face. 31
Ondonne:  Ei=10Vet E;=20V O

31 =10Q ;32 =15Q et 33=5Q

5 ()

Solution
on remplace successivement chaque générateur par un court-circuit.
1) Soit I3 le courant qui circule dans 33 quand E; # OV et E» = OV ( Ez est court-

circuité). On dispose de deux mailles, donc deux équations.
31, I, 32

Ex

Ei=5l'+3{+1" Ei=(z1+3%)'+3:1"
=

O=-n"+5(l"+1)] 0=ml+(5n+3)l"
10=15T+5T1"

0=5T-10I"=>I'=( 10/5) 1", qu'on remplace dans la premiere équation :
["=(10/35)= 0,28 A et I'=0.56 A.

Finalement : [ Li=I+1"=056+ 028 = 0,84 A ]

2) Soit I4le courant qui circule dans 33 quand E; =0V ( E;est court-circuité) et

E> # 0OV. On dispose toujours de deux mailles, donc deux équations.

——
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O=-mI'+5(I'+1") 0=(-31+3) '+ 31"
Brmgl'+ 5@ +T) [ 7 Ea-gl'+(+3)0

0=-5T"+5T"=1I'=(5/5)I"=1=1I", qu'on remplace dans la seconde équation :

20=5I'+20I" 1I"=(20/25)=0,8 AetdoncI'=0,8 A.

Il en résulte le comrant dans z3: | s«=1'"+1"=1,6 A

Finalement : [=:+L=244A

4.2-6) Théoreme de Kennelly

La transformation suivante est parfois utilisée pour la simplification de circuits
comportant des dérivations.

* Equivalence étoile-triangle

Les deux circuits de la figure 4.14, sont équivalents si les valeurs de leurs impédances
sont liées par les relations indiquées ci-dessous.
B C

32 33
(o} Figure 4.14

£

Le passage de la structure triangle (ABC) a la structure ¢toile (OABC), c.a.d. le
calcule de 31, 32 et 33 en fonction de Zi, Z» et Z3, s’obtient comme suit :

Si on déconnecte le point C, il doit y avoir égalité¢ des impédances entre A et B.
Zas=%1+%2=231/ (Z1+ Z>).

Si on déconnecte le point B, il doit y avoir égalit¢ des impédances entre A et C.
Iac=+33=22// (Z1+ Z3).

Si on déconnecte le point A, il doit y avoir égalit¢ des impédances entre B et C.
Zoc=%t33=71// (Z3+ Z>).
On en déduit les trois égalités suivantes :

Z3 7.1+ Z3Z,
Z1+7Zy+ Zs

ZyZ1+Zy7Z5
Z1+7Z,+Zs

Z1Zy+7Z,Z3

.Z — —|— =
LS A

Zap=%1+ %= sZac=3%1+33=

En sommant les 2 premiéres égalités et en retranchant la 3™, on calcule 31, puis en

sommant la premiére et la troisiéme égalité et en retranchant la 2°™ on calcule 32 et

——
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enfin en sommant la deuxiéme et la troisiéme égalité et en retranchant la 1° on

calcule 33 pour trouver finalement:

7,73 . 7173 . ARY

31 » 3Ty vz, P

 Zy+ Zo+ Zs

Tyt Zot Zs

¥ Equivalence triangle- étoile

C’est la transformation inverse, c.-a-d. passage de la structure ¢toile (OABC) a la
structure triangle (ABC), c.a.d. le calcule de Zi, Z» et Z3, en fonction de %1, 32 et 33
pour cela on procede de la fagon suivante :
onrelieBetC:Zapc=%51+(32//33)=22/ 73
onrelieAetB:Zcas=%3+(51//%)=21/ 2>
onrelie AetC:Zpac= 52+t (31//33)=21//Z3
I'i'mpédance inverse entre A et BC est alors :

1 _ 1 N 1 . 2 + 23
Zagc 2y 13  31%2 1+ F3a33 Tt 3233

I'i'mpédance inverse entre B et AC est alors :

1 1 1 1 + 23
= — 4 — =
Ig_ac 21 73 3%+ 3133t %233

I'i'mpédance inverse entre C et AB est alors :

1 1 1 1t %
= — 4 — =
Zeap 21 Z; 3%t 3133t 3233
1 1 1
Et I'on calcule: + — pour trouver Zi,
B—AC Zc-AB ZA-BC
, 1 1 1
ensuite : + — pour trouver Z,
ZA-BC Zc-AB ZB_AcC
1 1 1
et enfin : + — pour trouver Zs.
ZA-BC ZB-AcC Zc-AB

On déduit Alors :

7 5132+ 3133+ 3233 . 3132+ 3133+ 3233
1 ) 2= ) 3=

31 32 33

_ 3132+ 3133+ 3233

——
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Exemple
Etant donné le circuit ci-contre, calculez l'impédance
¢quivalente entre les bornes A et B. On donne :

21=1Q ; Zo=2Q ; Z3=3Q;7Z4=4Q ; Z5=5Q

Solution

Pour calculer Zs entre A et B, transformons le triangle BCD en étoile OBCD

(fig.4.15). pour cela utilisons le théoreme de Kennely.

Z, 31
32 Z 32
B& A B © A—EE—EEN-1B
Z; D 33
Figure.4.15
(z1+ Z,) (33+ Z3)
Zan=Zq=Z+32;00 Z= 31T 42) (33T 43
(31+ Z2)+ (33+ Z3)
Mais: =, = —21%s . ZaZs . Z1ls
as - &= Zi+ Zy+ Zs ° 82 = Zi+ Zy+ Zs ° 3 = Zi+ Zy+ Zs

2,=0,125Q ; 3, =0,09Q2 ; 133 =0,375Q
Dou:72=0,37 Q

et donc : Z¢q=0,37+0,09=0,46 Q

NB : Le choix du triangle BCD est arbitraire, on peut aussi prendre le triangle ACD.

——
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CHAPITRE 4

LES QUADRIPOLES

5.1) Définition

Un quadripéle est un composant ou un circuit a deux entrées et deux sorties, qui
permet le transfert d’énergie entre deux dipdles, donc un organe de transmission. On
distingue deux types de quadripoles :

P Les quadripoles actifs : s’ils contiennent en plus des éléments R, L, C, des sources
liées.
» Les quadripoles passifs : s’ils ne contiennent que des éléments R, L, C.

5.2) Représentation

I

U Quad

Figure.5.1

5.3) Convention de signe

5.3-1) systeme récepteur

Le courant I» circule dans le quadripdle selon I

Y

le sens entrant, la tension U; positive tend a faire U,

circuler le courant dans le quadripole . Ce systéme

convient parfaitement bien pour certaines études :

Figure.5.2a

Tubes a vide, transistors.

5.3-2) systeme générateur

Le courant I> circule dans le quadripole selon I I
1 2

Le sens sortant, la tension U> positive tend a faire ¢

Y
>
I

circuler le courant en dehors du quadripdle. U, [ Quadri U,

En revanche ce systéme convient pour 1’¢tude des

filtres ou les quadripdles sont branchés en cascade.
Figure.5.2b
5.4) Grandeurs caractéristiques

Le quadripdle est un organe de transmission de signal entre les grandeurs
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caractérisant ce signal a I’entrée, ¢’est-a-dire Uy et Iy, et les grandeurs caractérisant ce
signal a la sortie c’est-a-dire Uz et I. Il suffira d’étudier d’une part les grandeurs
caractérisant ce signal a D’entrée, c’est-a-dire la tension d’entrée U; et le courant
d’entrée Ii, d’autre part les grandeurs caractérisant ce signal a la sortie, c’est-a-dire la
tension de sortie U; et le courant de sortie L.

Donc les grandeurs caractéristiques d’un quadripdle sont :
Uy, L1, Uz et L.

5.5) Paramétres d’un quadripoéle linéaire

Si le quadripdle est linéaire, les quatre grandeurs Uy, I, Uz et I, sont liées par
des relations linéaires, c’est-a-dire que, si I’on choisit deux de ces grandeurs comme
fonctions et les deux autres comme variables, chaque grandeur fonction sera reliée aux
deux variables par une relation linéaire.

Exemple : Choisissons Uy et Uz comme fonction, I; et I comme variables. Si le
quadripdle est lin¢aire chaque grandeur fonction sera reli¢ée aux deux variables par une
relation linéaire. Nous pourrons alors a priori écrire :

U=%L+%:1L

U=%2L1+%2:1;
Les coefficients 311, $12, 921 et §22 constituent un groupe de quatre parameétres du
quadripole. Si nous avions fait un autre choix des deux grandeurs fonctions, nous
aurions obtenus un autre groupe de quatre parametres, mais un groupe quelconque
suffit a préciser le role d’un quadripdle.
Notons que la détermination de ces parameétres est en général, aisée et peut méme
résulter des mesures sans qu’il soit nécessaire de connaitre la structure du quadripdle.
Il existe six groupes de parametres.

5.5-1) Les six groupes de parametres

Un quadripdle est caractéris€ par quatre grandeurs liées par des relations
linéaires de telle sorte qu’il existe six possibilités d’exprimer deux de ces grandeurs en
fonction des deux autres. Il y a donc six groupes possibles de quatre parameétres

(Tab.5.1).
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TABLEAU 5.1

Vari ¢ - , . o .
Fonctions | - Equa(til(?nfldu Ecriture matricielle Appellation
ables HUAdHPOIE matricielle
Ui I Ui = 311 L+ 312 I Ul _ 311 312 l]_ 311 312] —
o ¢t 1 U=%uli+3nlh [Uz] - [321 322] lz] 321 322
U: Iz matrice impédance
Ii Ui Li=yn U1+ y2 Uz I, Vi Viz][Uy [Y11 YIZ] _
et et L=y Ui +y» U2 []2] ~ lyz Yzz] [Uz] Y21 Y22
L Uz matrice Admittance
U L Ur=hu i + hi2 Uz U;] _ [hyy hyp][L [hll h12] _
et et L=hxuli + h2 U; [Iz] - [h21 hzz] [Uz] hy;  hy,
I U2 matrice Hybride
Ii Ui 811 812
ot ot L=gulU+gnlh I,]_ (811 812][U; [g21 gzz] =
Uz=guUi+gnl U,| (821 gzz] I, : g
Uz L matrice Hybride
inverse
Ui U2 _ A B _
of ot Ui=AU:-BLz IIJI]=[A B”UIZ] C D
I -L L=CU:-DL 1 ¢ DIl matrice Transfert
(Chaine)
e L ) ) A’ B’] ~
ot ot sz A, Ui - B’ I [liIZ] _ A” B:] [Ull] ¢ pl~
I ., | =€ U-D’L 2 ¢ DI~ matrice Transfert
inverse

5.5-2)Nature des paramétres

La nature de chacun des parametres peut étre facilement déterminée a partir des

U

= 1—1 , pour I»=0. % est donc 'impédance d’entrée du quadripdle pour la
1

¢quations du quadripdle.
Exemple : En se reportant a I’équation Ur =311 I1 + §12 I, on voit que :

sortie ouverte ( Zz =o).

——

De fagon générale, les parametres 3, y, h et g sont des fonctions de transfert direct ou
inverse du quadripdle pour des valeurs particulieres de Z» ou de Zi (fig. 5.3a),

(fig.5.3b), (fig.5.3c) et (fig.5.3d). Les parametres A, B, C,D et A’, B’, C’, D’ sont
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des inverses de fonctions du quadripodle.

Le tableau 5.2, indique la nature physique de parametres les plus utilisés, a savoir les

parametres 3, y, h, g, A et B.

TABLEAU 5.2
Définition Nature Conditions de mesure
Paramé
tres Val Impé Admitt Amplifi ) )
eur pour quand d:g:; 1ttance cation Entrée Sortie
3 Uy /l1 1L=0 Z2= 0 d’entrée ouverte
de trans-
30 U, / Li=0 Zi= o fert ouverte
I, inverse
de trans-
520 | U, |0 | 2 fert direct ouverte
1
322 U, /lz L=0 7= de sortie ouverte

I _ _ ,
Lo Yy, | U= 7>=0 d’entrée C.C.
inverse
hiz I /Uz ILi=0 Z1=o0 de ouverte
tension
directe
h2 I h Uz=0 Z2=0 de C.C.
i courant
ha: I, /U Li=0 Z1=0 de sortie ouverte
2
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U
B Yop, | U0 | Z2=0 B=-1/

I _
e Yy, |B=0 | Z=e c=12,,

D I - - - _1
1/_12 U2=0 7:=0 D= /h21

C.C. : abréviation de < court-circuit >

I &
UII . 74| U2
A
Figure.5.3a
I 1
—_— <
Uil 7, Uz
Figure. 5.3¢ Figure.5.3d

5.5-3)Relations entre les paramétres d’un groupe et ceux d’un autre groupe

Soit un quadripdle défini par les deux relations suivantes aux impédances :

Uir=3u i+ %1, Uz=9%2aLi+%201;

A partir de ces deux relations, on peut chercher a exprimer I; et I en fonction de U et
U,. Il vient :

322 312 321 311
ll:A Ul—A UZ ; 12=—A U1+A UZ
3 3 3 3

. ) 3 3
Az est le déterminant de la matrice [3] = 3;1 322] avec A3= 311922 — 3123521.

En comparant avec les relations aux admittances, il vient :

j— Sﬂ . —_— Zﬁ ° — _ 32_1 ° _ &
Y11 Az s Y12 Az s Y21 Az s Y22 Az
[ 50



Il est possible de trouver ainsi les relations entre les parametres d’un groupe
quelconque et ceux d’un autre groupe. Le tableau 5.3 résume les résultats obtenus en
ce qui concerne les quatre groupes les plus utilisés. Dans ce tableau, Ay représente le
déterminant de la matrice [y], et An celui de la matrice [h].

TABLEAU 5.3

5.5-4)Cas des quadripdles passifs

Alors qu’il faut un jeu complet de quatre parametres pour caractériser un
quadripole actif, il suffit de trois parameétres pour caractériser un quadripdle passif.

En effet, une source de tension U placée a I’entrée d’un quadripOle passif
produit dans la sortie court-circuitée un courant I =yz; U.

La méme source de tension U placée a la sortie d’un quadripdle passif produit

dans I’entrée court-circuitée un courant I; =y, U.
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Or, puisque le réseau est passif, le théoreme de réciprocité peut étre utilisé et

donne I, =I1. Il en résulte que :

312=%21 ; yz=y21 ; hz=-hy et AD-BC=1

Il en résulte donc, que tout quadripole passif sera défini par trois parametres, et pourra
étre représenté par un schéma équivalent comprenant trois (3) impédances ou trois (3)
admittances.

5.5-5)Cas des quadripdles passifs symétriques

Un quadripole passif est dit symétrique lorsqu’on peut permuter ses bornes
d’entrées et ses bornes de sortie sans que les €équations caractéristiques soient
modifiées.

Pour un quadripdle symétrique, il n’existe que deux parametres indépendants. En
particulier,

11=%2 3 yu=y2 ; A=1 ; A=D ]

5.6) Représentation des quadripdles passifs

Tout quadripdle passif étant défini par un groupe de trois parametres peut tre
représenté par un schéma équivalent comprenant trois impédances (ou admittances).
Deux représentations sont alors utilisées :

» La représentation en T, appelée aussi étoile.

P La représentation en Il (pi), appelée aussi triangle.

5.6-1) Représentation en T ( étoile )

I I La représentation en T est particulierement

Commode si le quadripdle est défini par ses
parametres en 3.

Les équations du schéma en T sont:
Figure.5.4 Ui=(Zat+tZ) i + Z: I

Uy =Z L+ (Zn+Z) 12

L’écriture matricielle de ce systeme d’équation s’établie comme suit :

(Ul) _ (Za + Z, Z. ) (ll)
U,) Z. Zy, + 7. \I,
Les équations du schéma en T Comparées aux relations de définition des parametres

en 4§ montrent que le schéma en T est équivalent au quadripdle si :
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[Za=311—312; Zb=%2—%215 Ze=%12= %21 avec 312=321]

Notons que :
ASZ(Za'i'Zc) (Za+Zc)' Zg =ZaZb+ZaZc+Zch.

5.6-2) Représentation en II ( triangle )

La représentation en Il est particulierement utilisée quand le quadripdle est

défini par ses parametres en'y.
LUl Y .U, I

U Figure.5.5

Uo Uo

Les équations du schéma en I1 sont d’apres la loi des nceuds :

L=L+I ILi=Ya(Ui—Up + Y (Ui —Uy)

=

L=I-1 L=Yy, (U2z-Up)-Yc (Ui -1y

I]=(Ya+Yc)U1—YcU2
( Sachant que Up=0)
L=-Y. Ui+ (Yp+Yc)U;

Comparées aux relations de définition des parametres en y, elles montrent que le

schéma en II est équivalent au quadripdle si :

[ Ya=yu+tye; Yo=y2+yau; Ye=-y2=-yu ]

5.6-3) Passage d’une représentation en T a une représentation en Il

C’est ’équivalent de la transformation étoile-triangle. Soit un quadripole dont on
connait le Schéma équivalent en T, ( fig .5.6 ). ses parametres sont connus :

Za =Yl IZ
a
7 = 1 Figure.5.6
b Yy Uz
,_ 1
c YC
( |
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On se propose de déterminer son schéma équivalent en IT (fig.5.7).

Figure.5.7

Les inconnus sont donc Yy , Y}, et Y.

Le passage d’une représentation en T a une représentation en I1 nous impose un rappel
sur I’inverse d’une matrice (voir appendice).

Le passage du quadripdle en T vers le quadripdle en I1 s’établie comme suit :

D’abord donnons la matrice admittance [Y]du quadrip6le en T. Pour cela calculons la

matrice inverse de ce quadripdle. On a la matrice impédance du quadripole en T :
(L, + I, Z. )
@n=("7" 7,70,

Alors I’inverse de la matrice [Z] est :

1 (7, +1Z —Z
-1 _ R b [ c
@i == ("5 4 1%)

ou Az =ZaZy + Ll + InZ,,

et la matrice du montage en IT est :

Y, + Y, -Y,
(YI)H — ( a_ , C , C ,)
Y, Y, + Ye
L’équivalence entre les deux schémas sera établie si et seulement si
( , , Zb + Z
Y, +Y. = MC
1 12 ZC
Yir=Vlg=4{ Y=3
/
Z,+7Z,
Yl Yl —
L b + c AZ
I1 vient :
Y = Zb _ Zb _ YaYc
A L Zy+ZZA+TZI, Y.+ Y, + Y,
Y = Za _ Za _ YbYc
PNy ZZy+ZZ ATZ, Yo+ Y+ Y.
Yé Zc Zc YaYb

T, ZZp+Z 2 +ZyZ. Y, +Y,+Y,

——
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5.6-4) Passage d’une représentation I1 2 une représentation T

C’est I’équivalent de la transformation inverse triangle- étoile. Soit un quadripdle

dont on connait le schéma équivalent en II, ( fig .5.8 ).C.a.d. ses parameétres sont
1 , 1 1

° Yb —

I 9
Za

connus: Y, =

Figure.5.8

Figure.5.9
Les inconnues sont cette fois-c1: Za, Zb o Zc.
La matrice admittance de la représentation en I1 est donnée par :
Yy, + Y. Y,
n _ (YatYe Y ) 1_n | By Ay
(Y)“_( Y. Y, +Y! = (7" = (Z0n = Y, Y.+Y!
Ay Ay

Ou Ay =YY, + VoY + Y Y,
On rappel que la matrice du schéma en T est :

_ Z,+Z. Z. )
(Z)T‘( Z. I +1Z

Le principe du calcul est le méme que le précédent. L’équivalence entre Il et T

s’établie lorsque (Z')g = (Z)g. Il vient alors :

( Yy, + Y.

Z,+Z.= A’YC
YI
[Zln=[2Zh={ Zc=x
Y

Y, +Y!




On aura finalement :

ff_ﬂ_ Y, uuﬁ\

o= = =
TN YY) L+ T+ ZL

Y, Y; ZyZ
Zb=_= =

A, YV YL+ YYD I+ 7L+ 7L
7. Y, Y, Z.Z,,

\¥=E=n%+nm+%w=u+%+%/

5.7) Représentation des quadripdles actifs

Lorsqu’un quadripdle actif est défini par un groupes de quatre parametres, on
peut essayer de trouver un schéma équivalent a ce quadripole. C’est-a-dire un schéma
comprenant des impeédances (ou des admittances), et des sources liées dont le
fonctionnement soit régi par les mémes équations que le quadripole. La connaissance
de ce schéma é€quivalent est particulierement utile lorsque le réseau réel n’est pas
connu et que la détermination des parameétres résulte de mesures. Il importe de noter
que les é¢léments du schéma équivalent ne sont pas forcément physiquement
réalisables.

5.7-1) Représentation a deux sources liées

Les schémas équivalents a deux sources liées résultent directement des équations
définissant les paramétres impédances (fig.5.10a), les parametres admittances

(fig.5.10b), et les parametres hybrides (fig.5.10c).

P I L > —1;
322
T321 I U Uiy y”UZl@ @ly“ Ut Byz |02
(b)
— I
hyy
C
Ul h12 UZT @lhﬂ Il hzz U2 ( )
Figure.5.10
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5.7-2) Représentation a une source liée

I1 est parfois plus commode de transformer le schéma a deux sources, (prenons le cas
de la figure.5.10b), en un schéma a une seule source, mais comprenant alors trois

admittances (ou trois impédances) au lieu de deux (fig.5.11).

A A A A
U Transformation
Ui| yu )’12Uzl y21Ui | —>|y
22 Y 'mU1
y
Figure.5.10b Figure.5.11

Ecrivons les équations paramétriques des deux schémas représentés par les figures,
5.10b et 5.11. Pour cela reprenons la figure.5.10b. Les équations du schéma de la

figure.5.10b, et d’apres la loi des nceuds sont :

1’ ” Il Ié’
oy 1}
L=+ AR ylez yz1U1 v |02 Figure.5.10b
L=1; +1I

{11 =y11U1 +y12U2
I =y21U;1 +¥22U;

Soit :

Les équations du schéma de la figure.5.11 d’apres la loi des noeuds sont :

{11 =1 +1j {11 = (Y, + Y)U; — Y. U,
! r ﬁ !
IZ = 12 + 12 lZ - 12 + YmU1

Mais: I, =I3—1I, = =Y.U; + (Y, + Y.)U,

Il en résulte donc les équations qui régissent

Fi 5.1
le schéma de la figure.5.11 sous leur forme finale : BT
I = (Ya + Yc)Ul - YU,
I; = (Y — YUy + (Y + YU,
I; = y11Us + y12U2 I; = (Yo + YOU; — Y Uy
et équivalent a Si:
I; = y21U; +y22U; I; = (Y — YUy + (Y + YU,

——
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yir = (Ya +Yo) Ya = Y11 t V12
yiz = =Y — ) Yo =V¥22 T V12
Y1 = (Y, — Yo) Yo = V12
V22 = (Yp + Yo) Yim = Y21 — Y12
5.8) Association des quadripdles
5.8-1) Association en série
Relations caractéristiques de 1’association : I, = Ii Jé =D
A AT S A A
S u; 2 o
L=1=1I
U —_ UI 14} ! n
et us —up 1) = u) = () * (o)
U, =U; + Uj U U, U;
. . . U] I Ui : U
Equations du quadripdle Q’ : (U’l) =(Z") (l’1> Figure.5.12a
2 2
- . CA X Ulll " I,1,
Equations du quadripole Q’’ : ( ,,) = (Z )( ,)
U; I;
Donc I’équation de I’ensemble est : Uy uy
Iy

() =@ ) e i)
Ou bien encore : (g:) =(Z") G;) +(Z") (::

@) =@Z)+@")

I

Il vient :

)= (u) =@+ @n(y)

La matrice d’impédances équivalente a 1’association de deux quadripoOles en série est
¢gale a la somme des deux matrices d’impédances des quadripdles élémentaires.

Condition de validité :

Pour obtenir le résultat précédent, nous avons supposé
implicitement que les courants sortant par les bornes

inférieurs de Q’ (coté entrée et coté sortie

mémes que les courants entrant parles bornes supérieures
de Q”’, soit I et I;. Or ceci n’est vrai que si certaines condi
tions de GUILLEMIN , sont satisfaites . Nous n’entrerons
pas dans le détail mais il faut noter que ces conditions sont
toujours satisfaites dans un cas extrémement fréquent: celui
d’un chemin d’impédance nulle (bornes inférieures de Q’et
bornes supérieures de Q’’ court-circuitées) (fig.5.12a”).

——
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5.8-2) Association en parallele

i Relations caractéristiques de I’association :
u: U, =U; =U7 ot {11 =1 +1
U2=U,2=Ué’ IZ=I£+I£,
Il 12 I I/ ln
() _ 1 1
Soit : (12) = (Ié) + (lé’)
U Figure.5.12b Ul o inole O’
gure.o. Equations du quadripdle Q’ :
I\ _ v Ui)
Ly (IQ) =) (Ug
U Equations du quadripole Q’’ :
1
I,1, _ " Ulll>
(1’2’) = )(U’z’

Donc I’équation de I’ensemble est :

(1) = 0 () + 0 (1) = o () + 00 () = o+ e ()

Il vient : (Y) =(Y')+(Y")

La matrice d’admittances équivalente a 1’association de deux quadripdles en parallele
est égale a la somme des deux matrices d’admittances des quadripdles élémentaires.

5.8-3) Association en série-paralléle

Relations caractéristiques de 1’association : L =1
{ ll — l:,l — l:,l, {Ul — U:’l + U:,l, A ’A'
U, = Uj = U} =1y +1; U
(-
Soit : (12) = (lé + Iy
U [ Ui Figure.5.12c
Equations du quadripole Q’: ( ,1) = (h') ( 1,)
I; U;
14} 14} I”
, . . U I 1
Equations du quadripdle Q’’: (I’}) = (h") (Ul”) 7y
2 2 ’
Ui

Donc I’équation de I’ensemble est :
U1 _ I 1,1) " (Illl)_ ’ (11> " (Il)
(1)) =@ (1) + @ () = @ () + @ (g,
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(Iljzl) = {(h) + (h")} (II;Z) 1l vient :
(h) = (h') + (h")

La matrice hybride directe équivalente a I’association en série-parallele de deux
quadripoles est égale a la somme des deux matrices hybrides directe des deux
quadripdles €lémentaires.

5.8-4) Association en paralléle- série

Relations caractéristiques de 1’association :

<HR {12=1;=1;' ; {11=1'1+1'1'
u; U =U; =Uy U, =U; +U;
) l ll III
713 soit : (Ul) = (Ul’) + (Ul”)
2 2 2
U Us Equations du quadripole Q’
I3 ~ (U3
y (U12> = (&) (1’21)
1 ’
' Ng Equations du quadripdle Q”’
UII U” l” . UII
! z (Ulll) = (g )(II})
2 2

Donc I’équation de I’ensemble est :

(o) =@ (1) + @ (1) = @ (1) + @ (1) = e+ @ (1Y)
11 vient : (g =(g)+(g")

La matrice hybride inverse équivalente a 1’association en parallele- série de deux
quadripoles est égale a la somme des deux matrices hybrides inverses des deux
quadripoles élémentaires.

5.8-5) Association en cascade

! n
Il = Ii IZ Il

A A
U, = U; Q 2 U, Uy

Figure.5.12¢

Relations caractéristiques de 1’association
{Ul =U; {Ué =Uy {UZ = Uy

L =1 L=-I{ " (L=

'
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Equations du quadripdle Q’ ; Equations du quadripdle Q”’
Ui\ _ .., U’z) (U'{)_ " (U'z')
()= (5 y )=
. U U ) U U; U,
Equations de I’ensemble : ( 1) = (t)( 2 ) Mais : ( 1) = ( ,1> = (t')( 2/)
I -1, I3 I -1,
UI UII UII
Sachant que : ( 2,) = ( ,}) = (t")< 2,,)
_12 Il _12

U, 04 U )
Alors en remplacant ( IZ’) par (t") ( IZ”) dans (I 1),on obtient :
—Iz —I2 1

(1) = (%)

U// U U — UII
En tenant compte de : ( 2,,) = ( 2) vu que { 2 ,,2,
_IZ _IZ IZ - IZ

il en résulte donc :
()= o (5)-o(5)

M) = @) x ")

La matrice transfert ( chaine) directe équivalente a I’association de deux quadripoles

Finalement :

en cascade est égale au produit des deux matrices transfert directes des deux

quadripoles €lémentaires.

5.9) Fonctions du quadripole linéaire

Par analogie avec les fonctions de réseau, on définit les fonctions de transfert du
quadripole, chacune d’elles étant le rapport entre une réponse et une excitation. On
peut alors distinguer :

» Les fonctions de transfert direct correspondant a une transmission d’énergie de
I’entrée vers la sortie (excitation entre les deux bornes d’entrée et réponse entre
les deux bornes de sortie ).

» Les fonctions de transfert inverse correspondant a une transmission d’énergie
de la sortie vers I’entrée (excitation entre les deux bornes de sortie et réponse
entre les deux bornes d’entrée).

5.9-1) Fonctions de transfert direct du quadripole

Le quadripdle est a volonté considéré comme excité par une source de tension U

——
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créant a ’entrée un courant I; (fig.5.13a) ou par une source de courant I; créant a

I’entrée une tension U (fig. 5.13b).

I
—

Ui

Figure.5.13a Figure.5.13b

Les fonctions de transfert direct sont alors les suivantes :

U
» Impédance d’entrée du quadripdle : Z, = I—l .
1

I
» Admittance d’entrée du quadripdle : Y, = U_l .

1
Diverses fonctions de transfert directes, dont la définition et la nature sont indiquées

dans le tableau 5.4 :

TABLEAU 5.4
Source Tension Uj Courant Iy
Réponse cherchée Tension U, Courant I Courant I Tension U,
I U
Fonction de A _U Y. _L Aq =2 Z, S
. dU - U tqg — U 1 Il d Il
transfert direct du 1 1
quadripdle Amplification Admittance de Amplification Impédance de
ditecte en transfert directe directe en transfert directe
tension courant

5.9-2) Fonctions de transfert inverse du quadripole

Le quadripdle est a volonté considéré comme excité par une source de tension
U créant en sortie un courant I (fig. 5.13c) ou par une source de courant I> créant en
sortie une tension U> (fig. 5.13d).
Attention ! I’entrée doit étre fermée sur 'impédance interne Z; du générateur, qui
constitue dans ce cas la charge du quadripole.

I; <_Iz I;

Ui\l Z: U Z:§|U;
Figure.5.13c Figure.5.13d
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Les fonctions de transfert inverses sont alors les suivantes :

. : - Uz
» Impédance de sortie du quadripdle : Z; = A
2
I
» Admittance de sortie du quadripdle : Y = U_l .
2

Diverses fonctions de transfert inverses, dont la définition et la nature sont indiquées
dans le tableau 5.5 :

TABLEAU 5.5
Source Tension U, Courant I
Réponse . :
i Tension Uj Courant I Courant I Tension U;
cherchée
Uy I4 I4 Uy
Fonction de Aw =1y, Yu =y, Ay =1, Zu=7,
LRI 11?V?rse Amplification Admittance de Amplification Impédance de
du quadripole . . . .
inverse en transfert inverse inverse en transfert inverse
tension courant

5.9-3) Calcul des Fonctions du quadripdle

Dés qu’un groupe de quatre parameétres du quadripdle a ét€¢ déterminé et que la
valeur de la charge est donnée, le calcul des fonctions du quadrip6le est immédiat.
Supposons par exemple que la source excitant le quadripole soit la tension Uj. Les
trois autres grandeurs caractéristiques sont les solutions de trois équations lin€aires, a
Savoir :

- Les deux relations linéaires caractéristiques du quadripdle ;

- Larelation Uy =-2 I».
Toutes les grandeurs caractéristiques étant connues, les fonctions du quadripdle le sont
¢galement.

5.10) Intérét pour la détermination des fonctions de réseau
5.10-1) Définition et nature des fonctions de réseau

Ces fonctions sont relatives a la source réelle, qui peut a volonté Etre considérée
comme une source de tension E; (tension a vide du générateur) (fig.5.14a) ou comme

Eq o
une source de courant J; = 7. (courant de court-circuit du générateur) (fig.5.14b)

I I D L L
A
VA
Ui ZZI Uz J1€9Y1 Ui Zzl Uz
E1
Figure.5.14a Figure.5.14b
(e}



On définit ainsti :

. . Eq
» Une impédance d’entrée vue de la source de tension : Z; = T

» Une admittance d’entrée vue de la source de courant : Y, = Ou
1

Diftérentes fonctions de transfert de réseau, dont la définition et la nature sont

indiquées dans le tableau 5.6 :

TABLEAU 5.6
Source Source de tension E; Source de courant J;
Réponse . g
p ) Tension U, Courant I Courant I, Tension U,
cherchée
U, I, I, U,
Fonction de rE, L ], T,
transfert . . . . . ,
an,s FHe Amplification Admittance de | Amplification en | Impédance de
reseau en tension du transfert du courant du transfert du
réseau réseau réseau réseau

5.10-2) Calcul des fonctions de réseau

Si les fonctions directes du quadripOle sont connues, le passage aux fonctions
de réseau est immédiat puisque nous disposons en plus de la relation
Ei=Ui+Zi1h......... (1)
Ou, ce qui revient au méme, de la relation :
Ji=Lhi+Y1Un........ (2)
Le calcul de Z, en fonction de Z. et Z; ainsi que le calcule de Y, en fonction de Ye et
Y s’effectue comme suit :

en divisant la relation (1) par I; :

E, Uy )
—=—+Z,=Ze=Z.+1Z,
L L

et en divisant la relation (2) par Uy :
Ji L4 )
U_1=U_1+Y1 $Y9=Ye+Y1

Les autres fonctions de réseau s’obtiennent implicitement en fonction des impédances

et admittances d’entrées de la fagon suivante :
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U
r E E1 ] E1
1 /U1 /U1
E U Z Z Z.+7Z
f*ﬁf+znf_1+ul =1+§= ~ !
1 1 1 1/I e e
1

Yy
ouencore Yy =Y, (—)

Y. + Y
ISP S U N G S U
LA ]1/11 | 1, +I\1(1U1 d 1+Y1ll]—11 d
A, =g | — | =8 ()
1+ 0 Y. +Y,

Up : 1 :
Sachant que .- Z. et bien entendu Z, = v A\, peut s’€crire encore :
1 e

Y, 7,
Ar, = Aq, (Ye n Yl) = Aq (21 n ze)

L’impédance de transfert de réseau se calcule également :

U,
7, =2 Al—z SN A (R S
t, — - - & - &t - &t
r ), al I; +Y;U, d Uy d
/11 5 1+Yi T
Il vient alors :
Z z( Ye ) bi Z z( Ly
= —— (0) 1eNn encore = ——
=ty 1y, Y W Malz, + 2,

Tableau récapitulatif des fonctions de réseau
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=% (737)
Ay, = A ( Z. ) Tz + 2,
Ur = Tdu\z, + 2, Y,
Y, Ytd(Y +Y1)
e

Zq
Al = Ay (Ye+Y1) ou encore Ap = Ay, (Z1+Ze)

Zq
Z, =1, (Ye+Y1) ou encore Z, =1, (Zl+Ze)

5.10-3) Cas particulier intéressant, attaque du quadripole en tension ou en

courant

Selon les valeurs respectives de I'impédance interne Z; du générateur et de
I’impédance d’entrée Z. du quadripdle, deux cas limites peuvent se produire :
1°cas: Z; K Z,
Dans ce cas U; = E;; on dit que le quadripdle est attaqué en tension. On voit
immédiatement que :

Ze %1, Ay = Ag, et Yy = Yy,
Dans le cas d’une attaque en tension , ces trois fonctions de réseau  se
confondent avec les fonctions de transfert du quadripdle, ce qui en simplifie
¢videmment le calcul.

2°M cas: Yy < Y, ce quirevient au méme, Z; > Z, .
Dans ce cas I; = J;; on dit que le quadripdle est attaqué en courant. On voit
immédiatement que :

Yo=Y, A ~AqetZ =17,

Ces trois fonctions de réseau se confondent avec les fonctions de transfert

correspondantes du quadripdle.

CHAPITRE 5
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LES FILTRES

6.1) Classification des filtres

Un filtre est constitu¢ par un ensemble de quadrip6les congus de facon a
transmettre d’une manicre sélective une bande de fréquences. Un filtre idéal comporte
donc une ou plusieurs bandes passantes, a I’intérieur desquelles les signaux sont
transmis sans affaiblissement, et une ou plusieurs bandes atténu€es, a 1’intérieur
desquelles les signaux sont étouffés.

Sous sa forme idéale, un filtre est un quadripdle sans pertes et par suite sans
résistances, c¢’est un organe a qui on demande d’assurer la sélection désirée de la bande
passante.

En effet, la présence de résistances provoquerait une diminution uniforme de
I’intensité pour les différentes fréquences, ce qui est contraire au but poursuivi.

Le filtre idéal devrait permettre le passage sans affaiblissement (gain unité) des
tensions comprises dans une certaine bande de fréquence que 1’on appelle bande
passante. En dehors de la bande passante, le gain devrait étre nul. On distingue alors
quatre sortes de filtres :

¥ e filtre < passe-bas > :

Bande passante 0 < f < f. ; bande atténuée f. < f <oo (fig.6.1.a).

*le filtre < passe-haut >:

Bande passante f. < f <o ; bande atténuée 0< f < f. (fig.6.1.b).

*Le filtre <passe-bande > :

Bande passante fe1 < f < fe2 ; bandes atténuées 0 < f < fe1 et fo2 < f <oo (fig.6.1.c).
*Le filtre <coupe-bande > :

Bande passante 0 < f < fa et fo<f<oo; bandes atténuées fo1 < f < fe2 (fig.6.1.d).
AG AG AG AG

L L

0 fc j'r 0 fc ]V( 0o fcl fc2 } 0 fcl fc2 f
Figure.6.1.a Figure.6.1.b Figure.6.1.c Figure.6.1.d

6.2) Impédance caractéristique

Le quadrip6le (en T ou en m) ne peut réaliser qu’un filtre de bande tres
imparfaite. Aussi a-t-on pensé a brancher en cascade plusieurs de ces quadripoles
identiques. Proposons-nous alors de rechercher si I’'impédance d’entrée Z. d’un de ces
quadripdles peut étre €gale a I’impédance Z. du récepteur. En effet, s’il en est ainsi,

I’affaiblissement du courant obtenu avec n quadripdles, sera n fois plus élevé que
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I’affaiblissement obtenu avec un seul. On pourra donc obtenir I’affaiblissement que
I’on voudra en utilisant un nombre convenable de quadripoles.

Déterminons la valeur de Z.. Pour cela nous supposons, pour simplifier, que les
quadripdles sont symétriques, alors on peut écrire Ze = Z. = Zx, et nous adoptons pour
les courants et les tensions les sens indiqués sur la figure.6.2 : systéme récepteur pour

I’entrée d’un quadripdle, systeme générateur pour la sortie.

Figure.6.2

La décomposition en deux mailles indépendantes nous permet d’écrire les relations
suivantes :

Z,
U1 == (? + Zz) 11 - Zzlz

Z,
—U2 = _ZZII + (? + Zz) Iz

Posons :

Z U1=All_ﬂlz
A=?1+Z2 et Q=72Z, onaura
U2=911_Alz

Du moment que Z. = Z. = Zx, on peut écrire :

Ui=Zkli et U=Z7ZxD.

Il vient :
U1=A11—QIZ=ZK11 ...... (1)
UZZQII—AIZZZKIZ ...... (2)
d’ou:
I
I
I
Iy =Q 2 — A (4)
I

Par ¢limination du rapport L entre les relations (3) et (4) on aura :
p I,

——
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L A-Zx L, Q

= = =
I, Q I, A—Zg

()=

I
Injectons 1—1 dans (4) on obtient :
2

(4)=>zK=9( )—A:ZK(A—ZK)=92—A(A—ZK)

A—Zy

Z:2 = A2 — Q% donc: Zg =+/A%2— Q2

Ze = |Z.Z (1+Zl)
K — 14&2 4Z2

Quand DI’impédance du récepteur a cette valeur, on dit que c’est I’'impédance

Soit :

caractéristique ( ou itérative).

- Déterminons Zx dans le cas ou on a le schéma d’un quadripdle en 7.
I

Figure.6.3
Equations du quadripdle pour ’association de quadripdles en cascade :
Ui=AU+BL
ILi=CU;+D1I

Les coefficients A, B, C et D sont les paramétres de chaine. L’ impédance d’entrée Ze
d’un quadripdle quelconque chargé avec une impédance de charge Z. est donnée par

les équations suivantes :
Ze 11 = AZCIZ +B12

AZ.+B
=L =Cz.+D
I,=CZJ, +DI, ct
Lorsque le quadripdle est symétrique on a :
Ze=Z.=Zx ot A=D:don: Zy =X L cz2 =0z 8
e =1Lic= = ; : =—m—— — = e = —_
k€ o BT Czg+D K K= ¢

- Détermination des parameétres de chaine A, B, C et D, en fonction des

paramétres admittance du quadripéle en TT.
Z,




Equations du quadripdle en T :
I; = (Y, + YOU; — YUz
I, =Y.U; — (Yp + YU,
On bascule vers les équations décrivant la matrice chaine, en exprimant les deux

grandeurs fonctions Up et I1, en fonction des deux variables U; et I, et on obtient :

U _(Yb+Yc)U +11
Y,Y, Y, +Y,
11:(;C +Ya+Yb>U2—( “YC °>12
Sachant que :
V=¥ = 2t Vo= L dune part Bo b=z, 0 €= a2y, =t
a= b T oz, 0 e T g, CUIEPAL BT T AL Ty “_L<Z_1+1)
Zy\41Z,

d’autre part, il vient :

6.3) Détermination des fréquences de coupure (quadripole en T)

Le filtre étant supposé sans pertes, A et  sont des imaginaires purs, on peut donc
poser: A=ja et Q=jb

a et b sont des quantités réelles positives dans le cas des inductances, négatives pour
les condensateurs.

U
Appelons gain le rapport (On lui donne également le nom de coefficient
1
U
de transmittance ou de (fonction de transfert), et affaiblissement le rapport
2

,oy . Ui =721, _ L
D’apres les relations (1) et (2) ona: U, = chz} = F = /12.
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Reportons cette valeur dans (4), il vient :
Z

+ — =
Q

On peut distinguer deux cas :
1 cas : a?<b? (soit —1 <3/ <1).

On peut poser 3/, =cos@ etl’ona: F=cosq +jsing = etl®
b

Soit : I1=Izzi(P

Pour les fréquences comprises dans ce domaine (—1 < a/b < 1), les intensités a la

sortie et a I’entrée du quadripdle ont méme valeur, seule la phase a changé.

28me cas : a2 >b? (soit |a| > |b|).

On peut poser a/b =cosh@ etl’ona:

F=coshg +jsinhg =e*® =m soit:

Le courant de sortie est en phase avec le courant d’entrée mais son amplitude a
diminué. En définitif, la bande passante du filtre est définie par le domaine suivant :

-1<3/, <1 ]

A Dlintérieur de la bande passante, ’intensité conserve sa valeur mais sa phase
varie, a ’extérieur de la bande passante I’intensité diminue mais sa phase ne
varie pas.

Ainsi, en choisissant un nombre convenable de quadripéles est-il possible de réaliser, a
I’extérieur de la bande, 1’affaiblissement désiré. Si 1’affaiblissement d’une cellule est
my = e?, pour n filtres, il a pour valeur m = e"?.

6.4) Applications
6.4-1) Filtre passe bas

Il est constitué par deux inductances en série,

‘—W——’WM‘—' et par un condensateur en dérivation (fig.6.4).
L/ —r Y2 Appliquons a ce quadripéle la relation qui
définit la bande passante.
. - - —1<3/, <1
Figure.6.4 Lo 1 1 Ca LCw?
a=— == b=—a d’ou B=1_ >




w2

On a donc : -1<1- 1
Soit : [O <w< Z ]
VLC
C’est donc bien un filtre passe bas ; les pulsations de coupure ont pour valeur :
2
w; =0 et w,= \/ﬁ
6.4-2) Filtre passe haut
o I I - I I . Si I’on permute les Inductances et les capacités
2C 2C d’un filtre passe bas, on obtient un filtre qui
L bloque les fréquences basses, alors qu’il laisse
o o passer librement les fréquences €levées, ¢’est un
Figure.6.5 filtre passe haut (fig.6.5).
Déterminons sa bande passante :
a=—L+Loo' b=Lw dou —=1- 1
2Cw ’ b 2LCw?
Ona: _1<1_2LC0)2<1

_ 1
Soit : [2\/_<oo<00]

les pulsations de coupure sont :

1

W =Tr—=¢ctw, =
L7 2VICc 7P
C’est donc bien un filtre passe haut.

6.4-3) Filtre passe bande

Le filtre le plus simple est représenté par la

L L (fig.6.6).
/2 / 2 En effet, calculons sa bande passante:
Lw 1 1
a=———+Loo=—Loo—— etb = Lw
2 2Cw 2Cw
, . a 3 1
F1gure.6.6 d’ou : w0

On doit avoir alors la relation :
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_ 1 1
Soit : [m<w<m]

C’est belle et bien un filtre passe bande, dont les fréquences de coupure sont :

1 1
W = —— et W, =—
' V5LC ‘7 VIC
6.4-4) Filtre coupe bande L L
Le filtre coupe bande que nous nous | 1 |
proposons de définir sa bande passante, C 3L
est représenté par le circuit (fig.6.7).
-Détermination des fréquences de coupures : __C/ 3
Lw 1 .
- _ Figure.6.7
a"1—LCm2+3(L“ Cw) _a_,_ Lt =
1 b 3(LCw? — 1)?
b=3(10- )
Cw

La condition a I’aide de laquelle on peut définir la bande passante, est donnée par
I’expression :
LCw?

—1<1- <
3(LCw? — 1)?

1

Calculons les fréquences de coupures en utilisant tout d’abord 1’équation de gauche.

LCw? LCw?

1<1- = (LCw? — 1)% —
3cez 1z & LCe™ -1 6

Cette expression est de la forme : x? —y? = (x —y)(x +y)

LC LC
(LCw? —1) + /?w (LCw? —1) — ’?w > 0
LC LC
LCw? + ?w—l LCw? — ?w—l >0

Pour résoudre cette inéquation il faut que les expressions :

On aura donc :
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(LCoo2 + w\/Z: — 1> et (LC(»2 — w\/gc — 1) soient négatives ou positives

simultanément.
En se débarrassant des deux racines négatives, il nous reste les deux racines positives

représentant les fréquences de coupures.
. 0,81 2 LC
I1 vient alors : Wy = Jic pour { LCw* + P 1]1>0

1,22 LC
— 2 W —
Weq ic pour (LC(D s W 1) >0

solution de 1’équation de droite :

LCw? LCw?

— ———————————————————e <=> — ——————————————————
1 3(LCw2—-1)2 <1 3(LCw2-1)2 <0

Cette équation est toujours vérifiée quelque soit la valeur de .

L’intervalle de la bande passante ou 1’équation —1 < a/b < 1 est vérifiée, est donné

dans le tableau ci-dessous :

LC LC
Enposant: LCw? + /?w—1=‘P et LCw? — /?w—1=cb

Dans le tableau ci-dessous, on peut montrer le domaine délimitant les zones ou

Iéquation —1 <2/ <1 est vérifice.

0 081 122 +o0
VLC VLC
¥ - 0 + +
) - - 0 +
Y. P + (P - 0 +

Les intervalles ou le produit W. ® est positif, représentent la bande passante du filtre.

) . 081 1122
Donc I’intervalle de la bande passante est : we ]0 wive [U ] Jic o0 [ .

D’ou la nature du filtre : << Filtre coupe bande >>.
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DIAGRAMME DE BODE

C’est la méthode qui consiste a étudier la réponse du systeme en régime
sinusoidal par la représentation des courbes d’amplitude et de phase.

6.5) Courbes d’amplitude et de phase

Pour I’étude de la réponse en fréquence d’amplificateurs en cascade, chaine
d’asservissement..., on fait appel au diagramme de Bode qui est basé¢ sur la
représentation séparée en fonction de la fréquence des courbes d’amplitude et de
phase. Pour cela , nous allons raisonner successivement sur des systémes du premier et
second ordre.

6.5-1) Systéme électrique du 1 ordre

Considérons le circuit électrique (fig.6.8a).

En régime sinusoidal, on peut écrire avec les

" | U, R 1
notations complexes : — = =
P U; R+jLw 1+]L_(.0
R
On en déduit le gain :
R 14 . . . .
avec wo =T représentant la pulsation constante du circuit. Figure.6.8a

On peut alors représenter le systéme précédent (fig.6.8a)
sous la forme d’un bloc renfermant le gain G et

considérer que pour la sollicitation sinusoidale Uy

appliquée a I’entrée (fig.6.8b) la réponse en régime
harmonique est Uz = G Us. Figure.6.8b

Comme I’amplificateur comporte plusieurs étages, on a pensé qu’il était plus
intéressant d’exprimer le gain sous la forme d’un logarithme, ce qui permet d’ajouter

les gains au lieu de les multiplier, quand on désire obtenir le gain de I’ensemble.

U
Le gain en bels est égal au logarithme a base dix du gain G = U—Z :
1

En pratique le bel est une unité trop grande et on lui préfere le décibel. Pour éviter
toute confusion entre le gain en décibel et le gain proprement dit, nous les

représenterons respectivement par une petite et par une grande lettre.
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En définitif : ¢ =20 log G

6.5-1a) Courbe d’amplitude

On représente en premier lieu la courbe de I’amplitude (ou module) du gain en tension
en fonction de la pulsation o (fig.6.9).
On adopte pour 1’axe des pulsations une échelle logarithmique et I’on exprime le gain

en décibels, soit :

1 w?
g = 20log|G| = 20log—————~ = —10log|{ 1 + —
w2 /2 Wy
(1 + —2)
Wy

Pour obtenir avec précision cette courbe, on détermine d’abord ses asymptotes :

Pour les fréquences tres faibles lorsque o << mo on aura :

g = - 10 log(1) = 0. Ainsi I’horizontale d’ordonnée g = 0 constitue une premiére
asymptote.

Aux fréquences ¢€levées quand ® >> ®o on aura :

(.02
g = —10log (F) = g = —20logw + 20logw,

0

Ainsi la deuxiéme asymptote est :
g = —20logw + 20logw,
Pour ® =woonag=0. Pour ®=10wo on a g=-20 dB.
C’est une droite qui passe par les points de coordonnées (wo, 0 ) et ( 10 wo, - 20 ). Sa

pente ¢tant de — 20 dB/décade.
Z2A

Figure.6.9

6.5-1b) Courbe de phase

On peut avec la méme échelle que précédemment pour la pulsation, représenter un
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deuxieme diagramme pour la phase, soit ¢ = f(®), ¢ étant habituellement exprimé en

degrés (fig.6.10). Comme la phase du gain G est :
= —Arct ©
¢ = —Arctg @

Il est facile de représenter a nouveau les asymptotes.

Pour o >>wo = ¢ = - Arctgoo = ¢ =—90°. Ainsi I’horizontale d’ordonnée

¢ = —90° est la premiere asymptote. Pour ® << o, ¢ =- Arctg 0 = ¢ = 0°, ce qui

détermine la deuxieéme asymptote.
Enfin, pour ® = wo, on obtient un point particulier de la courbe, soit ¢ = - 45°. Grace
aux asymptotes et a ce point, il est possible d’obtenir avec précision la réponse en

phase (fig.6.10).

—45°

-90°

Figure.6.10

6.5-2) Systéme électrique du 2°™ ordre

Considérons le systeme ¢lectrique (fig.11), avec les notations complexes on a :
1

U R
Uy R+jLw+chw " 1+j2LCw2+jRCw 3
. . . R
Si I’on adopte les notations du calcul opérationnel,
on peut encore écrire en posant p=j : Ul L
1 3 S N — A
2 R 1 —1
pLC+pRC+1 P2+EP+E C=—=|u, Z,=
2 1 X L(DO R wy
Posons : wg =7=; onsaitque Q=——= — = —; :
LC R L Q Figure.11
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1 1

) —_—
p2+€0p + w3 P+ mwgp + 0§

donc: G =

. , . ., 1
wo est la pulsation de résonance, Q le coefficient de qualité et m ==. Le

Q

dénominateur de G est une équation du deuxieme degré en p, il a pour racines p; et pa,
ce qui permet d’écrire :
1

= o—r -

Ces racines sont réelles ou complexes selon le signe de A :

A =m?w3 — 4wl = w3(m? — 4)

_ . -mwgy + wgVm2—-4
Sim > 2, elles sont réelles, etona: pi, pr = >
_ ) -mw
Sim =2, laracine est double, etona: p1=p>= > 2
-mwg + jwgVmz—4

Sim <2, elles sont complexes, eton a : p1, p» = >

Comme pour le systtme du premier ordre, nous nous proposons de représenter les
courbes d’amplitude et de phase du gain en fonction de la pulsation. Nous prendrons
pour parametre le coefficient m.

6.5-2a) Courbe d’amplitude

Le gain a pour expression :

1 1
G= 1+j2LCw? +jRCw 1 —LCw? + jRCw
On sait que :

6 = 1 . 1 .m
wo =7 ¢ Q_RC(oo = RC = Qo sans oublier m =3~ Rc_w_o en
remplagant tout ca dans G :

1
6= w? . W
P,
1

On en déduit le module de G : |G| =

Puis I’expression du gain en décibels :
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» pour m =2.

w2\ w? w? w? w? w? w?
= =201 1-—-| +4—=-20011+—-2—4+4—=-20|1+—+2—
g 08 ( u)2> 2 7 2 2 7 2

w w
* Pour © >> wo = oz >> 1 donc g = —40log (oo_) = g=-40logon + 40 logmo
0 0

C'est 1’ équation d'une asymptote de la forme y = a x + b. Donnons des points

particuliers pour effectuer un tracé précis de cette asymptote.

Pouro =woonag=0
Pour ® =10 wo on a g =- 40 dB.

2
&) ,
* Pour o << wo = o2 << 1, g=-20logl = 0. Ainsi I'axe des abscisses représente la
0

deuxieme asymptote, dans l'intervalle [ 0, wo]. (fig.6.12).

» pour m > 2.

Dans ces conditions, un systéme du deuxi€me ordre peut se ramener au produit de
deux systemes du premier ordre qu'il est facile de représenter, mais ces valeurs de m
sont sans intérét pratique.

» pour m <2.

Sio<<wmw,g=0cetsi®>> wy, g=—401log (oo%))’ sont les asymptotes pour la
famille de courbes pour les différentes valeurs de m. D'autre part, chacune des courbes
passe par une valeur maximale (phénomene de résonance) pour la valeur de ® qui
annule la dérivée de 1'expression sous le radical. Cette pulsation de résonance n'existe

que si 1'expression sous le radical est positive.
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6.5-2b) Courbe de phase

] 2ua
G=—17, bpour m=2 alors ¢ = —Arctg o2 |- 1l est donc facile de
1-2 4jm— 1-25
o o ®Q
représenter les asymptotes.
w2 w?2 ® o )
Pour o <<®o = — <<1=1-— =1et2— =0, donc ¢ = 0° ainsi I’horizontale
d’ordonnée nulle est-elle la premicre asymptote.
w? w? w2 o
Pour ® >> wo = — >>1 = 1- —; = — par substitution dans ¢ ,ona: @ =
Wo Wp o

2 2
—Arctg (T) = —Arctg (g) = —Arctg 0, d’ot ¢ =- 180°.

@
Ce qui détermine la deuxieme asymptote ¢ = - 180° dans le domaine [0 , o ].

D’autre part , cette courbe passe par le point particulier correspondant a :
2 : _—
®=wmo = @ = —Arctg 0) = —Arctgoo, donc ¢ = - 90°. Notre point particulier est :

(o0, - 90°)
gA

-90°

—180°

Figure.6.13
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