
INTRODUCTION AUX FORMES DIFFERENTIELLES (SUITE)

IV- Formes exactes et formes fermées :

1- Di¤érentielle extérieure :

Dé�nition :

Soit une k-forme di¤érentielle di¤érentiable sur un ouvert U � Rn :

� =
P

1�i1<::<ik�n ai1:::ikdxi1 ^ ::: ^ dxik

On dé�nit alors la (k + 1) -forme di¤érentielle d�
par la formule :

d� =
P

1�i1<::<ik�n dai1:::ik ^ dxi1 ^ ::: ^ dxik

La forme di¤érentielle d� est appelée di¤érentielle extérieure de � .

2- Exemples :

a- Di¤erentielle exterieure d�une 1-forme di¤érentielle sur Rn :

Soit : � =
Pn

j=1 dajxj alors d� =
Pn

j=1 daj ^ dxj

avec daj =
Pn

i=1
@aj
@xi

dxi et sachant que : dxi^dxj = �dxj^dxi

d� =
P

1�i<j��n

�
@aj
@xi

� @ai
@xj

�
dxi ^ dxj

b- Di¤erentielle extérieure d�une 1-forme sur R3

Soit � = adx+ bdy + cdz

par comparaison avec la formule précedente

a = a1 dx = dx1 , b = a2 dy = dx2 ,c = a3 dz = dx3

Alors :

d� =
�
@c
@y �

@b
@z

�
dy ^ dz +

�
@a
@z �

@c
@x

�
dz ^ dx+

�
@b
@x �

@a
@y

�
dx ^ dy

Si on considère que u :U ! R3 une fonction de composantes (a; b; c)
,
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l�égalité précédente peut s�écrire à l�aide des composantes�
(rot)x ; (rot)y ; (rot)z

�
du rotationnel de u dé�ni par :

rotu = r^ u =

�
@c
@y �

@b
@z

��
@a
@z �

@c
@x

��
@b
@x �

@a
@y

�
donc d� = (rot)x dy ^ dz + (rot)y dz ^ dx+ (rot)z dx ^ dy

c- Di¤érentielle extérieure dune 2-forme di¤érentielle sur R3 :

Soit : ady ^ dz + bdz ^ dx+ cdx ^ dy

par dé�nition on a :

d� = da^dy^dz+db^dz^dx+dc^dx^dy

après calcul , on obtient :

d� =
�
@a
@x +

@b
@y +

@c
@z

�
dx ^ dy ^ �dz

en posant u =T (a; b; c) , on sait que : div u = 5:u = @a
@x +

@b
@y +

@c
@z

alors d� = div u dx ^ dy ^ dz

3- Dé�nition :

On dit qu�une k-forme di¤érentielle est fermée si elle est di¤érentiable

et véri�e d� = 0 .

Exemples :
- La 1-forme di¤érentielle � = adx+ bdy + cdz

est fermée si et seulement les coe¢ cients a; b; c véri�ent :

@c
@y =

@b
@z ; @a

@z =
@c
@x ; @b

@x =
@a
@y

donc : rotu = 0

-La 2-forme di¤érentielle � = ady ^ dz + bdz ^ dx+ cdx ^ dy
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est fermée si et seulement les coe¢ cients a; b; c véri�ent :

@a
@x +

@b
@y +

@c
@z = 0 () div u = 0

4- Dé�nition :

On dit qu�une (k+1) forme � est exacte s�il existe une forme k

di¤érentielle ! telle que : � = d! .

Exemple:

La 1-forme di¤érentielle : � = adx+ bdy + cdz

est exacte ssi 9 une fonction di¤erentiable f : U ! R telle que

a = @f
@x , b = @f

@y , c@f@z

Autrement dit :

Une 1-forme � est exacte ssi elle peut s�écrire comme

la di¤érentielle d�une fonction f de U ! R

C.A.D : � = adx+ bdy + cdz = @f
@xdx+

@f
@y dy +

@f
@z dz = df

Pour la 2-forme di¤erentielle : � = adx^dz+ bdz^dx+ cdx^dy

est exacte ssi 9 trois fonctions f ,g ,h de U ! R

di¤érentiables telle que

a = @h
@y �

@g
@z b = @f

@z �
@h
@x c = @g

@x �
@f
@y

cad : si onpose u =T (a; b; c) cela revient à dire qu�il existe

une fonction di¤érentiable v : U ! R3 telle que u = rotv

Th�eor�eme :

Soit ! une k- forme di¤érentielle à coe¢ cients C2 .

Alors d (d!) = 0:

Preuve :
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soit : ! =
P

1�i1<::<ik�n !i1:::ikdxi1 ^ ::: ^ dxik

une k-forme di¤érentielle

donc
d (d!) =

P
1�i1<::<ik�n

Pn
i=1

Pn
i=1

@2!i1:::ik
@xj@xi

dxi ^ dxj ^ ::: ^ dxik
d�apres théorème de Schwarz

@2!i1::::ik
@xj@xi

=
@2!i1::::ik
@xi@xj

et dxi ^ dxj = �dxj ^ dxi dire

les termes de la double somme en i et j se compense 2à2 donc d (d!) = 0

corollaire :

Toute forme di¤erentielle exacte à coe¢ cients C1 est fermée .

Preuve : � est exacte =) 9 ! telle � = d!

d�apres le théorème précedent d� = d (d!) = 0

Exemple : Soit � la 1-forme di¤érentielle sur R2 dé�nie par :

� (x; y) =
�
2x cos y � y2 sinx

�
dx+

�
2y cosx� x2 sin y

�
dy

� (x; y) = a1 (x; y) dx+ a2 (x; y) dy

d� (x; y) = da1 (x; y) ^ dx+ da2 (x; y) ^ dy

d� (x; y) =
�
@a2
@x �

@a1
@y

�
dx ^ dy

d� (x; y) = 0() @a2
@x =

@a1
@y

ici : a1 (x; y) = 2x cos y � y2inx , a2 (x; y) = 2y cosx� x2 sin y

@a2
@x = �2y sinx� 2x sin y = @a1

@y = �2x sin y � 2y sinx

d� = 0 =) � est exacte

Dé�nition : Soit U un ouvert . U est étoilé par rapport au point a si
8x 2 U , [a; x] � U

Conséquence :
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Tout ouvert convexe est étoilé par rapport à chacun de ses points

Lemme de Poincaré :

Soit U un ouvert convexe .Soit � une k-forme di¤érentielle fermée

et de classe C1 sur U .Alors � est exacte .

Donc , dans l�exemple précédent d� = 0 , d�après Poincaré ,

il doit donc existé une 0-forme (c�est-à-dire une fonction )telle que � = df

df = @f
@x (x; y) dx+

@f
@y (x; y) dy =

� (x; y) =
�
2x cos y � y2 sinx

�
dx+

�
2y cosx� x2 sin y

�
dy

alors :

@f
@x (x; y) dx =

�
2x cos y � y2 sinx

�
, @f

@y (x; y) =
�
2y cosx� x2 sin y

�
f (x; y) = y2 cosx+ x2 cos y + ' (x) avec ' (x) = c

donc toute s les fonctions

f (x; y) = y2 cosx+ x2 cos y + c avec c réel quelconque conviennent

Corollaire :

Soit U un ouvert convexe de R3 et de u : U ! R3 de classe C1 .

Alors il existe une fonctiion

f : U ! R de classe C2 telle que u = rf ssi rotu = 0 .

Preuve :

a- Dans le sens direct ,si u = rf alors rotu = rot (rf) = r^rf = 0

b-dans l�autre sens ,si a,b ,c sont les composantes de u et

� = adx+ bdy + cdz .Sachant que rotu = 0 voir plus haut d� = 0

par Poincaré , il existe une fonction f de classe C2 telle que � = df donc

u = rf:
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