INTRODUCTION AUX FORMES DIFFERENTIELLES (SUITE)

IV- Formes exactes et formes fermées :

1- Différentielle extérieure :

Définition :
Soit une k-forme différentielle différentiable sur un ouvert U C R" :
o = Zl§i1<..<ik§n az-l,__ikdxil A A d.’bik
On définit alors la (k + 1) -forme différentielle do
par la formule :
do = Zl§i1<..<ik§n dailmik AN dl‘il VARAN dwzk
La forme différentielle da est appelée différentielle extérieure de « .

2- Exemples :

a- Differentielle exterieure d’une 1-forme différentielle sur R™ :

Soit : a=>"_ dajx; alors da =377 da; A da;
avec daj =31, % dz; etsachant que: dx;Adxj; = —dxjAdx;

— da; da; ) 4
da =31 cicjc<n (Ba;i - axj) dzx; A dx

b- Differentielle extérieure d’une 1-forme sur R?
Soit a = adx + bdy + cdz
par comparaison avec la formule précedente
a=a; dr=dr; , b=as dy=dxs c=a3 dz=dzxs
Alors

do = (9= 3t ) dy Adz+ (32 — §2) dz A dw+ (52— 52) do A dy

Si on considére que u :U — R3 une fonction de composantes (a, b, c)



I’égalité précédente peut s’écrire a l'aide des composantes

((rot)x ,(rot), (Tot)z) du rotationnel de u défini par :

Oc _ 0b
oy 0z
= — (Qa _ Oc
rotu =V Au= (37— 55
b da
ox oy

donc  da = (rot), dy Adz + (rot), dz Adx + (rot), dz N dy

c- Différentielle extérieure dune 2-forme différentielle sur R? :

Soit : ady A dz + bdz A dx + cdx A dy
par définition on a :
da=daNdyNdz+dbAdzANdx+decAdx Ady
aprés calcul , on obtient :
da = (%—&—%—I— %) de ANdy N odz
en posant u =" (a,b,c) , on sait que : divu = .u = % + (%—l—%
alors da=divu dz Ady Adz
3- Définition :

On dit qu’une k-forme différentielle est fermée si elle est différentiable

et vérifie da =0 .

Exemples :
- La 1-forme différentielle « = adx + bdy + cdz

est fermée si et seulement les coefficients a, b, ¢ vérifient

dc _ 9b da _ Oc b _ da
oy ~ 9z 0z — Oz ’ Oxr ~ dy
donc : rotu=0

-La 2-forme différentielle o = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy



est fermée si et seulement les coefficients a,b,c vérifient :
LR+ =0 — divu=0
4- Définition :
On dit qu’'une (k+1) forme « est exacte s’il existe une forme k
différentielle w telle que : o = dw .

Exemple:
La 1-forme différentielle : a = adx + bdy + cdz

est exacte ssi 3 une fonction differentiable f: U — R telle que

_ of _ of of
4= 5z ’ b_ay ) €2

Autrement dit :
Une 1-forme « est exacte ssi elle peut s’écrire comme
la différentielle d’une fonction f de U — R
C.AD: a=adr+bdy+cdz= g—idx + g—idy + %dz =df
Pour la 2-forme differentielle : a = adz Adz+bdz Adx + cdx A dy
est exacte ssi 3 trois fonctions f ,g ,h de U — R
différentiables telle que

— 9h _ 9g — 9f _ 0oh — 99 _9f
a= oy 0z b= 0z ox C= Bz oy

cad : si onpose u =T (a,b,c) cela revient & dire qu'il existe

une fonction différentiable v :U — R3 telle que u = rotv

Théoréme :

Soit w une k- forme différentielle a coefficients C2 .

Alors d (dw) = 0.

Preuve :



soit w= Zl§i1<..<ik§n Wiy i ATy, A oo AN da,

une k-forme différentielle

donc
2 O wiy iy,
( ) Zl<11< <ip<n Zz 1 ZZ 1 31‘ 0z, dﬂ?z A dxj VANAN dfl?zk
d’apres théoréme de Schwarz iy iy iy
p Bl‘jaij Bmiam]‘

et dr; ANdr; = —dzr; ANdx; dire

les termes de la double somme en i et j se compense 242 donc d (dw) =0

corollaire :
Toute forme differentielle exacte a coefficients C! est fermée .
Preuve : « est exacte — Jw telle o = dw

d’apres le théoréme précedent da=d(dw)=0

Exemple : Soit «a la I-forme différentielle sur R? définie par :
a(z,y) = (2zcosy — y?sinz) dz + (2y cosz — x* siny) dy

a(z,y) = a1 (z,y)dz + as (z,y) dy

da (z,y) = day (z,y) N dx + das (xz,y) A dy

da (z,y) = (% — 8‘“) dzx A dy

da(z,y) =0 <= % = %—‘2

ici : a1 (z,y) = 2w cosy — y?inx . as(m,y) =2ycosx — x?siny
% = —2ysinx — 2xsiny = %—‘Z = —2zsiny — 2ysinx

da=0=— « estexacte

Définition : Soit U un ouvert . U est étoilé par rapport au point a si
VeeU |, [a,z]CU

Conséquence :



Tout ouvert convexe est étoilé par rapport a chacun de ses points
Lemme de Poincaré :

Soit U un ouvert convexe .Soit @ une k-forme différentielle fermée
et de classe C' sur U .Alors « est exacte .

Donc , dans 'exemple précédent da =0 , d’aprés Poincaré ,

il doit donc existé une 0-forme (c’est-a-dire une fonction )telle que o = df

df = §L (z,y) de + 3L (z,y) dy =

o (z,y) = (2zcosy — y?sinz) dz + (2y cosz — x*siny) dy
alors :
g—i (z,y)dx = (2w cosy — y° sin x) , % (z,y) = (Qy cosz — 22 sin y)

f(z,y) =y?cosx +a%cosy+ ¢ (x) avec p(z)=c
donc toute s les fonctions

f(z,y) =y?cosx +a%cosy+c avec ¢ réel quelconque conviennent
Corollaire :
Soit U un ouvert convexe de R3 et de u : U — R? de classe C! .

Alors il existe une fonctiion

f:U —R declasse C? telle que u = Vf ssirotu=0.

Preuve :

a- Dans le sens direct ,siu=Vf alors rotu=rot(Vf)=VAVf=0
b-dans ’autre sens ,si a,b ,c sont les composantes de u et

a = adx + bdy + c¢dz .Sachant que rotu =0 voir plus haut da =0

par Poincaré , il existe une fonction f de classe C? telle que « = df donc

u=Vf.



