
Solution de la Série3: Processus VAR

EX1:
Soit le processus bivarié suivant�

Y1;t
Y2;t

�
=

�
2
3

�
+

�
0:7 0:4
0:2 0:3

��
Y1;t�1
Y2;t�1

�
+

�
"1;t
"2;t

�
:

1) Ce processus est-il stationnaire? (Donner la forme compacte).

On pose Yt =
�
Y1;t
Y2;t

�
et "t =

�
"1;t
"2;t

�
, alors la forme compacte est

�
I �

�
0:7 0:4
0:2 0:3

�
L

�
Yt =

�
2
3

�
+ "t

Pour la stationnarité, on cherche les solutions de����I � �0:7 0:4
0:2 0:3

�
z

���� = 0() �����1� 0:7z �0:4z
�0:2z 1� 0:3z

����� = 0
On obtient 0:21z2� z+1 = 0 =) � = 0:16 d�où z1 = 1: 428 6 > 1 et z2 = 3: 333 3 > 1; donc
le processus est stationnaire.
2) Calcul de l�espérance:

E (Yt) =

�
2
3

�
+

�
0:7 0:4
0:2 0:3

�
E (Yt�1) ;

Vu que le processus est stationnaire (même techniques du cas univarié)

E (Yt) =

�
0:3 �0:4
�0:2 0:7

��1
�
�
2
3

�
=

�
20
10

�
:

3) Donner la forme VMA (1) : Calculer les 4 premiers coe¢ cients.
A partir de la forme compacte on a:

Yt =

�
I �

�
0:7 0:4
0:2 0:3

���1�
2
3

�
+

�
I �

�
0:7 0:4
0:2 0:3

�
L

��1
"t

=

�
20
10

�
+

1X
i=0

�
0:7 0:4
0:2 0:3

�i
"t�i:

Maintenant nous allons spéci�er les 4 premiers coe¢ cients

Yt =

�
20
10

�
+ "t +

�
0:7 0:4
0:2 0:3

�
"t�1 +

�
0:57 0:4
0:2 0:17

�
"t�2 +

�
0:479 0:348
0:174 0:131

�
"t�3 + � � �
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EX2:
I) Soit

Xt = "t; Yt = "t�1 + �t et Zt = �t�1;

où "t et �t sont des BB indépendants. Nous allons montrer que la relation de causalité n�est
pas transitive.
*Montrons que Xt cause Yt:

E
�
Yt=Y t�1

�
= 0 et E

�
Yt=Y t�1; X t�1

�
= "t�1

alors E
�
Yt=Y t�1

�
6= E

�
Yt=Y t�1; X t�1

�
d�où le résultat.

*Montrons que Yt cause Zt:

E
�
Zt=Zt�1

�
= 0 et E

�
Zt=Zt�1; Y t�1

�
= �t�1

d�où le résultat.
*Montrons que Xt ne cause pas Zt:

E
�
Zt=Zt�1

�
= 0 et E

�
Zt=Zt�1; X t�1

�
= 0

E
�
Zt=Zt�1

�
= E

�
Zt=Zt�1; X t�1

�
c.q.f.d. Donc la relation de causalité n�est pas transitive.

II) Je vous propose de faire cette question exactement de la même manière que I.
EX3:
Soit le V AR (1) suivant

Yt =

0@Y1;tY2;t
Y3;t

1A =

0@ 0
2
1

1A+
0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1A0@Y1;t�1Y2;t�1
Y3;t�1

1A+ "t:

avec "t s BB (0;�) où � =

0@2:25 0 0
0 1 0:5
0 0:5 0:74

1A :
1) Pour véri�er la stationnarité, on commence par la forme compacte (rappelez-vous le 1er
semestre) 0@I �

0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1AL
1AYt =

0@ 0
2
1

1A+ "t
Cherchons les solutions������I �

0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1A z
������ = 0()

������
0@1� 0:5z 0 0
�0:1z 1� 0:1z �0:3z
0 �0:2z 1� 0:3z

1A������ = 0
=) (1� 0:5z) (1� 0:4z � 0:03z2) = 0 =) z1 = 2; z2 = 2: 152 5; z3 = �15: 486. Donc le
processus est stationnaire.
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2) La forme VMA (1) :

Yt =

0@I �
0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1A1A�10@ 0
2
1

1A+
0@I �

0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1AL
1A�1

"t

=

0@ 0:5 0 0
�0:1 0:9 �0:3
0 �0:2 0:7

1A�1

�

0@ 0
2
1

1A+ 1X
i=0

0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1Ai

"t�i

=

0@ 0
2: 98
2: 28

1A+ 1X
i=0

0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1Ai

"t�i:

3) *Prévision à l�horizon 1:

bYt (1) =
0@ 0
2
1

1A+
0@0:5 0 0
0:1 0:1 0:3
0 0:2 0:3

1AYt
Sachant que Yt =

0@�63
5

1A ; on obtient bYt (1) =
0@�3:03: 2
3: 1

1A :
L�erreur prévisionnelle est: Yt+1 � bYt (1) = "t+1 d�où l�EMQ est

E

��
Yt+1 � bYt (1)��Yt+1 � bYt (1)�0� = �;

d�où les IC à 95% suivants:
*

IC (Y1;t+1) =

�bY1;t (1)� 1:96q�211�
=

h
�3� 1:96�

p
2:25

i
= [�5: 94;�0:06] :

*

IC (Y2;t+1) =

�bY2;t (1)� 1:96q�222�
=

h
3:2� 1:96�

p
1
i

= [1: 24; 5: 16] :

*

IC (Y3;t+1) =

�bY3;t (1)� 1:96q�233�
=

h
3:1� 1:96�

p
0:74

i
= [1: 413 9; 4: 786 1] :
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Je vous invite à faire le même travail pour h = 2.

4) On pose Xt =

�
Y2;t
Y3;t

�
et Zt = Y1;t; donc

Yt =

�
Zt
Xt

�
=

�
0
�

�
+

�
0:5 0
A21 A22

��
Zt�1
Xt�1

�
+ "t

où � =
�
2
1

�
; A21 =

�
0:1
0

�
et A22 =

�
0:1 0:3
0:2 0:3

�
:

Xt ne cause pas Zt car A12 = 0; Zt cause Xt car A21 6= 0: (Voir le cours pour plus de
détails).
EX4:
Soit le processus �

Y1;t = 1 + 0:5Y1;t�1 + 0:1Y2;t�1 + "1;t
Y2;t = 4 + 0:4Y1;t�1 + 0:5Y2;t�1 + "2;t

où E ("t"0t) =
�
0:09 0
0 0:04

�
:

1) Stationnarité:�����1 0
0 1

�
�
�
0:5z 0:1z
0:4z 0:5z

����� = 0()
�����1� 0:5z �0:1z

�0:4z 1� 0:5z

����� = 0
=) (1� 0:5z)2 � 0:04z2 = 0
=) (1� 0:5z � 0:2z) (1� 0:5z + 0:2z) = 0

=) z =
10

7
> 1 ou z =

10

3
> 1

Le processus est stationnaire.
2) Prévision en fonction de Yt et l�erreur prévisionnelle à l�horizon h:
pour h = 1,

bYt (1) =

�
1
4

�
+

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�
Yt

Yt+1 � bYt (1) = "t+1

pour h = 2,

bYt (2) =

�
1
4

�
+

�
0:5 0:1
0:4 0:5

� bYt (1)
=

�
I +

�
0:5 0:1
0:4 0:5

���
1
4

�
+

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�2
Yt

Yt+2 � bYt (2) = "t+2 +

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�
"t+1

A l�horizon h � 2 on a

bYt (h) =  I + �0:5 0:1
0:4 0:5

�
+ � � �+

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�h�1!�
1
4

�
+

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�h
Yt
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et

Yt+h � bYt (h) = "t+h + �0:5 0:1
0:4 0:5

�
"t+h�1 + � � �+

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�h�1
"t+1

3) Décomposition de la variance pour Y1;t;pour h = 1; :::; 4:
D�après la question précédente on a les résultats suivants, pour h = 1:

E (Y1;t+1 � E (Y1;t+1=It))2 = E ("1;t+1)2 = 0:09

d�où la contribution due à "1;t est !
(1)
11 = 0:09

0:09
= 100% et la contribution due à "2;t est

!
(1)
12 =

0
0:09

= 0%:
Pour h = 2:

E (Y1;t+2 � E (Y1;t+2=It))2 = E ("1;t+2 + 0:5"1;t+1 + 0:1"2;t+1)2 = 0:112 9

d�où la contribution due à "1;t est !
(2)
11 =

0:09� (1 + 0:25)
0:112 9

= 99:6 46% et la contribution due

à "2;t est !
(2)
12 =

0:01� 0:04
0:112 9

= 0:354%:

Pour h = 3:

E (Y1;t+3 � E (Y1;t+3=It))2 = E ("1;t+3 + 0:5"1;t+2 + 0:1"2;t+2 + 0:29"1;t+1 + 0:1"2;t+1)2 = 0:120 87

d�où la contribution due à "1;t est !
(3)
11 =

0:09� (1 + 0:25 + 0:292)
0:120 87

= 99:3 37% et la contri-

bution due à "2;t est !
(3)
12 =

(0:01 + 0:01)� 0:04
0:120 87

= 0:6 618 7% .

A vous maintenant de faire les calculs pour h = 4 c�est un peu long mais très facile!
Remarque: Pour cette dernière question nous avons fait les calculs directement
parce que les innovations sont orthogonales (� est diagonale).
EX5:
Soit le processus �

Y1;t = 7 + 1:2Y1;t�1 � 0:5Y2;t�1 + "1;t
Y2;t = 2 + 0:6Y1;t�1 + 0:3Y2;t�1 + "2;t

où E ("t"0t) =
�
1 0:5
0:5 1

�
:

1) Je vous laisse le soin de faire cette question.
2) La forme VMA (1) : Prendre les 4 premiers coe¢ cients.

Yt =

�
I �

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

���1�
7
2

�
+

�
I �

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�
L

��1
"t

=

�
�0:4
�2: 8

�
+

1X
i=0

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�i
"t�i

=

�
�0:4
�2: 8

�
+ "t +

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�
"t�1 +

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�2
"t�2

+

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�3
"t�3 + � � �
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d�où:

Yt =

�
�0:4
�2: 8

�
+ "t +

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�
"t�1 +

�
1: 14 �0:75
0:9 �0:21

�
"t�2

+

�
0:918 �0:795
0:954 �0:513

�
"t�3 + � � �

3) Faire le graphe de l�ARI pour Y1;t et Y2;t.
Pour répondre à cette question normalement on doit utiliser la forme VMA précédente mais
on doit remarquer que � n�est pas diagonale, alors on commence par orthogonaliser les
innovations avec la méthode de cholesky:�

1 0:5
0:5 1

�
=

�
P1 0
P2 P3

��
P1 P2
0 P3

�
=

�
P 21 P1P2
P1P2 P 22 + P

2
3

�

d�où P =
�
1 0
0:5 0:866

�
, alors on réécrit la forme VMA structurelle

Yt =

�
�0:4
�2: 8

�
+

�
1 0
0:5 0:866

�
ut +

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�
�
�
1 0
0:5 0:866

�
ut�1

+

�
1: 14 �0:75
0:9 �0:21

�
�
�
1 0
0:5 0:866

�
ut�2 +

�
0:918 �0:795
0:954 �0:513

�
�
�
1 0
0:5 0:866

�
ut�3 + � � �

=

�
�0:4
�2: 8

�
+

�
1 0
0:5 0:866

�
ut +

�
0:95 �0:433
0:75 0:259 8

�
ut�1

+

�
0:765 �0:649 5
0:795 �0:181 86

�
ut�2 +

�
0:520 5 �0:688 47
0:697 5 �0:444 26

�
ut�3 + � � �

le graphe de l�ARI pour Y1;t (c�est la première colonne des coe¢ cients):

E¤et d�un choc de Y1;t sur Y1;t E¤et d�un choc de Y2;t ! Y1;t
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le graphe de l�ARI pour Y2;t (c�est la deuxième colonne des coe¢ cients):

Y1;t ! Y2;t Y2;t ! Y2;t

4) La prévision et l�erreur prévisionnelle, 8h:
pour h = 1,

bYt (1) =

�
7
2

�
+

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�
Yt

Yt+1 � bYt (1) = "t+1

pour h = 2,

bYt (2) =

�
7
2

�
+

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

� bYt (1)
Yt+2 � bYt (2) = "t+2 +

�
0:5 0:1
0:4 0:5

�
"t+1

pour h � 2 bYt (h) = � 7
2

�
+

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

� bYt (h� 1)
et

Yt+h � bYt (h) = "t+h + �1:2 �0:5
0:6 0:3

�
"t+h�1 + � � �+

�
1:2 �0:5
0:6 0:3

�h�1
"t+1

5) Décomposition de la variance de l�erreur prévisionnelle pour Y1;t: On utilise la forme VMA
Structurelle: pour h = 1:

E

��
Yt+1 � bYt (1)��Yt+1 � bYt (1)�0� = �

d�où
E (Y1;t+1 � E (Y1;t+1=It))2 = E (u1;t+1)2 = 1
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d�où la contribution due à u1;t est !
(1)
11 =

1
1
= 100% et la contribution due à u2;t est !

(1)
12 =

0
1
= 0%:

pour h = 2,

E (Y1;t+2 � E (Y1;t+2=It))2 = E (u1;t+2 + 0:95u1;t+1 � 0:433u2;t+1)2

= 2: 090 0

d�où la contribution due à u1;t est !
(2)
11 =

1 + 0:952

2: 090 0
= 91:0 29% et la contribution due à u2;t

est !(2)12 =
0:4332

2: 090 0
= 8: 970 80%:

pour h = 3,

E (Y1;t+3 � E (Y1;t+3=It))2 = E (u1;t+3 + 0:95u1;t+2 � 0:433u2;t+2 + 0:765u1;t+1 � 0:649 5u2;t+1)2

= 3: 097 1

d�où la contribution due à u1;t est !
(3)
11 =

1 + 0:952 + 0:7652

3: 097 1
= 80:3 24% et la contribution

due à u2;t est !
(3)
12 =

0:4332 + 0:64952

3: 097 1
= 19:6 75%:

pour h = 4,
E (Y1;t+4 � E (Y1;t+4=It))2
= E (u1;t+4 + 0:95u1;t+3 � 0:433u2;t+3 + 0:765u1;t+2 � 0:649 5u2;t+2 + 0:520 5u1;t+1 � 0:688 47u2;t+1)2
= 3: 842

d�où la contribution due à u1;t est !
(4)
11 =

1 + 0:952 + 0:7652 + 0:52052

3: 842
= 71:8 02% et la

contribution due à u2;t est !
(4)
12 =

0:4332 + 0:64952 + 0:688472

3: 842
= 28:1 97%:

A vous de faire la même chose pour Y2;t:
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