4. Formes quadratiques
4.1 Définition

Soit E un k-espace vectoriel. On dit qu’une application ¢ : E — k est une
forme quadratique sur E, s’il existe une forme bilinéaire symétrique f, telle que:

Vo € E: q(x) = f(z; x).

4.2 Propriétés

1) L’ensemble des formes quadratiques définies sur E, noté Q(FE), est un
sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des applications de F dans k.

2) Le noyau de ¢ est le noyau de f, et le rang de g est le rang de f.

3) Si ¢ est une forme quadratique définie sur E, alors ¢(0g) = 0.

4) L’application So(F, K) — Q(F) définie par f — g, ou ¢ est forme quadra-
tique associée a f, est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

5) Soit ¢ une forme quadratique définie sur E, associée a une forme bilinéaire
symétrique f de matrice A dans une base B de E. Alors, pour tout x € E de
matrice X dans B, on a

g(X) = X.AX =t X.A'X

4.3 Forme Polaire
Soient E un k-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique sur E. Alors il
existe une forme bilinéaire symétrique unique f sur F, telle que:

Ve € E:q(z) = f(z;x).

Dans ce cas, f s’appelle la forme polaire associée a la forme quadratique ¢
et on a la relation suivante :

Vee E, Yy € E, f(z;y) = %[q(x,y) —q(z) —q(y)]

Preuve
q est une forme quadratique sur E, donc, par définition, il existe une forme
bilinéaire g sur E, telle que
Ve € E; q(x) = g(z; x)
Soit f: E x E — k I'application définie par :

Y(asy) € By flasy) = L0 TI00) ;g(y; %)

Alors f est une forme bilinéaire symétrique sur F et on a

g(z;7) + g(x; 7)

Ve E; f(x;x) = 5

= g(z;2) = q()

Puisque f est symétrique, alors



V(r;y) € ExE; qx+y) = fletyzt+y) = flesz)+2f(zy) + fly;y)
= q(z) +2f(z;9) +qy)

donc
1
V(wy) € Ex B fzyy) = Sla(@,y) - alz) — ()]
Cette relation entre ¢ et f assure I'unicité de f.
Remarques:

Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie = n, ¢ une forme quadra-
tique sur E et f la forme polaire associée a q.

1) Soit B une base de E et soit A = (a;;)1<s j<n la matrice de f par rapport
a la base B. Alors A s’appelle aussi la matrice de g par rapport & B et on a

Ve € F; q(x Za“x +2 Z Qi TiT;

1<i<i<n

2. Puisque f est symétrique, alors f posséde au moins une base orthogonale
B. B s’appelle aussi une base g-orthogonale et ¢ s’écrit, par rapport a cette
base, sous la forme réduite suivante :

Vo € E; q(x Za“x

Théoréme 4.1
Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n, et ¢ une forme quadra-

tique sur F, de rang r. Alors il existe des formes linéaires 1, o, , , , [, linéaire-
ment indépendantes et il existe des scalaires Ay, A2, , , , , A, non nuls, tels
que:

n

Vo € B; q(z) = > Aili(x)”

i=1

Preuve

Fixons une base (ej,es, , , , ,en) de E, alors pour chaque x € E, avec x =
n
> z;e;.0n a
i=1

Ve e E, q(x Za“x +2 Z Qi TiT;
1<i<i<n
On sait que ¢ posséde au moins une base g-orthogonale (vq, va, , , , , v,). Soit

A la matrice de ¢ par rapport a cette base, donc A est une matrice diagonale
de rang r, par suite le nombre des coefficients diagonaux non nuls est égal a
r. Donc quitte & réordonner les vecteurs de la base (v1,v2, , , , ,U,), o0 peut
supposer que: Vi € {1,2,....,7}, a;; # 0



n
Donc pour chaque z € E, avec © = Y X;v;, on a:
i=1

q(z) = Z)\iXiQ onVie{l,2,...r}, \i=ay

i=1
Soit P = (pij)1<i,j,«n la matrice de passage de la base (vi,v2, , , , ,vpn) & la
base (e1,e2, , , , ,en), alors on sait que:

Vi € {1,2, ...,TL}, X = Zpijxj
j=1

Soit B* =(ef,es, , , , ,er) la base duale de B = (ey,ea, , , , ,en), alors, par
définition, on a

Vi€ {1,2,..,n},z=> e)(x)
j=1

n
Donc si pour chaque Vi € {1,2,...,n}, on pose l; = > _pjje;, alors (I35, ,
=1

j=
, ,In) est une base de E*, car detp« (l1;l2, , , ,1n) # 0, donc (I1;12, , , , 1) est
libre et on a

Vi € {1, 2, ...71"}, Xi = ll(ll,')

4.4 Méthode de Gauss pour la réduction d’une forme quadratique

Cas de dimension deux

Soient E un k-espace vectoriel de dimension 2, (e, e3) une base de E et g
une forme quadratique sur E, alors pour chaque xz € F, avec © = z1e1 + Tae2,
on a:

q(z) = ax? + bas + 2cxi 2o

i) Si (a;b) # (0,0), alors on peut supposer, par exemple, que a # 0, puis on
procéde de la maniére suivante :

q(z) = ax? 4 bas + 2cxxo
2c
q(z) = a(w% + E$1$2) + bx%
2
c c
q(z) = alx;+ Eacg)Q — Exg + bx%
C 2.,
glz) = alzr+-w2)” + (b~ )3

Donc, si on pose: A\; = a, Ao = b — &, [1(z) = o1 + 29, I2(x) = x2, alors
on aura:



q(x) = /\1l1(.73)2 + /\2[2(%)2

Donc, dans ce cas, une base g-orthogonale (v1;v3) a pour matrice de passage
par rapport a la base (e1;ez), la matrice définie par :

(1))

Donc vy = e1 et va = —<e; + ea.
ii) Sia=0et b=0, alors ¢ s’écrit sous la forme :

—ala

c
q(z) = 2cx1m9 = §(x1 +29)? — = (11 — 29)?
car Ya € k, Vb € k; ab = 1[(a+b)* — (a — b)?]
Donc, si on pose: A\; = §, Ao = —§,11(%) = 21 + 22, la(x) = 21 — 72 alors

on aura:

q(m) = )\111(.’13)2 + )\212(1’)2

Donc, dans ce cas, une base g-orthogonale (v1;v2) a pour matrice de passage
par rapport a la base (e1; ez2), la matrice définie par :

-1
p_ 1 1 _ 171 1
1 -1 2\ 1 -1
Donc v; = %(61 +eg), v = %(el + e2).
Cas de dimension 3:
Soient F un k-espace vectoriel de dimension 3, (e1, e, e3) une base de E et ¢

une forme quadratique sur F, alors pour chaque =z € E, avec x = x1e1 + x2€3 +
Toeg, ON Aa:

q(r) = ax? + bl + c:c?), + 2dz170 + 2€m123 + 2f 273

i) Si (a;b,¢) # (0,0,0), alors on peut supposer, on peut supposer par ex-
emple, que a # 0, Dans ce cas, en regroupant tous les termes contenant z1, on
aura:

q(x) = (ax? +2dxizo + 2ex123) + bl + cxd + 2fwoxs
d e
qz) = a(z?+ 2(5952 + Exg)acl) + bas + cxd + 2fwoxs
d e 9 d e 9 5 5
q(z) = al(z1+ E.’L‘Q + E.’L‘g) — (Exg + Exg) | + bx5 + cas + 2fxoxs

d e
= af(z1 + So2t 53«”3)2 + Q(w2, x3)



ol @ est une forme quadratique en (z9, 23). Donc pour achever la décompo-
sition de ¢, il suffit de décomposer () qui peut-étre considérée comme une forme
quadratique sur un k-espace vectoriel de dimension 2.

ii) Sia =b=c=0, alors ¢ s’écrit sous la forme :

q(x) = aw122 + Br1T3 + VX223 avec (o, 3,7) #0

En supposant, par exemple, que @ = 0, on peut procéder de la maniére
suivante :

B
q(xz) = oafw120 + —2123 + 1962963)
o o
B

= «af(z1 + %.’L‘g)(wg + =x3)]-— 73

= «af(z1 + %.’L‘g)(wg + aaﬁg)]——2$3

By o

= alg((e1+ Zas) + (@2 + Z)) — (o1 + L) — (@2 + B 2L

4 4

+0 o
’)/a $3)2—Z($1—$2+
= a1X12 + CL2X22 + a3X§1

a _
= Z($1+$2+ 7 /6.%‘3)2 & 2
« (6%

ar =7 Xy =y + 20 + Ly
avee azg=—% et X2=961—962+%B$3
as :_%Z X3 = I3
Soit
1 1 28
«
P=|1 -1 2=
o
0 0 1

alors, une une base g-orthogonale (v1,v9,v3) est définie par sa matrice de
passage () de la base (e1, ea,€3) & la base (v1,vs,v3), ot Q = P71,

Le cas général

Soient E un k-espace vectoriel de dimension fine n, ((e1,e2, ,es3) une base
de FE et ¢ : E — k une forme quadratique non nulle. Alors on sait que ¢ s’écrit
sous la forme :

n n
Ve e E, q(z) = Zaiz? +2 Z @i T
i=1

1<i<i<n

Nous allons procéder par récurrence sur n, en distinguant deux cas :

i) 11 existe ip € {1,2,...,n}, tel que a;, # 0, on peut supposer que a; # 0.
Dans ce cas, en regroupant tous les termes contenant x1, (si a la place de a; on
prend

ai, , on doit regrouper tous les termes contenant x;, ), on aura,

T3



qz) = a2+ QZaljxlxj + Zalx +2 Z i T;%;

2<i<i<n
= az} +2(Z—xj x1 +Zaz$ +2 Z AT
=2 2<i<i<n
n . n
= ai[(z1 + Zaﬁxj)Q - (Zalj 2+ Za xi +2 Z AT
i— M i=2 2<i<i<n

= xl +Z_$j +Q(Z2a“~axn>

a
Q(z2,...,xx) Zazz +2 Z Qi TiT; — (Zalljxj)2

2<i=<i<n =2

est une forme quadratque en o, ..., x,,, donc on peut considérer () comme une
forme quadratique sur un k-espace vectoriel de dmension n — 1 et on applique,
alors, I’hypotheése de récurrence a Q.



