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2. Notions de base

1 Introduction

Dans ce travail, nous allons étudier la notion des équations différentielles
stochastiques, a cet effet nous devons d’abord rappeler les notions de base sur le
calcul stochastique en dimension finie qui vont nous permettre de les étudier. Nous
commencons ainsi par introduire la notion des processus stochastiques et des martin-
gales, ensuite nous définissons le mouvement brownien afin d’introduire la notion de
Iintégrale stochastique d’Ito qui nous permet de donner un sens aux équations dif-
férentielles stochastiques dont nous donnons les théorémes de 'existence et 'unicité

de la solution.

2 Notions de base

2.1 Notations et définitions

Définition 2.1 Soit (2, F) un espace mesurable. On appelle mesure sur F toute
fonction v : F — R, non identiquement égale & +oo et o—additive, i.e., pour toute
suite disjointe (Ap)nen+ (An N A, = & pour tout n # m), on a

v(U An) =3 v(Ay).

n=1
n=1

Le triplet (Q, F,v) est appelé espace mesuré et si v(2) = 1, v est dite mesure
de probabilité et (2, F,v) est appelé espace probabilisé.
Définition 2.2 Soient (2, F) et (E,X) deux espaces mesurables. Une application

X : Q — E est dite (F,X)— mesurable si

FYUA) e F, VAex.
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f est dite aussi variable aléatoire.

e Si Y est une tribu borélienne, on écrira simplement X est F-mesurable.
e Si F et X sont des tribus boréliennes, alors la fonction X est dite simplement

borélienne.

Définition 2.3 Soit X : (2, F,P) — (E,X) une variable aléatoire.

On appelle mesure image de P sur > par rapport o X, la mesure Px définie par

Py(B) =P({w: X(w) € B}), BeX.

e Rappelons que 'espérance mathématique de la variable aléatoire X par rapport
a PP est donnée par [, X (w)dP, notée E(x).

Définition 2.4 Si X € L'(Q,P) et G une sous tribu de F, l’espérance conditionnelle

de X sachant G est l'unique variable aléatoire B(X | G), G-mesurable sur ) telle que

/XdIF’ = /E(X |G)dP, VBEeG.
B B

2.2 Processus stochastiques

Dans toute la suite, on supposera donné un espace probabilisé (£2, F,P).

Définition 2.5 On appelle processus stochastique toute famille de wvariables aléa-
toires (& (t),t € I), définies sur (2, F) a valeurs dans ’espace mesurable (E, %) ot
I - R+.

—  Pour w € Q fizé, Uapplication t — £ (t) de I dans E est appelée trajectoire

du processus.



2. Notions de base

— Nous disons qu’un processus stochastique est continu st pour presque tout w,

ses trajectoires sont continues, i.e.,

P{weQ:t—E (), t el continue} = 1.

2.3 Martingales

Soit (2, F,P, (F;)i>0) un espace probabilisé filtré ou la filtration (F;);>o est une

famille croissante de sous tribus de F, i.e.,

Vs, t € RT, s<t= F,CF,.

Définition 2.6 Un processus stochastique (£(t),t > 0) Fi-adapté vérifiant B(£(t)) <

oo, est dit

1. Fi—martingale si

BE() | F) =&(s),  VO<s<t
2. F;—sous martingale st

EE(t) | Fo) >&(s),  VO<s<t
3. Fy—sur martingale si

EE®) | Fo) <&(s), VO<s<t

o SiF, =ZF, alors le processus & (t) est dit simplement une martingale (resp.

sous martingale et sur martingale).
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2.4 Mouvement brownien

Le mouvement brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulieres du pollen
en suspension dans I’eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828. Ce mou-
vement "aléatoire", di aux chocs successifs entre le pollen et les molécules d’eau,
entraine la dispersion ou diffusion du pollen dans ’eau. Le champ d’application du
mouvement brownien est beaucoup plus vaste que 1’étude des particules microsco-
piques en suspension et inclut la modélisation du prix des actions, du bruit thermique
dans les circuits électriques, du comportement limite des problémes de files d’attente
et des perturbations aléatoires dans un grand nombre de systémes physiques, biolo-
giques ou économiques.

Bachelier (1900) a obtenu les premiers résultats quantitatifs en s’intéressant
aux fluctuations du prix des actions en économie. Einstein (1905) a obtenu la densité
de probabilité de transition du mouvement brownien & partir de la théorie molécu-
laire de la chaleur. Le premier traitement mathématique rigoureux est dit & Wiener

(1923,1924), qui a prouvé l'existence du brownien.

Définition 2.7 Un processus stochastique (W (t),t > 0) défini sur (2, F,P) a va-

leurs réelles est appelé mouvement brownien (ou processus de Wiener) s’il vérifie les

1) les trajectoires t ~~ Wy(-) sont continus P-p.s.,
) W(0)=0,
3)  Pour tous 0 < tg < - -+ < t,, les variable aléatoires W (ty) — W (ty_1),
(0 < k < n) sont indépendantes,

(4)  Pour tous 0 < s <t, ona

BIW(t) = W(s)] = (t = s)u,

E[(W(t) - W(s)*] = (t - s)0?,
ou et o sont des constantes réelles positives avec o # 0.

e i est appelé le drift et o2 la variance.
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e Sipu=0eto?=1,le mouvement brownien est dit standard ou normalisé.

Notons que

1. Tout mouvement brownien peut se ramener & un mouvement brownien

standard en considérant le processus

W(t) — put

Ainsi, dans toute la suite, nous ne considérons que le mouvement brownien norma-
lisé.

2. Un processus W (t) = (Wy(t), -+, W,(t)) a valeurs dans R" est dit mouvement
brownien si chaque processus W; est un mouvement brownien et les o(W;(t),t > 0),
1 =1,---,n sont indépendantes.

3. Le mouvement browien est un processus de Markov avec la probabilité de

transition

] |:L' - y|2
Q(s,z;t, B) / ol IEE exp { dy, s<t, =x¢€ t B € B(R")

B

4. Le mouvement brownien est & variation non bornée sur tout intervalle finie.
5. Le mouvement brownien n’est dérivable en aucun point.

6. Les trajectoires du mouvement brownien sont localement Holder-continues
d’ordre a < 1/2.

3 Intégrale stochastique ( Intégrale d’Ito )

Le calcul différentiel donne un cadre a la notion d’équation différentielle ordi-
naire qui sert de modeéle pour des phénomeénes variables dans le temps. Quand on a
voulu ajouter & ces équations des perturbations aléatoires, on a été géné par la non
différentiabilité du mouvement brownien. Du coup, on a commencé par construire

une intégrale par rapport au mouvement brownien, pour ensuite définir la notion
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d’équation différentielle stochastique. Ainsi, il faut donner un sens a l'intégrale

1(t) = / F(5)dW (s).

ou (W(t),t > 0) est un mouvement brownien réel défini sur (Q, F, F,P), t € [0,T]

et f (t) est une fonction stochastique.

Nous allons rappeler la définition de I'intégrale stochastique introduite par Ito6

en introduisant les définitions suivantes.

Définition 3.1 Une classe de fonction f : [a, 5] x Q@ — R, ot o, f € R, est dite

nonanticipative relativement a Fy, t € o, 5], si
(1) f (t) est un processus séparable,

(17) f (t) est un processus progressivement mesurablei.e., (t,w) — f(t,w) est

mesurable,

(133) Vt € [a, B], f(t) est Fi-mesurable.

Définition 3.2 Un processus f(t),t € [a, ] est dit processus élémentaire (étagé)
sl existe une partition « =tg <t < --- < t, = dans [, 5] telle que

Notons par
f nonanticipatives : P [ff If(t)Pdt < ool =1, si 1<p<oo

Lyl 5] = et P (esssup|f(t)] < oo) =1 si p=o0

a<t<p
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et

feL@V[a,ﬁ]:E[ijf(t)|pdt}<oo, sil < p < o0
Myy lav. 5} = et E(esssup|f(t)|><oo si p=o0.

a<t<p

(2)

On commence d’abord par définir 'intégrale pour toute fonction élémentaire
feLy.

Définition 3.3 La variable aléatoire

n—1

D F () (W (t) = W (t-1))

k=1

que l’on note

/ £ () dW (1), 3)

est appelée intégrale stochastique d’Ito de la fonction étagée f € L, [, B], ou (W (t) ,t €

[, B]) est un mouvement brownien.

Lemme 3.1 Soit f € L%, [, (]

1) Il existe une suite de fonctions étagées f, € L%, [, (] telle que

/\fn ]dt — 0 si n — o0.

Lemme 3.2 Pour toute fonction élémentaire f € L¥|a, B] et pour tous ¢ > 0 et
N >0, ona

IP’{|/f £)dW (t)? >5}<IP’{/f dt>N}+—

[a, 8] [,
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Les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 nous permettent de définir I'intégrale d’Ito pour tout
f € Liy o, A].

Définition 3.4 L’intégrale stochastique de f € L%, [, 5] est définie comme la limite

en probabilité de

/ fu (£ dW (1),
[e, 8]

ou f, est une suite de fonctions étagées € LY, (o, 3], t.e.,

n—1

[ £O@VE) = lin S @08, - W), Pops.
o8] =

On montre que 'intégrale stochastique vérifie les propriétés suivantes :

1. Linéarité :

Soient fi1, fo € L2, [, 8] et A1, Ay deux nombres réels quelconques, alors A f; +
Nofa € L2, [, 8] et on a

/ s () + Aofa (£)) dW (1) = Ay / fi (£ W (1) + Ao / fo (1) W (1)
[a,8] [e,] [a,8]

2. Isométrie :

Soit f € M3, [, (], alors

E/f@M%)zE/F@ﬁ

,f] [a.f]

3. Soit f € M2 [«, 3], alors
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Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 3.1 Soit f € M}, [«, 3], alors on a

E /f(t)dW(t)m ~0, P-ps
[, 0]

et
2
B / feawv )| £ = / E[f2(t)|F]dt  P-ps.
8] [, ]
Pour toute fonction f € L%, [0,T], Pexpression
I(t):/f(s)dW(s), 0<t<T
[0,]

est appelée intégrale indéfinie de f et ’on montre que c¢’est une martingale.

3.1 Formule d’Ito

La formule d’It6 nous permet d’introduire la notion de la différentielle stochas-
tique. Il est un outil particulierement important dans I’étude des processus stochas-

tiques.

Définition 3.5 Soit (£ (t),t € [0,T]) un processus stochastique réel tel que, pour
tous 0 < t1 <ty <T, on a

to )

€ (1) — & (1) = / o (t) dt + / b(t) AW (1),

t1 t1
ot a€ L [0,T] et be L, [0,T]. Alors, on dit que £(t) a une différentielle stochas-

10
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tique d&, donnée par
dé(t) =a(t)dt+b(t)dW (t).

Notons que T" étant quelconque dans R, dans le cas ou T’ = +00, on écrira [0, +00].

Théoréme 3.1 (Formule d’Ito) Soient & (t) un processus admettant une différen-
tielle stochastique
d¢(t) =a(t)dt +b(t)dW (t)

et f(t,z) est une fonction continue sur [0,00[xR admettant les dérivées %, %, gz—i

continues. Alors, le processus F(t) = f(t,£(t)) admet une différentielle stochastique

donnée par

_|of of 10°f 2
df(t,€(t) = |5, (&) + 5 (6 E(1))alt) + 555 E0))(1) | db
0
+2L (1 epinyaw (1 (@)
Notons que si W(t) est différentiable, le terme
YO e
20x2"
n’apparait pas.
Ce résultat se généralise dans R™.
Théoréme 3.2 Soient les processus &, (t),- - -, &, (t) admettant tous des différen-

tielles stochastiques données par
dS’L (t) = a4 (t) dt‘i‘zbw(t)dwj (t), 7= 1,. cem,
j=1

ot a = (ay,- - -apn) € Liy[0,T], b = b

mouvement brownien en dimension n.

€ L%[0,T] et W(t) est un

1ji=1,-m,j=1,n

11
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Siu(t,zy,- -, Tm) est une fonction continue dans [0, 00[xR™ admettant aussi
uw Ou  O%u

E; 8_:@-’ axlﬁx] ’
w(t, &y (t), -+, &, (1)) admet aussi une différentielle stochastique, donnée par

des dérivées continues i,j7 = 1,---,m; alors le processus n(t) =

() = | e e + D0 o 60t )

X

4 Equations différentielles stochastiques

Rappelons qu’il y a plusieurs phénoménes dans différents domaines (sciences,
mécanique, physique,...) modélisés mathématiquement par des équations différen-

tielles ordinaires
de (1)
dt

ou v (t) est l'effet de perturbation.

=a(t,&(t) +v(t), (6)

Le cas ou l'effet de perturbation est irrégulier, i.e., les phénomeénes sont soumis

a des excitations stochastiques

AW (t)
it

v(t)=b(t,¢(1))
ou (W (t),t € [0,T]) est un mouvement brownien. Alors I’équation (6) devient

dg (t)
= =a(tE() +b(E (D)

AW (t)

T tel0,7T], (7)

équation différentielle ordinaire perturbée par une perturbation aléatoire

dw (t)

b(t.€ (1) =

12
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AW (1) e :
ol 0 est une dérivée formelle par rapport au temps du mouvement brownien.
: Wit , S s
Puisque n’a pas de sens, ’équation (7) s’écrit sous la forme

dt
4 (1) = a(t,€ (1) de+b (4, () AW (1), t€[0,T],

au sens de la définition 1.3.6.

4.1 Existence et unicité de la solution

Soient a : [0,00[xR™ — R" et b : [0,00[xR" — R?" et supposons que les a;,
bij, i,j =1,---,n sont mesurables en (t,x) avec a € L};/[0,00[ et b € L%,[0, 0o], ou
W est un mouvement brownien en dimension n défini sur ’espace probabilisé filtré
(Q, F, F,P).

Si £(t) est un processus stochastique tel que

d¢ (1) =a(t, &) dt+b(t. &) dW (1),  te€[0,00] (8)
£0)=¢&, Pps, (9)
alors on dit que £(t) vérifie le systéme d’équations différentielles stochastiques
§()=¢(0)+ /a (s,£(s))ds + /b (s:6(s))dW (s), te€0,00.  (10)
0 0

Pour l'existence et 'unicité de la solution, on a les résultats suivants.

Théoréme 4.1 [?] Supposons que
1) a(t,z) et b(t,z) sont mesurables dans [0,T] x R™,
2) la(t,z) —a(t,y)| <kilz—yl, [btz)—b(ty) < kilz—yl,
3) Ja(t,x)| < ko1 + |z|), [b(t,2)] < k(1 + |z|), ( k1 et ko deux constantes

quelconques).

13
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Si &, est un vecteur aléatoire en dimension n indépendant de o(W (t),0 <t <T)
d

0<1t
tel que B|&,|° < oo, alors il existe une solution unique du systéme (8)-(9) dans

M2 [0,T].

Notons que 'unicité est comprise au sens des trajectoires, i.e, si &, (t) et & ()

sont deux solutions, alors

P(fl(t) = 52(25)7 te [OaT]) =1

Théoréme 4.2 Si, en plus des hypothéses du théoréme 1.4.1, les fonctions a et b sont
continues dans [0, +o0[xR™ alors, la solution de l’équation (8) est un processus de
diffusion de drift a(-,-) et de matrice de diffusion o(t,z) = b(t, )b (t, x), (0(t,x) =
S bt )b, (8, ).

Solutions faibles

Dans la littérature, il existe différentes définitions de la notion des solutions

faibles des EDS. Ici, nous allons donner celle qui nous semble la plus générale.

Définition 4.1 Un processus ({(t),t € [0,0]), F;—adapté défini sur un espace pro-
babilisé filtré (0, F,Fy,P) est appelé une solution faible de (8) si

D) Py (Ja (5. ()] + 16 (5,€ (5)I) ds < 00| =1,

2) Il existe (W(t),t > 0), un F;—mouvement brownien en dimension n défini sur
un espace probabilisé (Q, F,P) tel que (10) a lieu, P—p.s..

(3 un systéeme usuel (0, F,F,P,W(t),t > 0)).

Remarque 4.1 1) Notons qu’ici, contrairement a la solution forte (ou solution des
trajectoires), ni l'espace probabilisé filtré, ni le mouvement brownien ne sont donnés

au départ.

14
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2) L’unicité de la solution faible est comprise au sens que si £'(t) et £2(t) sont
deuz solutions faibles par rapport auzx systémes usuels (QY, F1 FL P W(t),t > 0)
et (02, F2 F2 PLW2(t),t > 0) tels que

]Pll(o) = ]P’Qz(o), sur  (R™, B(R")),
alors
Pl = IP’EQ, sur (S, M),

ol QO = {CL)() . [0, +OO[—> Rn} et M = B(Qo)

5 Processus stochastique stationnaire et périodique

Dans cette partie, nous allons rappeler les définitions des processus stochastiques
stationnaires et périodiques et donner certains résultats de Has'minskii qui nous

seront utiles pour I’étude de notre probléme.

Définition 5.1 (a) Un processus stochastique &(t) = £(t,w), (—o0 < t < +00),
a valeurs dans R! est dit stationnaire si, pour chaque suite de nombre finity,- - -, t,,
la distribution des variables aléatoires £(ty + h),- -+, &(t, + h) est indépendante de h.

(b)  Si on remplace h par un multiple de nombre fixé 0, h = k6, (k =
+1,42,...), alors on a la définition du processus stochastique périodique de période
0.

5.1 Condition nécessaire et suffisante pour ’existence d’une

solution stationnaire et périodique

Soit (£(t),t € [0, +oo[) un processus de Markov & valeurs dans R’ défini dans
I’espace probabilisé (2, F,P) et Ug = {z € R' | |z| < R} ou R € R%.

15
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D’aprés la définition, une condition nécessaire pour que £(t) soit un processus
de Markov stationnaire est : pour tout A, B € B(R!), les probabilités de {£(t) € A}
et {£(t) € A, £(t + h) € B} sont indépendantes de t.

Ainsi, en exprimant ces probabilités en terme d’une fonction de transition P,
on remarque que la fonction de transition du processus de Markov stationnaire est
homogene et, pour tout h > 0, la distribution initiale Po(A) = P(§, € A) vérifie

Py(A) = / Po(dz)P(x, h, A). (11)

R!

Notons que ces deux conditions sont aussi suffisantes pour qu’un processus de

Markov soit stationnaire.

Maintenant, nous allons énoncer les résultat qui nous donnent les conditions
nécessaires et suffisantes sur les fonctions de transition pour I'obtention soit d’un

processus de Markov stationnaire soit d’'un processus de Markov périodique.

Théoréme 5.1 Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’un processus
de Markov stationnaire de fonction de transition P(x,t, A) de Feller et stochastique-
ment continue est que, pour v € R!
T
1 —
lim lim T/P(a:,t, Ug)dt =0, (12)

R—o00 T—o0
0

ot Ug = {|z| > R}.

PREUVE.

Nécessité

Soit Py la distribution initiale. En intégrant (11) par rapport a ¢t de 0 & 7" et en

16
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appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, on obtient

Po(T) — / Po(dx)% / Pla,t, Ur)dt. (13)

Raisonnons par I’absurde : supposons que la condition (12) n’est pas vérifiée,

ie.,
1 T
gggojlggof/P(x,t Ur)dt = q(z) > 0, (14)
0
or, comime on a
0= lim Po(Uz) > / Py(dz)q(x) > 0, (15)

d’ou la contradiction.

Suffisance

D’apreés la condition (12), pour zy donné, il existe une suite T,, — oo telle que

Ty
1
v /P(xo, t,Ug)dt — 0, uniformément en n, quand R — oo.  (16)
"0

Maintenant, considérons la suite des mesures sur B(R!) définie par

P, (A) = Ti / Plao,t, A)dt. (17)

n
0

D’aprés (16), on remarque que P, (A) est une suite faiblement compacte. Soit
donc P, une sous suite faiblement convergente vers une certaine distribution P,.
Nous allons montrer que la mesure P satisfait (11).

En effet, soit f(z) € C(R'). Comme P,, — Py, la propriété de Feller et Fubini-

17
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Tonelli nous donnent

/Po(dx)/P(x,t,dy)f(y)

Tn k

~ lim —— / ds / Plao, 5, dz) / Plat.dy) f(y). (18)

ng — oo Tnk

En appliquant maintenant la relation de Chapman-Kolmogorov, on obtient

T

/ds/P(mo,s—l—t,dy)f(y). (19)

[ ot [ Platdi)sio) = tim

N —00 Tnk
Posons
u=s+t,
par un simple calcul, (19) devient

Tn,

/Po(dx)/P(x,t,dy)f(y) = Jlim Tik /dU/P(xo,u,dy)f(y)

; /du / Plao, u, dy) f(y) - / du / Py, u, dy) f (2D)

Comme le deuxieéme et le troisieme terme du membre de droite de I'égalité (77)

sont nuls, on obtient

/Po(dx)/P(fU,t,dy)f(y) = /Po(dy)f(y), v/,

qui s’écrit
/ Po(dz)T, f(z) / Po(da) f(x).

D’ou (11).

18



5. Processus stochastique stationnaire et périodique

O

Théoréme 5.2 Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’un processus
de Markov 0—périodique de fonction de transition P(s,x,t, A) 0—périodique est que,
pour xg, S donnés

R—ooT—oo N

1« —
lim lim — Z P(sg,xq, 50 + k&, Ur) = 0. (21)
k=1

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme précédent ;

la seule différence réside dans la définition de P, (A), donnée ici par

kn

1
ZP(SQ,!EQ, So + kﬂ, A),
=1

P,.(A) = T <

ou k, est une suite croissante de nombres entiers telle que la suite de mesures P,,(A)

soit faiblement compact.

Remarque 5.1 La condition (21) du théoréme 1.5.3 peut étre remplacée par la

condition suivante

T

. .1 =
}%gr;oTlgr;of/P(s,m,s—i—u, Ug)du =0, (22)
0

a condition que la fonction de transition P(s,x,t, A) satisfait ’hypothése

a(R)=  sup  P(s,0,s+14Tp) =0, R—+oo, (23)

IGUﬁR,O<s,t<9

pour toute fonction B — 400, quand R — +o0.

Maintenant, on va énoncer et démontrer les résultats de Has'minskii qui per-
mettent de démontrer aussi bien ’existence d’une solution stationnaire que I’existence

d’une solution périodique.
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5. Processus stochastique stationnaire et périodique

5.2 Théorémes de Has’minskii

Soit le systéme d’équations stochastique

t

Xi(t) == +/bi(s,X(s))d8 + Z/Uij(s, (X (s))dW;(s), i=1--m, (24)

to

o b : [0,00[xR™x — R™, o : [0,00[xR™ — R™ x R™ sont boréliennes et W un

processus de Wiener défini dans l'espace (€2, F,P) a valeurs dans R".

Théoréme 5.3 Considérons le systéme d’équations stochastique (24) o les coeffi-

cients sont indépendants de t, i.e.,

¢ n

Xi(t) =x+ /bi(X(s))ds + Z/aij((X(s))dVVj(s), i=1--m. (25)

to

Supposons que

b(z) = b(y)| +lo(x) —o(y)| < Ble —yl, 2,y €Ug (26)
b(@)| +[o(2)] < B +[z]),  2eUg
ou B est une constante.
S’il existe une fonction V(z) € C%, x € R™ telle que
V(z) =0, (27)
sup LV (x) = —Ar — o0, R — +o0, (28)
lz|>R
ot ,
L= b +- #O 29
; 8361 + 2 Z]ZZI ; ik ik 81‘1833] ( )
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5. Processus stochastique stationnaire et périodique

de plus, si pour tout x € R™, on suppose que le processus X7*(t) est régulier (défini
pour tout t > 0), alors il existe une solution pour l’équation (25) qui est un processus

stationnaire de Markov.

Théoréme 5.4 Supposons que les coéfficients de l’équation (24) sont 0-périodiques

en t et vérifient

{ |b(s,x) — b(s,y)| + |o(s,x) —o(s,y)| < Blx —y], dans I x Ug (30)

[b(s, )| +|o(s, )| < B(1+ |z]), dans I x Ug,

ot B est une constante.

De plus, supposons qu’il existe une fonction V (t,x) € C? définie dans I x R™,

0—périodique en t vérifiant (28) et la condition

inf V(t,z) — oo, R — oc. (31)

|z|>R

Alors, il existe une solution de l’équation (24) qui est un processus de Markov 0—périodique.

Pour la démonstration du théoréme 1.5.4, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.1 Soient X (u) un processus satisfaisant l’équation (24) sur [s,T], V €
C?%, U un voisinage borné de v € R!, 7y = inf{u: X(u) ¢ U} et

TU(t) = min(TU, t) (32)

Supposons que

P{X(s) € U} =1, (33)
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5. Processus stochastique stationnaire et périodique

alors on a

PREUVE DU THEOREME 1.5.4

Soient X7(t) une solution réguliere de I’équation (24) et V(z) une fonction
vérifiant les conditions (27) et (28).

D’apres le lemme précédent, on a
Tn(t)
EV(X*(1,(t)) — V(z) =& / LV (X*(u))du, (35)
ou 7, = inf{u: X(u) ¢ U,} avec U,, = {z : |z| < n}.
La condition (28) nous donne

LV(X* () < x| X*(u)| > R}(w)An + sup LV (). (36)

zER!

Intégrons de 0 a 7,(t) et appliquons 'espérance mathématique et 'inégalité
(36), on obtient

Tn(t) Tn (t)
ApE / Nixeor(@)dy < —B / LV (X*(u))du (37)
0 0
Tn(t)
+E sup / LV (x)du,
zER! 9
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5. Processus stochastique stationnaire et périodique

ainsi, on trouve deux constantes c; et ¢y telles que

Tn(t)

AgE / Xix=()>r(W)du < 1t + ca. (38)
0

Puisque X?(t) est défini pour tout ¢ > 0, on a 7,, — ¢ et donc par passage a la

limite de (38), on obtient

t
C

/ P(x,u,Ug)du < —>. (39)
AR

~ | =

0

D’ou existence d’un processus de Markov stationnaire pour I’équation (25), d’aprés

le théoréme 1.5.2 et en tenant compte de (28). O

PREUVE DU THEOREME 1.5.5

La démonstration s’appuie sur la remarque 1.5.1. Ainsi, les arguments similaires

a ceux utilisés dans la démonstration du théoréme 1.5.4 nous permettent d’obtenir

1

T
_ 03
~|p =3
T/ (s,x,s+u,UR)du<AR,
0

do (22).
Il nous reste donc & démontrer (23). Pour cela, on suppose que la fonction V|
en plus des conditions (28) et (31), vérifie aussi la condition (27). Ainsi, il s’ensuit

d’apres les hypothéses du théoréeme que
L(V(t,x) — kt) <0, (40)

ol k est une constante suffisamment grande.

En utilisant (40), la régularité de la solution du processus et le lemme 1.5.1, on

obtient
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5. Processus stochastique stationnaire et périodique

Es.V(t,X(t) <k(t—s)+V(s,z),
ce qui, d’apres I'inégalité de Cebycev, nous donne

k(t—s)+V(s,x)

P t,Ug) <
(S,ZE, 7UR) o inf|x>R‘ V(t,x)

On remarque que la condition (23) sera satisfaite si la fonction S5 est choisie

telle que
SUD|z i<, V/

0 R .
inf‘x|>RV Y X

Ceci est possible d’aprés la condition (31).
O
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