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Premiére partie

Théoréme de Radon-Nikodym



1. Décomposition de Hahn et de Jordan des mesures signées

1 Décomposition de Hahn et de Jordan des me-

sures signées

Définition 1.1 Sur un espace mesurable (X, A), avec A C P(X) une o-algébre, une

mesure signée est une fonction :
p:A—RU{—o0,+0c0}

avec 1(0) = 0, qui satisfait ’additivité dénombrable disjointe :

u (UAi> =) nl(A)

n>1 m>1

quelle que soit la suite (A;)72, avec A; € A et A;NA; =0 pour tout 1 < i # j

n=1

Lemme 1.1 Etant donné une mesure signée ju sur (X, A), pour tous A, B € A avec

ACB,ona:
p(A) < oo

(B\A) = u(B) = u(A)

Preuve. Sinon, si on avait p(A) = oo, 'additivité :

M(B)<oo:>{
I

1(B) = pu(A) + p(B\ A)

impliquant p(B) = oo aussi, contradiction.
Ensuite, puisque —oo < —p(A), on peut effectivement soustraire, 'arithmétique

étant cohérente. m

Lemme 1.2 Soit (X, A) un espace mesurable muni d’une mesure signée p. Si (A)$2,

est une suite d’ensembles A; € A disjoints A; N A; =0 pour i # j, alors :

—00 <u(UAi) < too =Y |p(A;)] < o0

izl i>1



1. Décomposition de Hahn et de Jordan des mesures signées

Preuve. En effet , en introduisant :
{ A; siop(A) <0,

AT = i

]

ainsi que Af = {

0 s /L(Az) < 0,

A; siou(A;) >0,

nous avons par o —additivité deux séries & termes de signes constants < 0et > 0 :

(Uar)=Zuta) u(Uar) = Spcan)

i>1 i>1
Abrégeons aussi :

i>1

A=A, At = A, A=A .

i>1 i>1 i>1

Comme —oo < pi(A7),la premiére série a termes < 0 converge absolument.

L’hypothése p1(A) < oo, inclusion A* C A, et le Lemme (1.1) donnent alors :

(mo0 <) (A7) < oo,
et donc Y u(A;) < oo converge aussi. Enfin :
i>1

5 Il = £ |=n(AD)] + £ lut4f)] <o

i>1

Puisque les arguments sont essenstiellement les mémes que pour les (vraies) me-

sures (& valeurs > 0), énongons sans démonstration le résultat suivant :

Proposition 1.1 Dans un espace mesurable (X, A) muni d’une mesure signée ,

soit une suite (A,)>°, d”ensembles mesurables A, € A.

(1) Si A, C A1 est croissante, alors :

i ( U An) = lim p(A,)

n>1 n—oo

(2) Si Ay, D Anyq est décroissante et si ju(A,) < 0o, alors :

1 (ﬂAn> = lim 1u(A,)

n>1

Maintenant si p et p, sont deux vraies mesures sur (X,.4), disons finies pour

simplifier, i.e p1;(X) < 0o et py(X) < oo, alors la différence :

mesure signée.

W= Wy — [y €st une



1. Décomposition de Hahn et de Jordan des mesures signées

L’objectif des paragraphes qui suivent est d’établir que toute mesure signée s’écrit
de maniére unique comme différence de deux telles mesures, maximales en certain
sens.

Tout d’abord, il s’agit de localiser les lieux ou i est < 0, et ceux ou elle est > 0.
Définition 1.2 Un sous-ensemble N C X avec N C A est dit négatif pour p si :
VN'CN avec N'e A, p(N')<0
Un sous-ensemble O C X avec O C A est dit nul pour p si :
VO' C O avec O'e A, u(0')=0
Un sous-ensemble P C X avec P C A est dit positif pour p si :
VP'C P avec PPe A, p(P)>0

L’objet du théoréeme suivant est de capturer de tels ensembles N, O, P, en évitant

de mélanger le négatif avec le positif, sans vraiment porter attention sur les nuls.

Théoréme 1.1 Si p est une mesure signée sur un espace mesurable (X, A) alors
il existe deux sous-ensembles N C X et P C X avec N € A et P € A et avec :
NUP=X et NNP =0 tels que N est négatif pour i , et P est positif pour i .

Cette décomposition est essentiellement unique, au sens ot pour toute autre telle
paire (N', P"), les deux différences symétriques : NAN' = (N\ N')U (N'\ N) et
PAP = (P\ P)U(P'\ P) sont des ensembles nuls pour p.

Théoréme 1.2 (de décomposition de Jordan) Etant donné une décomposition
de Hahn X = NUP pour une mesure signée sur un espace mesurable (X, A) les deux
mesures (i_ = —pu |y et p, = —p|p satisfont : p = p, — p_ et elles ne dépendent
pas de la décomposition de Hahn.

De plus, toute autre paire (v_,vy) de mesure > 0 avec u = vy — v_ telle qu”il
eviste E C X,E € A, avec : v_ (E) =0 et vy (X \ E) =0 coincide avec (p_, j1.)
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3. Continuité absolue et singularités mutuelles des mesures

Sans cette condition d’existence de E, il est clair qu’aucune unicité ne peut avoir

lieu penser par exemple & = (u+ + v ) — (M, + v) ou est une mesure quelconque.

Ainsi ,la décomposition jt = y1, —_ est unique en un certain sens , et on ’appelle
la décomposition de Jordan de pu.

2 Intégrale par rapport 4 une mesure signée

Théoréme 2.1 Pour toute fonction mesurable f = f, — f_ sur un espace mesuré

(X, A, 1), ot p > 0 est une vraie mesure , telle que f_ € L* (X, A, i), Uapplication :

or A — ]—00, x0]
A — /fd,u
A

est une mesure signée sue (X, .A) .
Observons que Uhypothése [, |f-|dp = [, f-dp < oo garanit que —oo < f(A)
pour tout A C X avec A C A.

3 Continuité absolue et singularités mutuelles des

mesures

Définition 3.1 Deux mesures signées p et v sur un espace mesurable (X, A) sont
dites mutuellement singuliéres s’il existe E, F' € A avec ) = ENF tels que, pour
tout Ac A:  pu(A)=p(ANE)etv(A)=v(ANF)

Ce qui sera noté : L v

Ainsi, p et v sont supportées sur deur ensembles disjoints. Observons que [”on
peut remplacer F' par X/E D F, ou E par X/F D E, sans rien changer & cette
définition

Par contraste, on a une deuzriéme définition



3. Continuité absolue et singularités mutuelles des mesures

Définition 3.2 Une mesure signée v est dite absolument continue par rapport a une

mesure positive i si, pour tout A € A :
v(A) =0<«=pu(A) =0

ce qui sera noté :
v << U

Lemme 3.1 5@ une mesure positive ji et une mesure signée v satisfont simultané-

mentv L p et v << p alorsv=0

Preuve. Comme p | v, il existe E € A tel que pour tout A € A :

uw(A) = p(ANE) donc pu(ANE®) =0
v(A) = v(ANES) donc v(ANE) =0

et ainsi

v(A) = v(ANE)+v(ANE")
— 040

puisque 'hypothése v << u offre :

0=v(ANE) <= pu(ANE)=0

La définition d’absolue continuité v << p demande seulement que tout ensemble
nul pour p soit aussi nul pour v, et semble n’avoir rien & voir avec la notion classique

de continuité. Toutefois, la terminologie est justifiée par un :

Lemme 3.2 Sur un espace mesuré (X, .A), soit une mesure positive ji, et soit une

mesure signée v telle que |v| (X) < oco. Alors :

v<<pu<=V¥e>0 F6=0>) (VAcAuA) <i = v(4)|<¢e)

7



4. Theoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym

4 Theoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym

Théoréme 4.1 (Lebesgue,Radon,Nikodym) Sur un espace mesurable (X, A) muni
d’une mesure positive o-finie p > 0, soit v une autre mesure, éventuellement signée,
avec |v| aussi o-finie. Alors il existe deux uniques mesures, signées v, et v, sur (X, A)

telles que :

V=V, + Vs, Va<< s VsJ—PJ

De plus , il eziste une unique fonction mesurable f : X — R U {oc}, integrable au

sens étendu, telle que :

v(A)= | fdu VA€ A
/

Enfin, lorsque v > 0 est une (vraie) mesure, v, > 0 et vy > 0 sont des mesures, et
f=0.



Deuxiéme partie

Théoréme de Girsanov



5. Formule de Black Scholes

Ce résultat est fondamental dans la théorie générale de ’analyse de stochastique.

Il est trés important dans plusieurs applications et en particulier en économie.

5 Formule de Black Scholes

Ce theoreme exprime la maniere de passer de la probabilité historique décrivant
la probabilité qu'un actif sous-jacent prenne dans le futur une valeur donnée a la

probabilité risque neutre.
Ainsi il est trés utile pour évaluer la valeur d’un drift du sous-jacent.

Par exemple :

Considérons I'E.D.S d&(t) = dW (t) + b(&(t))dt en dimension 1 dans le systeme
usuel (Q, F, F, P,W(t)).

On montre que si b(x) est lipschitzienne alors la solution de 'E.D.S est un pro-

cessus de Markov de diffusion avec la probabilité de transition donnée par :

s, thy) xp(— (y—%)2

p(s,x,t, A) = \/m 20— 5) )dy
ou t t
B(s.2.t.9) = Bexpl [ U, ()W (z) = 5 [ (€, (a)dr)
et

§ou(t) =+ W(t) — W(s)
qui est un mouvement Brownien admet la probabilité de transition

(y —x)?

/We"p T2(t—s)

P(s,x,t, A) )dy.

10



6. Rappelons le résultat de Radon-Nikodym

6 Rappelons le résultat de Radon-Nikodym

Théoréme 6.1 Soient (2, F, P) un espace probabilisé, une probabilité QQ sur (Q, F)

est absolument continue par rapport a P i.e, VA € F

Q(A) = / Z(w)dP(w)

A

d
Z est appelée la densité de p par rapport a P et est notée d—g

Inversement, soit (Q, F, P) un espace probabilisé, si l'on a une variable aléatoire

positive ou nulle Z peut on déduire que :

1.€., que :

est une mesure de probabilité sur (2, F).

Plus précisement soit :

T

Z = exp / Fe)aW(s) = 5 [ 176)ds

0

Remarquons que pour que Z soit bien définie, il faut que f € L¥,[0,T] et donc
€ L%[0,T] (L% C Liy).

La réponse a cette question est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 6.2 Soit (2, F, F, W(t), P) un systeme usuel.

11



6. Rappelons le résultat de Radon-Nikodym

Soit f € L%]0,T] et supposons que :

T
1
E [exp(§/f(s)2ds)] < 400 (condition de Novikov)
0

Alors la mesure QQ sur F définie par :

4Q(w) = exp { [ i -5 [iror ds} aP(w)

0

est une mesure de probabilité sur (2, F),i.e

T

Q) = |exp [ f6)aw(s) -5 [15)f s | =1

0

et de plus on a :

to to
1
E |exp /f(s)dW(s) - §/lf(s)]2 ds p | Fi,| =1 P-p.s pour tous 0 < t; <ty <T.
t1 t1

Corollaire 6.1 Pour tout f € L3,[0,T] on a :

E [exp { JECLCE| |f(8)2dsH <1

0

et

exp { JECLCE Y| f<s>2ds} |7

12

FE <1 P—p.s pour tous 0 <t; <ty <T.




7. Transformation du mouvement brownien

7 Transformation du mouvement brownien

Soit le systeme usuel (2, F, F, W (t), P)te[QT]
Rappelons que :

o(W(s),0<s<t)CF et c(W(s+t)—W(t),0<s<T—1)

est indépendante de F, Vt € [0,T], (W : mouvement brownien en dim n )

Théoréme 7.1 (Cameron-Martin-Girsanov) Soient (Q,F,Fy, W(t), P),cj 7 un

systeme usuel et ® une fonction dans L}, [0,T).

Définissons :
@ = [ewaw -3 [1ew) . g
W (t) =W (t) —/@(s) ds, (2)
4P (w) = exp [¢} (9)] 4P () ®)
Si
P(Q) =1 (4)

Alors W(t), 0 <t < T est un mouvement bownien dans l’espace probabilisé

(Q,}", I5> , 1.6, (Q,}", F, W (t), 15> est un systéme usuel.

La démonstration du théoreme repose sur les cinq lemmes suivants :

Lemme 7.1 Si ® € L?y [0,T] et |® (t)| < ¢ P —p.s, alors pour tout o > 1

o —

E {exp [al (®)]} < exp { (t—s) cz] : (5)

13



7. Transformation du mouvement brownien

Preuve. D’apreés le corollairel, on a E exp [Ci |a<I>H < 1. Ainsi

2

Eexp [all (®)] = Fexp [l |a®|] exp o —a / | (u)| *du

042—06

< Eexp [ |a®|] exp {

042—04

(t —s) 021

< o

(t —s) 021

Lemme 7.2 Soit ® € L%y [0,T]. Alors pour toute variable aléatoire F, —mesurable

positive ou nulle n, on a :
En< E{nexp [Ci(@)}}, 0<t<T.
De plus si @ est t.q (4) est vérifiée, alors :
Eexp [¢}(®)] =1,

E{exp [(((®)] | o} =1,

P—pset 0<s<t<T,
En=E {nexp [(5(®)]}
Vn variable aléatoire F; — mesurable t.q En < 40

Preuve.

En = Enexp(¢(®)) = EE {nexp(¢f (@) | F}
En eXp[Cg(q))]E {eXP(CtT((I))) ‘ ft}
< Enexpl( ()]

14
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7. Transformation du mouvement brownien

Supposons maintenant que l'on ait ’égalité (4). D’aprés le corollaire 1, on a :

1 = Eexp [(F(®)] = Eexp[¢5(®)] E {exp (@) E [exp(¢T (@) | F] | Fo}
< Eexp[((P)] E {exp [¢L(D)] | Fs}

Notons par B, (m > 0) 'ensemble t.q
s 1
B =3w: E{exp[C((®)] | Fs} <1-— .
Comme, d’apres le corollaire 1,
E{exp[¢((®)] | Fs} <1 Pps

on obtient

1< [ ewlG@)ar+ - [ewl@)dr

Q\Byn, B,

Mais, comme

[ewlG@nar<iet eng@) =0 P-ps
Q

on obtient P(B,,) = 0 puisque 'on a

1< [ewG@)ar - [enl@)ap

IN

Q Bm
]' S
1= [ el ar
B

15



7. Transformation du mouvement brownien

Donc
/exp [(o(®)]dP = P(B,,) =0 (carexp (y(®) > 0)
Bm
Maintenant, comme m est arbitraire, ’assertion (1,8) est vérifiée.
Ainsi (1,7) se déduit directement de (1,8) , pour (1,9) on a :

En = Enexp [(o(®)] E {exp [C%(@)} | i}
= Enexp [(5(P)] -

Lemme 7.3 Soit ® € L%, [0, T] et ) une variable aléatoire F; —mesurable t.q En <
+o00. Alors

Eln| Fs] = E{nexp [¢.(®)] | 7}

Preuve. Posons vy, = exp[(§(®)], v, = exp[CL(®)]. Soit f toute variable aléatoire
Fs — mesurable. Alors :

E(fn) = E[fE(n | F)). Aussi nous avons : E(fn) = Elfiy7s] = E[fy1E(ny, |
F)]

Comme Yy Fs — mesurable on a

d’apés le lemme 2

Ey = E[yE(yy | F)] = E[E(yy,Fs)] = Evy,

Et donc on a
E(fn) = E[fy172E {m2 | Fs}] = EIfE {my | Fs}]
D’ou
E[fE(n| F.)] = E[fE {ny, | Fs}] et comme ceci est vrai ¥ f
Fs — mesurable

on a
Em|F)=E{n,|Fs}

n—-—auoo

Lemme 7.4 Soit® € L%,[0,T)] et (®,,),>1 une suite bornée € L¥,[0,T] t.q : C4(®,,)

16



8. Démonstration du théoréme

Ci(®) P—ps
Alors
/ (exp CL(®,) — exp (L(P)) dP — 0 sin — oo
Q

Preuve. D’apés le théoréme 1 (condition de Novicov vérifiée pour ®,,) on a [, exp (L(®,,)dP =
1

Notons

/ exp (' (®,)dP > 1 — 2¢
Qe

il s’ensuit alors

/ exp C(®,)dP < 2e
Q\Qn@

/ exp CL(®)dP < e

A\ e

On en déduit le résultat. m

8 Démonstration du théoréme

Puisque W(t) est un processus continu, il suffit de montrer que, V0 < s <t <1,

ona:
i. EW(@t)-W(1)|F)=0 P—ps
ii. BE[(Wa(t) — Wia(1)? | F] | Fs P—ps
A). On commence par les vérifies, lorsque : ®(¢) est borné € L%,[0, 1]

17



8. Démonstration du théoréme

( t

/ F(5)dW (s / / F()g(s)ds + / { / (u >dw<u>}f<s>dw<s>+ / { / £
*< fo t t s fo fo
/f( / ds/{/ du} W(s)+/{/f(u)dW(u)}

\ to

pour f,g € L?,[to,t] et h € Liy[to 1]

Gt (D)
—

t
1
En appliquant la formule d’It6 & u(z) = exp(z) et le processue /f(s)dW(s) - 5/ |f(s)]*d

exp { / F)AW(s) — / If(8)2d8}1 - / !exp { / F)AW (s) 5 / f(8)2ds} f(t)dW(u>]
On a:

to

exp (12(®) = 1 = / exp(CE2 (@) B(u)dW (u)

t1

Ainsi, d’aprés le lemme 7, on a :

EW(t) = W(s) | F] = E{[W(t) = W(s)]exp(C.(®)) | 7}

et en utilisant ()

=B { (W(t) = W(s)I(1+ /exp(C;‘(@))@(U)dW(U)) | fs}

s

ot le fait que : E[/h(u)dW(u) | F]=0si E/|h(u)|2du < o0 (e he M2 s, 4])

s

18



8. Démonstration du théoréme

En posant
u

h(u) = / exp(C2(®))B(0)dTV (v)

On montre que h(.) € M2 [s, ]

Ainsi :

~~

— 0, dou (i).

On fait de méme pour (ii).

B) Soit & € L%0,T] :

Considerons (®,,),>; suite € L%,[0,T] bornée tq :
T

/y@n@)—@(t)\?dt 0 P—ps

n—-aoo

0

Définissons W, (t) par :

Notons que l'on a W, (t) — W (t) P-p.s, ott (W, (t))icpo.,r) est un mouvement

brownien dans (Q, F, P,) d’ou

B {explid(in, (1) — ()] | 7.} = exp(—%wt ~s) P-ps

19



9. Formule de Girsanov

(B {explid(Wa(t) = Wa(s)] exp(CE (@) | F }) (m)

Rappelons que : Si a,, — a P-p.s, avec |a,| < k (k const) et E |5, — 5| — 0.
Alors E |, 3, — af| = 0.

En effet
Elanp, —apl < Ela||B, — Bl + Ela, — al |5
< cEB, =B+ Ela, —al|B]
< (—0) +(—0)

par hypotheése th C.D.L

Prenons o, = exp|—iA(W,(t) — W, (s)], B, = exp (CZ(@n))

Ainsi, faisons prendre n — oo dans (W), on obtient

B {explid(W(t) — W (s)] exp [¢L(®) | ] } = exp [—%A‘%t - s>}

Ceci implique que (W (£)):cor] est un mouvement brownien dans (Q, F, P) verifiant

EW(t)-W(s) | F]=0

E(W@t) —W(s)? | F]=t—s 0<s<t<T

9 Formule de Girsanov
Soit un systeme usuelle (Q, F, F;, P, u(t))te[oﬂ tel que :

o(W(u), u<t)CF 0<t<T (i)

EW(E)-W(s) | F] = 0 (ii)
E[W@#) -W(s)?|F] = t—1

20



9. Formule de Girsanov

Soit ®(t) comme dans le théoréme de C.M.G , nous avons obtenu un systéme usuel
<Q,J—",J—}, P, W(t)) ot : P << P.

t€[0,7)
Ainsi

feLiy[0.T) = feL0,T]
et on a

t

t t
/f(s)dW(s) = /f(s)dW(s) +/f(s)d<I>(s) P.p.s (ou bien P.p.s)
0 0 0
Théoréme 9.1 Soit X(t),t € [0,T] un processus stochastique (d’Ito) dans (Q, F, Fy, P,W(t))
défini par :

oub € Ly [0,T] et o € L}, [0, 7]
Soit ® € L2, [0,T] et posons

t

@) = [owave -3 1o

W) = W) — / o (s)ds,
PW) = exp[(](®)] dP(w)

Supposons que P(Q) = 1.

Alors X(t),t € [0,T] est un processus stochastique (d’Ito) dans le systéme usuel
<Q,F,E,p, W(t)) tel que :

X(t) = X(0) + / b(s)ds + / o (s)dW (s)



9. Formule de Girsanov

ou

b(t) = b(t) + o(t)D(t)

La démonstration est immeédiate d’aprés le théoreme 4.

Soit C 'espace des fonctions continues de [0, 7] dans R, muni de la tribu My :
tribu engendrée par des ensembles [z(t) € A]ou 0 <t <T et A< B. A€ B : tribu
borélienne sur R.

On sait qu'un p.s {(t), t € [0,7T] dans (2, F, P) induit une mesure de probabilité

Pe sur (C%., M) définie comme suit :

P:(B) = P{w,&{(w,.) € B}, Be My

en particulier, on a :

Pela()rx(ty) € Ay, .o, x(ty) € Ar} = P{lw : &(t1,w) € Ay, .., E(tg,w) € Ar}

O§t1§ ..... StkST,AZGB,V’LEB,VZ:L,k‘

Supposons que () est une autre probalité sur (£, F) donnée par :

dQ(w) = p(w)dP(w)

ainsi on a :

[ plrdp) =1

Q

et définissons
Q€<B> = Q{wa’f(w7 ) € B} ,B € Mry.

On montre alors que :

Qe(B) = / pw)dP(Ew.)) VB e My

B

22



10. Application :

i.e. 0
d—Pj(é“(w, ) =Qw)
et on a
Qg << Pg
10 Application :
1- Soient deux E.D.S :
d&(t) = b(t, £(t))dt + o(t, £(£))dW (1) (1)
et
de(t) = b(t, E(t))dt + o (t,£(1))dW (t) (2)

dans l'espace usuel (Q, F, F;, P,W(t)).

Supposons que les conditions suffisantes d’existence et d’unicité de la solution

sont vérifiées, i.e : b(t,x), b(t,x), o(t,x) sont mesurable dans [0, 7] x R et vérifient

la condition de croissance, i.e :

b(t, x)], ‘b(t, x)‘ et |o(t, )| sont inférieurs ou égales a k |1 + |z||, k =cste, et de

plus la condition de Lipschitz :
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Posons :

U (t,z) = o L(t,x)|b(t,x) —b(t,x)
@) = W(t,£(1))

Considérons la solution &(t) de (1).
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10. Application :

Supposons que :
E (exp[u®(®))’) <C, 0<t<T, p>0etC>0

D’aprés le théoréme 10 (Formule de Girsanov), on obtient :

t t

£(t) = £(0) + / b(s, €(s))ds + / o(5,£())dTV (s) 3)

0 0
dans le systéme usuel (Q, F,F, P, W(t)), ou

T

dP(w) = exp / B (u) dVV (1) — % / 1 ()2 du| dP(w)

et

W(t) = W(t) — / B () du.

Ainsi, on remarque que :

&(t) solution de (3) dans (Q, F,Fi, P, W(t)) et £(t) solution de (2) dans (Q, F,Fi, P, W(t))
ont la meme loi.

Autrement dit, si on pose & (0) = £(0) = z, alors

P = P; dans (C9, My), i,
P{W : €(w;) € B :Pg{W:E(w,.) c B},B e My

Ainsi nous obtenons le résultat suivant :

Soient &(t) solution de (1) et £(¢) sol de (2) toutes deux dans le méme espace
usuel (Q, F, P,W,) avec £(0) = £(0) = z. Pp.s.

Notons Pe(B) = P{W : (w;) € B} et P(B) = P {W L E(w;) € B} , B e My

les mesures images de P par rapport a £(t) et £(t) respectivement dans (C9, Mr).

Si la fonction ®(t) = W(t,£(t)) ou U(t,x) = o (t, z)[b(t, ) — b(t, 7)]
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10. Application :

verifie la condition de Novikov, alors on a :

T

(§(w, s)) = exp /@(u)dW(u) — %/\@(u)ﬁdu

0

dP;
dP;

Exemple
Black et Scholes, application de It6 et Girsanov au pricing
On considére le marché financier de taux instantanée sans risque r > 0 et com-

prenant un actif risqué S définie par :

2
St — SG(Q_T)H_UVVt

ou s,0 = 0 et W, un mouvement brownien
On se place sous les hypotheses du théoréeme du Girsanov pour avoir la solution
de ce probléeme
1- On considére un portefeuille pour lequel on note ¢, la quantité d’actif S' détenue
ent
Tout d’abord, on a pour tout instant ¢, Y; — ¢,.S; investis sans risque et ¢(t)

investie sur 9; alors la dynamique de la richesse est donnée par

dY; = (Y; — ¢,5,)rdt + $(1)ds, (1)

Comme Y; est a trajectoire continue , la dynamique de la richesse

actualisée est donnée en intégrant I’équation (1) et en appliquant le processus d’It6

T

avec f(t,x) = xe~" on obtient :

dY; = ¢(t)dS; (2)
ou,
2
S«t _ Se(a—r—%)t—&—th

et on veut trouver une mesure () sous la quelle il existe un mouvement brownien
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10. Application :

Btet)\Gth

2
~ A
Sy = serrTt
2

A
Bi=5t est

sachant que si B, est un mouvement brownien pour tout \,s € R , se*
une martingale
En appliquant le théoréme de Girsanov pour tout o € R, (W; — ut);ejo,r) est un

mouvement brownien sous la mesure

2
dQ = !5 T

r—a
g

d’ou p =

2
r=a . — (r—a) T
doncd@ =e ® " 202 " dP est la mesure voulu

2
r—a _(r—a) ~
A cause des résultats précédantes dQ) = e ° Ve AP et W o= Wy + <t

W est un mouvement brownien

ce qui nous donne aussi que le marché est viable

_ 2
On a aussi W, — ut = W, d’ou, S; = se?Vt~%* et en utilisant le processus d’Tto

pour la fonction
2

f(t, %) = 5™ 7t on obtient
dgt = O'gtth (3)

2- On considére maintenant un actif payant G = ¢(.S;) au temps T, avec g fontion
continue .On admettra qu’il existe une fontion f(t,z) de classe C” sur [0, T|R tq :
f(T,z) = e g(emx) et qui soit solution de 'EDP :

2

@f+£%@mf:o (4)
On cherche a trouver un processus ¢(t) tq :3 Y, satisfaisant Y7 = G et
dY; = (Y — ¢, Sp)rdt + ¢(t)dS, (5)
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10. Application :

Ceci équivalent a I'équation 2, en posant Y; = e Y, , alors 3 un processus Y;

tq Y, = Ge " et
dY; = ¢(t)dS, (6)
en posant Y; = f(¢,S;) , une fonction f(t,z) de classe C° tq : f(T,Sr) =
Ge " et df(t, gt) soit proportionnel a dS; la premiere condition est équivalente a

f(T,e7Sp) = g(Sr)e™™ je f(T,z)=c Tg(eTx)

2
g

_8x,xf =0

atf+l’2 9

de plus dans ce cas df(t,S;) = 9,f(t, S;)dS, alors la stratégie de couverture est

donnée par :

On note toujours Y; la valeur en ¢ , du portefeuille répliquant G .On sait que le

processus Y; qui en ¢ vaut la valeur actualisée en 0 du portefeuille & I'instant ¢ , vaut
t
Ti=Yo+ [ ot)as )
0

ou ¢(t) désigne la quantité de 'actif S détenue a I'intant ¢

Or on a dW; = j—? , donc
t

V= Vot / o(t)0 51T, (9)

0

On en déduit que Y; est une martingale sous @ . Ainsi ,Y; la valeur en ¢ de I'option

payant G en T' | est donnée par

Yi = 'Y = " Eq(Vr | F) = ¢ Eglg(Sr)e ™"/ F)

La formule de Bayes permet d’exprimer Y; avec I’éspérance sous P.
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