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Première partie

Théorème de Radon-Nikodym
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1. Décomposition de Hahn et de Jordan des mesures signées

1 Décomposition de Hahn et de Jordan des me-

sures signées

Dé�nition 1.1 Sur un espace mesurable (X;A); avec A � P (X) une �-algèbre, une
mesure signée est une fonction :

� : A ! R [ f�1;+1g

avec �(;) = 0; qui satisfait l�additivité dénombrable disjointe :

�

 [
n�1
Ai

!
=
X
m�1

�(Ai)

quelle que soit la suite (Ai)1n=1 avec Ai 2 A et Ai \ Aj = ; pour tout 1 � i 6= j

Lemme 1.1 Étant donné une mesure signée � sur (X;A), pour tous A;B 2 A avec
A � B, on a :

�(B) <1)
(

�(A) <1
�(B n A) = �(B)� �(A)

Preuve. Sinon, si on avait �(A) =1; l�additivité :

�(B) = �(A) + �(B n A)

impliquant �(B) =1 aussi, contradiction.

Ensuite, puisque �1 < ��(A), on peut e¤ectivement soustraire, l�arithmétique
étant cohérente.

Lemme 1.2 Soit (X;A) un espace mesurable muni d�une mesure signée �. Si (A)1i=1
est une suite d�ensembles Ai 2 A disjoints Ai \ Aj = ; pour i 6= j, alors :

�1 < �

�S
i�1
Ai

�
< +1 =)

X
i�1
j�(Ai)j <1

3



1. Décomposition de Hahn et de Jordan des mesures signées

Preuve. En e¤et , en introduisant :

A�i :=

(
Ai si �(Ai) < 0;

; si �(Ai) � 0;
ainsi que A+i :=

(
; si �(Ai) < 0;

Ai si �(Ai) � 0;
nous avons par ��additivité deux séries à termes de signes constants � 0 et � 0 :

�

�S
i�1
A�i

�
=
P
i�1
�(A�i ) et �

�S
i�1
A+i

�
=
P
i�1
�(A+i ) .

Abrégeons aussi :

A� :=
S
i�1
A�i , A+ :=

S
i�1
A+i , A :=

S
i�1
Ai .

Comme �1 < �(A�);la premiére série à termes � 0 converge absolument.
L�hypothése �(A) <1 , l�inclusion A+ � A, et le Lemme (1.1) donnent alors :

(�1 <) �(A+) <1 ,

et donc
P
i�1
�(A+i ) <1 converge aussi. En�n :P

i�1
j�(Ai)j =

P
i�1

����(A�i )��+P
i�1

���(A+i )�� <1
Puisque les arguments sont essenstiellement les mêmes que pour les (vraies) me-

sures (à valeurs � 0), énonçons sans démonstration le résultat suivant :

Proposition 1.1 Dans un espace mesurable (X;A) muni d�une mesure signée �,
soit une suite (An)1n=1 d�ensembles mesurables An 2 A:
(1) Si An � An+1 est croissante, alors :

�

� S
n�1
An

�
= lim

n!1
�(An)

(2) Si An � An+1 est décroissante et si �(An) <1, alors :

�

 \
n�1
An

!
= lim

n!1
�(An)

Maintenant si �1et �2 sont deux vraies mesures sur (X;A); disons �nies pour
simpli�er, i.e �1(X) < 1 et �2(X) < 1; alors la di¤érence : � := �2 � �1 est une
mesure signée.
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1. Décomposition de Hahn et de Jordan des mesures signées

L�objectif des paragraphes qui suivent est d�établir que toute mesure signée s�écrit

de maniére unique comme di¤érence de deux telles mesures, maximales en certain

sens.

Tout d�abord, il s�agit de localiser les lieux où � est � 0, et ceux où elle est � 0:

Dé�nition 1.2 Un sous-ensemble N � X avec N � A est dit négatif pour � si :

8N 0 � N avec N 0 2 A; �(N 0) � 0

Un sous-ensemble O � X avec O � A est dit nul pour � si :

8O0 � O avec O0 2 A; �(O0) = 0

Un sous-ensemble P � X avec P � A est dit positif pour � si :

8P 0 � P avec P 0 2 A; �(P 0) � 0

L�objet du théorème suivant est de capturer de tels ensembles N;O; P; en évitant

de mélanger le négatif avec le positif, sans vraiment porter attention sur les nuls.

Théorème 1.1 Si � est une mesure signée sur un espace mesurable (X;A) alors
il existe deux sous-ensembles N � X et P � X avec N 2 A et P 2 A et avec :

N [ P = X et N \ P = ; tels que N est négatif pour � , et P est positif pour � .

Cette décomposition est essentiellement unique, au sens où pour toute autre telle

paire (N 0; P 0), les deux di¤érences symétriques : N�N 0 = (N nN 0) [ (N 0 nN) et

P�P 0 = (P n P 0) [ (P 0 n P ) sont des ensembles nuls pour �.

Théorème 1.2 (de décomposition de Jordan) Étant donné une décomposition
de Hahn X = N [P pour une mesure signée sur un espace mesurable (X;A) les deux
mesures �� := �� jN et �+ := �� jP satisfont : � = �+ � �� et elles ne dépendent
pas de la décomposition de Hahn.

De plus, toute autre paire (v�; v+) de mesure � 0 avec � = v+ � v� telle qu�il
existe E � X;E 2 A, avec : v� (E) = 0 et v+(X n E) = 0 coincide avec

�
��; �+

�
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3. Continuité absolue et singularités mutuelles des mesures

Sans cette condition d�existence de E, il est clair qu�aucune unicité ne peut avoir

lieu penser par exemple à � =
�
�+ + v

�
�
�
�� + v

�
où est une mesure quelconque.

Ainsi ,la décomposition � = �+��� est unique en un certain sens , et on l�appelle

la décomposition de Jordan de �:

2 Intégrale par rapport à une mesure signée

Théorème 2.1 Pour toute fonction mesurable f = f+ � f� sur un espace mesuré
(X;A; �), où � � 0 est une vraie mesure , telle que f� 2 L1 (X;A; �), l�application :

vf : A ! ]�1;1]

A 7!
Z
A

fd�

est une mesure signée sue (X;A) :
Observons que l�hypothèse

R
X
jf�j d� =

R
X
f�d� < 1 garanit que �1 < f(A)

pour tout A � X avec A � A:

3 Continuité absolue et singularités mutuelles des

mesures

Dé�nition 3.1 Deux mesures signées � et v sur un espace mesurable (X;A) sont
dites mutuellement singulières s�il existe E; F 2 A avec ; = E \ F tels que, pour

tout A 2 A : � (A) = � (A \ E) et v (A) = v (A \ F )
Ce qui sera noté : � ? v
Ainsi, � et v sont supportées sur deux ensembles disjoints. Observons que l�on

peut remplacer F par X=E � F , ou E par X=F � E, sans rien changer à cette

dé�nition

Par contraste, on a une deuxième dé�nition
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3. Continuité absolue et singularités mutuelles des mesures

Dé�nition 3.2 Une mesure signée v est dite absolument continue par rapport à une
mesure positive � si, pour tout A 2 A :

v(A) = 0(= �(A) = 0

ce qui sera noté :

v << �

Lemme 3.1 Si une mesure positive � et une mesure signée v satisfont simultané-
ment v ? � et v << � alors v = 0

Preuve. Comme � ? v, il existe E 2 A tel que pour tout A 2 A :

�(A) = �(A \ E) donc �(A \ Ec) = 0
v(A) = v(A \ Ec) donc v(A \ Ec) = 0

et ainsi

v(A) = v(A \ E) + v(A \ Ec)
= 0 + 0

puisque l�hypothèse v << � o¤re :

0 = v(A \ Ec)(= �(A \ Ec) = 0

La dé�nition d�absolue continuité v << � demande seulement que tout ensemble

nul pour � soit aussi nul pour v, et semble n�avoir rien à voir avec la notion classique

de continuité. Toutefois, la terminologie est justi�ée par un :

Lemme 3.2 Sur un espace mesuré (X;A), soit une mesure positive �, et soit une
mesure signée � telle que j�j (X) <1. Alors :

� << �() 8" > 0 9� = �(") (8A 2 A �(A) � � =) j�(A)j � ")
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4. Theoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym

4 Theoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym

Théorème 4.1 (Lebesgue,Radon,Nikodym) Sur un espace mesurable (X;A) muni
d�une mesure positive �-�nie � � 0; soit � une autre mesure, éventuellement signée,
avec j�j aussi �-�nie. Alors il existe deux uniques mesures, signées �a et �s sur (X;A)
telles que :

� = �a + �s; �a<<�; �s?�

De plus , il existe une unique fonction mesurable f : X ! R [ f1g ; integrable au
sens étendu, telle que :

�(A) =

Z
A

fd� 8A 2 A

En�n, lorsque � � 0 est une (vraie) mesure, �a � 0 et �s � 0 sont des mesures, et
f � 0:
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Deuxième partie

Théorème de Girsanov
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5. Formule de Black Scholes

Ce résultat est fondamental dans la théorie générale de l�analyse de stochastique.

Il est trés important dans plusieurs applications et en particulier en économie.

5 Formule de Black Scholes

Ce theoreme exprime la maniere de passer de la probabilité historique décrivant

la probabilité qu�un actif sous-jacent prenne dans le futur une valeur donnée à la

probabilité risque neutre.

Ainsi il est trés utile pour évaluer la valeur d�un drift du sous-jacent.

Par exemple :

Considérons l�E.D.S d�(t) = dW (t) + b(�(t))dt en dimension 1 dans le systeme

usuel (
;F ;Ft; P;W (t)).

On montre que si b(x) est lipschitzienne alors la solution de l�E.D.S est un pro-

cessus de Markov de di¤usion avec la probabilité de transition donnée par :

p(s; x; t; A) =

Z
A

�(s; x; t; y)p
2n(t� s)

exp(�(y � x)
2

2(t� s) )dy

où

�(s; x; t; y) = E expf
tZ
s

b(��s;x(x)dW (x)�
1

2

tZ
s

b2(��s;x(x)dxg

et
��s;x(t) = x+W (t)�W (s)

qui est un mouvement Brownien admet la probabilité de transition

~P (s; x; t; A) =

Z
A

1p
2n(t� s)

exp(�(y � x)
2

2(t� s) )dy:
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6. Rappelons le résultat de Radon-Nikodym

6 Rappelons le résultat de Radon-Nikodym

Théorème 6.1 Soient (
;F ; P ) un espace probabilisé, une probabilité Q sur (
;F)
est absolument continue par rapport à P i.e, 8A 2 F

Q(A) =

Z
A

Z(w)dP (w)

Z est appelée la densité de ' par rapport à P et est notée
dQ

dP
Inversement, soit (
;F ; P ) un espace probabilisé, si l�on a une variable aléatoire

positive ou nulle Z peut on déduire que :

E(z) =

Z



Z(W )dP (W ) = 1

i.e., que :

Pz(A) =

Z
A

Z(w)dP (w)

est une mesure de probabilité sur (
;F):

Plus précisement soit :

Z = exp

8<:
TZ
0

f(s)dW (s)� 1
2

TZ
0

jf(s)j2 ds

9=;
Remarquons que pour que Z soit bien dé�nie, il faut que f 2 L2W [0; T ] et donc

2 L2W [0; T ] (L2W � L1W ):

La réponse a cette question est donnée par le résultat suivant.

Théorème 6.2 Soit (
;F ;Ft;W (t); P ) un systeme usuel.
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6. Rappelons le résultat de Radon-Nikodym

Soit f 2 L2W [0; T ] et supposons que :

E

24exp(1
2

TZ
0

f(s)2ds)

35 < +1 (condition de Novikov)

Alors la mesure Q sur F dé�nie par :

dQ(w) = exp

8<:
TZ
0

f(s)dW (s)� 1
2

TZ
0

jf(s)j2 ds

9=; dP (w)

est une mesure de probabilité sur (
;F),i.e

Q(
) = E

24exp
8<:

TZ
0

f(s)dW (s)� 1
2

TZ
0

jf(s)j2 ds

9=;
35 = 1

et de plus on a :

E

24exp
8<:

t2Z
t1

f(s)dW (s)� 1
2

t2Z
t1

jf(s)j2 ds

9=; j Ft1

35 = 1 P -p.s pour tous 0 � t1 � t2 � T:

Corollaire 6.1 Pour tout f 2 L2W [0; T ] on a :

E

24exp
8<:

TZ
0

f(s)dW (s)� 1
2

TZ
0

jf(s)j2 ds

9=;
35 � 1

et

E

24exp
8<:

t2Z
t1

f(s)dW (s)� 1
2

t2Z
t1

jf(s)j2 ds

9=; j Ft1

35 � 1 P�p:s pour tous 0 � t1 � t2 � T:
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7. Transformation du mouvement brownien

7 Transformation du mouvement brownien

Soit le système usuel (
;F ;Ft;W (t); P )t2[0;T ]
Rappelons que :

� (W (s); 0 � s � t) � Ft et � (W (s+ t)�W (t); 0 � s � T � t)

est indépendante de Ft, 8t 2 [0; T ], (W : mouvement brownien en dim n )

Théorème 7.1 (Cameron-Martin-Girsanov) Soient (
;F ;Ft;W (t); P )t2[0;T ] un
système usuel et � une fonction dans L2W [0; T ] :

Dé�nissons :

�ts (�) =

tZ
s

� (u) dW (u)� 1
2

tZ
s

j� (u)j 2du, (1)

~W (t) =W (t)�
tZ
0

� (s) ds; (2)

d ~P (w) = exp
�
�T0 (�)

�
dP (w) : (3)

Si
~P (
) = 1: (4)

Alors ~W (t) ; 0 � t � T est un mouvement bownien dans l�espace probabilisé�

;F ; ~P

�
; i.e,

�

;F ;Ft; ~W (t); ~P

�
est un système usuel.

La démonstration du théorème repose sur les cinq lemmes suivants :

Lemme 7.1 Si � 2 L2W [0; T ] et j� (t)j � c P � p:s, alors pour tout � > 1

E
�
exp

�
��ts (�)

�	
� exp

�
�2 � �
2

(t� s) c2
�
: (5)
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7. Transformation du mouvement brownien

Preuve. D�après le corollaire1, on a E exp
�
�ts j��j

�
� 1. Ainsi

E exp
�
��ts (�)

�
= E exp

�
�ts j��j

�
exp

24�2 � �
2

tZ
s

j� (u)j 2du

35
� E exp

�
�ts j��j

�
exp

�
�2 � �
2

(t� s) c2
�

� exp

�
�2 � �
2

(t� s) c2
�

Lemme 7.2 Soit � 2 L2W [0; T ] : Alors pour toute variable aléatoire Ft�mesurable
positive ou nulle �, on a :

~E� � E
�
� exp

�
�ts (�)

�	
, 0 � t � T: (6)

De plus si � est t.q (4) est véri�ée, alors :

E exp
�
�ts (�)

�
= 1; (7)

E
�
exp

�
�ts (�)

�
j Fs

	
= 1; (8)

P � p:s et 0 � s < t � T;

~E� = E
�
� exp

�
�t0 (�)

�	
(9)

8� variable aléatoire Ft �mesurable t.q ~E� < +1

Preuve.

~E� = E� exp(�T0 (�)) = EE
�
� exp(�T0 (�) j Ft

	
= E� exp[�T0 (�)]E

�
exp(�Tt (�)) j Ft

	
� E� exp[�T0 (�)]
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7. Transformation du mouvement brownien

Supposons maintenant que l�on ait l�égalité (4). D�aprés le corollaire 1, on a :

1 = E exp
�
�T0 (�)

�
= E exp [�s0(�)]E

�
exp �ts(�) E

�
exp(�Tt (�)) j Ft

�
j Fs

	
� E exp [�s0(�)]E

�
exp

�
�ts(�)

�
j Fs

	
Notons par Bm (m � 0) l�ensemble t.q

Bm =

�
w : E fexp [�st(�)] j Fsg � 1�

1

m

�

Comme, d�après le corollaire 1,

E
�
exp

�
�ts(�)

�
j Fs

	
� 1 P -p.s

on obtient

1 �
Z


nBm

exp [�s0(�)] dP + (1�
1

m
)

Z
Bm

exp [�s0(�)] dP

Mais, commeZ



exp [�s0(�)] dP � 1 et exp �s0(�) � 0 P � p:s;

on obtient P (Bm) = 0 puisque l�on a

1 �
Z



exp [�s0(�)] dP �
1

m

Z
Bm

exp [�s0(�)] dP

� 1� 1

m

Z
Bm

exp [�s0(�)] dP:
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7. Transformation du mouvement brownien

Donc Z
Bm

exp [�s0(�)] dP =) P (Bm) = 0 (car exp �s0(�) > 0)

Maintenant, comme m est arbitraire, l�assertion (1,8) est véri�ée.

Ainsi (1,7) se déduit directement de (1,8) , pour (1,9) on a :

~E� = E� exp
�
�t0(�)

�
E
�
exp

�
�T0 (�)

�
j Ft
	

= E� exp
�
�t0(�)

�
:

Lemme 7.3 Soit � 2 L2W [0; T ] et � une variable aléatoire Ft�mesurable t.q ~E� <
+1. Alors

~E[� j FS] = E
�
� exp

�
�ts(�)

�
j Fs

	
Preuve. Posons 
1 = exp[�s0(�)]; 
2 = exp[�ts(�)]: Soit f toute variable aléatoire

Fs �mesurable. Alors :
~E(f�) = ~E[f ~E(� j Fs)]: Aussi nous avons : ~E(f�) = E[f�
1
2] = E[f
1E(�
2 j

Fs)]
Comme 8
 Fs �mesurable on a

E
 = E[
E(
2 j Fs)]
d�apés le lemme 2

= E[E(

2Fs)] = E

2

Et donc on a
~E(f�) = E[f
1
2E f�
2 j FSg] = ~E[fE f�
2 j FSg]

D�où
~E[f ~E(� j Fs)] = ~E[fE f�
2 j FSg] et comme ceci est vrai 8f

Fs �mesurable
on a

�E(� j Fs) = E f�
2 j FSg

Lemme 7.4 Soit � 2 L2W [0; T ] et (�n)n�1 une suite bornée 2 L2W [0; T ] t.q : �ts(�n)
n�!1�!
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8. Démonstration du théorème

�ts(�) P � p:s
Alors Z




�
exp �ts(�n)� exp �ts(�)

�
dP �! 0 si n �!1

Preuve.D�apés le théorème 1 (condition de Novicov véri�ée pour�n) on a
R


exp �ts(�n)dP =

1

Notons


n;" =

8<:W :

������exp
tZ
s

(�n)� exp
tZ
s

(�)

������ < "
9=;

On a : Z

n;"

exp �ts(�n)dP > 1� 2"

il s�ensuit alors Z

n
n;"

exp �ts(�n)dP � 2"

et Z

n
n;"

exp �ts(�)dP � "

On en déduit le résultat.

8 Démonstration du théorème

Puisque ~W (t) est un processus continu, il su¢ t de montrer que, 8 0 � s � t � 1,
on a :

i. ~E( ~W (t)� ~W (1) j Fs) = 0 ~P � p:s

ii. ~E[(( ~Wh(t)� ~Wh(1))
2 j Fs] j F .s ~P � p:s

A). On commence par les véri�ès, lorsque : �(t) est borné 2 L2W [0; 1]
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8. Démonstration du théorème

F

8>>>>>><>>>>>>:

tZ
t0

f(s)dW (s)

tZ
t0

g(s)dW (s) =

tZ
t0

f(s)g(s)ds+

tZ
t0

8<:
sZ

t0

g(u)dW (u)

9=; f(s)dW (s) +
tZ

t0

8<:
sZ

t0

f(u)dW (u)

9=; g(s)dW (s)
tZ

t0

f(s)dW (s)

tZ
t0

h(s)ds =

tZ
t0

8<:
sZ

t0

h(u)du

9=; f(s)dW (s) +
tZ

t0

8<:
sZ

t0

f(u)dW (u)

9=;h(s)ds
pour f; g 2 L2W [t0; t] et h 2 L1W [t0;t]

En appliquant la formule d�Itô à u(x) = exp(x) et le processue

�tt1(�)| {z }
tZ

t1

f(s)dW (s)� 1
2

tZ
t1

jf(s)j2 ds

i.e

exp

8<:
t2Z
t1

f(s)dW (s)� 1
2

t2Z
t1

jf(s)j2 ds

9=;�1 =
t2Z
t1

24exp
8<:

tZ
t1

f(s)dW (s)� 1
2

tZ
t1

jf(s)j2 ds

9=; f(t)dW (u)
35

On a :

exp �t2t1(�) = 1 =

t2Z
t1

exp(�t2t1(�))�(u)dW (u)

Ainsi, d�aprés le lemme 7, on a :

~E[ ~W (t)� ~W (s) j Fs] = E
�
[W (t)�W (s)] exp(�ts(�)) j Fs

	
et en utilisant (F)

= E

8<:[W (t)�W (s)](1 +
tZ
s

exp(�us (�))�(u)dW (u)) j Fs

9=;
et le fait que : E[

tZ
s

h(u)dW (u) j Fs] = 0 si E
tZ
s

jh(u)j2du <1 (i.e h 2M2
W [s; t])
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8. Démonstration du théorème

En posant

h(u) =

uZ
s

exp(�vs(�))�(v)dW (v)

On montre que h(:) 2M2
W [s; t]

Ainsi :

~E[ ~W (t)� ~W (s) j Fs] = E(W (t)�W (s) j Fs) + E

8<:((W (t)�W (s))
tZ
s

exp(�us (�))�(u)dW (s) j Fs

9=;
= 0 + E fW (t)�W (s) j Fsg| {z }

=0

E

8<:
tZ
s

exp j�us (�)�(u)dW (u) j Fs

9=;| {z }
=0

= 0; d�où (i).

On fait de même pour (ii).

B) Soit � 2 L2W [0; T ] :

Considerons (�n)n�1 suite 2 L2W [0; T ] bornée tq :

TZ
0

j�n(t)� �(t)j2 dt �!
n�!1

0 P � p:s

Dé�nissons ~Wn(t) par :

~Wn(t) =W (t)�
tZ
s

�n(u)du

Notons que l�on a ~Wn(t) �! W (t) P -p.s, où ( ~Wn(t))t2[0;T ] est un mouvement

brownien dans (
;F ; ~Pn) d�où

~E
n
exp[i�( ~wn(t)� ~Wn(s)] j Fs

o
= exp(�1

2
�2(t� s)) P � p:s
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9. Formule de Girsanov

(E
n
exp[i�( ~Wn(t)� ~Wn(s)] exp(�

t
s(�n)) j Fs

o
) (�)

Rappelons que : Si �n ! � P -p.s, avec j�nj � k (k const) et E j�n � �j �! 0:

Alors E j�n�n � ��j = 0:
En e¤et

E j�n�n � ��j � E j�nj j�n � �j+ E j�n � �j j�j
� c E j�n � �j+ E j�n � �j j�j
� (�! 0)

par hypothèse
+ (�! 0)

th C.D.L

Prenons �n = exp[�i�( ~Wn(t)� ~Wn(s)]; �n = exp
�
�ts(�n)

�
Ainsi, faisons prendre n!1 dans (�), on obtient

~E
n
exp[i�( ~W (t)� ~W (s)] exp

�
�ts(�) j Fs

�o
= exp

�
�1
2
�2(t� s)

�
Ceci implique que ( ~W (t))t2[0;T ] est un mouvement brownien dans (
;F ; ~P ) veri�ant

~E[ ~W (t)� ~W (s) j Fs] = 0
~E[( ~W (t)� ~W (s))2 j Fs] = t� s 0 � s < t � T

9 Formule de Girsanov

Soit un système usuelle (
;F ;Ft; P; u(t))t2[0;T ] tel que :

� (W (u); u � t) � Ft 0 � t � T (i)

80 � s � t � T;

E [W (t)�W (s) j Fs] = 0 (ii)

E
�
(W (t)�W (s))2 j Fs

�
= t� 1
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9. Formule de Girsanov

Soit �(t) comme dans le théorème de C.M.G , nous avons obtenu un système usuel�

;F ;Ft; ~P ; ~W (t)

�
t2[0;T ]

où : P << ~P .

Ainsi

f 2 L2W [0; T ] =) f 2 L2~W [0; T ]

et on a

tZ
0

f(s)dW (s) =

tZ
0

f(s)d ~W (s) +

tZ
0

f(s)d�(s) P:p:s (ou bien ~P :p:s)

Théorème 9.1 SoitX(t), t 2 [0; T ] un processus stochastique (d�Ito) dans (
;F ;Ft; P;W (t))
dé�ni par :

X(t) = X(0) +

tZ
0

b(s)ds+

tZ
0

�(s)dW (s) 0 � t � T

où b 2 L1W [0; T ] et � 2 L2W [0; T ]
Soit � 2 L2W [0; T ] et posons

�ts(�) =

tZ
s

�(u)dW (u)� 1
2

tZ
s

j�(u)j2 du;

~W (t) = W (t)�
tZ
0

�(s)ds;

d ~P (!) = exp
�
�T0 (�)

�
dP (!)

Supposons que ~P (
) = 1:

Alors X(t); t 2 [0; T ] est un processus stochastique (d�Ito) dans le système usuel�

;F ;Ft; ~P ; ~W (t)

�
tel que :

X(t) = X(0) +

tZ
0

~b(s)ds+

tZ
0

�(s)d ~W (s)
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9. Formule de Girsanov

où
~b(t) = b(t) + �(t)�(t)

La démonstration est immédiate d�après le théorème 4.

Soit C0T l�espace des fonctions continues de [0; T ] dans R, muni de la tribu MT :

tribu engendrée par des ensembles [x(t) 2 A] où 0 � t � T et A � B: A 2 B : tribu
borélienne sur R:
On sait qu�un p.s �(t); t 2 [0; T ] dans (
;F ; P ) induit une mesure de probabilité

P� sur (C0T ;MT ) dé�nie comme suit :

P�(B) = Pf!; �(!; :) 2 Bg; B 2MT

en particulier, on a :

P�fx(:) : x(t1) 2 A1; :::::; x(tk) 2 Akg = Pf! : �(t1; w) 2 A1; :::; �(tk; !) 2 Akg

0 � t1 � ::::: � tk � T , Ai 2 B ,8i 2 B , 8i = 1; :::; k
Supposons que Q est une autre probalité sur (
;F) donnée par :

dQ(!) = �(!)dP (!)

ainsi on a : Z



�(!)dP (!) = 1

et dé�nissons

Q�(B) = Qf!; �(!; :) 2 Bg ; B 2MT :

On montre alors que :

Q�(B) =

Z
B

�(!)dP (�(!; :)) ;8B 2MT
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10. Application :

i.e.
dQ�
dP�

(�(!; :)) = Q(!)

et on a

Q� << P�

10 Application :

1- Soient deux E.D.S :

d�(t) = b(t; �(t))dt+ �(t; �(t))dW (t) (1)

et

d~�(t) = ~b(t; ~�(t))dt+ �(t; ~�(t))dW (t) (2)

dans l�espace usuel (
;F ;Ft; P;W (t)) :
Supposons que les conditions su¢ santes d�existence et d�unicité de la solution

sont véri�ées, i.e : b(t; x), ~b(t; x), �(t; x) sont mesurable dans [0; T ] � R et véri�ent
la condition de croissance, i.e :

jb(t; x)j ;
���~b(t; x)��� et j�(t; x)j sont inférieurs ou égales à k j1 + jxjj ; k =cste, et de

plus la condition de Lipschitz :

j�(t; x)� �(t; y)j � k1 jx� yj ;���b(t; x)� ~b(t; y)��� � k1 jx� yj , k1 = cste x; y 2 R

Posons :

	(t; x) = ��1(t; x)
h
~b(t; x)� b(t; x)

i
�(t) = 	(t; �(t))

Considérons la solution �(t) de (1).
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10. Application :

Supposons que :

E
�
exp [��(t)]2

�
� C; 0 � t � T; � > 0 et C > 0

D�aprés le théorème 10 (Formule de Girsanov), on obtient :

�(t) = �(0) +

tZ
0

~b(s; �(s))ds+

tZ
0

�(s; �(s))d ~W (s) (3)

dans le système usuel
�

;F ;Ft; ~P ; ~W (t)

�
, où

d ~P (w) = exp

24 TZ
0

� (u) dW (u)� 1
2

TZ
0

j� (u)j2 du

35 dP (w)
et

~W (t) =W (t)�
tZ
0

�(u)du:

Ainsi, on remarque que :

�(t) solution de (3) dans
�

;F ;Ft; ~P ; ~W (t)

�
et ~�(t) solution de (2) dans

�

;F ;Ft; ~P ; ~W (t)

�
ont la meme loi.

Autrement dit, si on pose ~� (0) = �(0) = x; alors
~P� = P~� dans (C

0
T ;MT ), .i.e,

~P fW : �(wi) 2 Bg = P~�
n
W : ~� (w; :) 2 B

o
; B 2MT

Ainsi nous obtenons le résultat suivant :

Soient �(t) solution de (1) et ~�(t) sol de (2) toutes deux dans le même espace

usuel (
;F ; P;Wn) avec �(0) = ~�(0) = x: P:p:s:

Notons P�(B) = P fW : �(wi) 2 Bg et P~�(B) = P
n
W : ~�(wi) 2 B

o
; B 2MT

les mesures images de P par rapport à �(t) et ~�(t) respectivement dans (C0T ;MT ):

Si la fonction �(t) = 	(t; �(t)) où 	(t; x) = ��1(t; x)[~b(t; x)� b(t; x)]
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10. Application :

veri�e la condition de Novikov, alors on a :

dP~�
dP�

(�(w; s)) = exp

24 TZ
0

�(u)dW (u)� 1
2

TZ
0

j�(u)j2 du

35 :
Exemple

Black et Scholes, application de Itô et Girsanov au pricing

On considère le marché �nancier de taux instantanée sans risque r � 0 et com-
prenant un actif risqué S dé�nie par :

St = se
(a��

2

2
)t+�Wt

ou s; � � 0 et Wt un mouvement brownien

On se place sous les hypothèses du théorème du Girsanov pour avoir la solution

de ce problème

1- On considère un portefeuille pour lequel on note �t la quantité d�actif S détenue

en t

Tout d�abord, on a pour tout instant t, Yt��tSt investis sans risque et �(t)
investie sur St alors la dynamique de la richesse est donnée par

dYt = (Yt � �tSt)rdt+ �(t)dSt (1)

Comme Yt est à trajectoire continue , la dynamique de la richesse

actualisée est donnée en intégrant l�équation (1) et en appliquant le processus d�Itô

avec f(t; x) = xe�rt on obtient :

d ~Yt = �(t)d ~St (2)

où,

~St = se
(a�r��

2

2
)t+�Wt

et on veut trouver une mesure Q sous la quelle il existe un mouvement brownien
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10. Application :

Bt et � 2 R tq :

~St = se
�Bt��

2

2
t

sachant que si Bt est un mouvement brownien pour tout �; s 2 R , se�Bt�
�
2

2
t est

une martingale

En appliquant le théorème de Girsanov pour tout � 2 R , (Wt � �t)t2[0;T ] est un
mouvement brownien sous la mesure

dQ = e�WT��
2

2
T

d�ou � = r�a
�

donc dQ = e
r�a
�
WT� (r�a)

2

2�
2 T

dP est la mesure voulu

A cause des résultats précédantes dQ = e
r�a
�
WT� (r�a)

2

2�
2 T

dP et ~W := Wt +
a�r
�
t ,

~W est un mouvement brownien

ce qui nous donne aussi que le marché est viable

On a aussi Wt � �t = ~Wt d�ou, ~St = se�
~Wt��

2

2
t et en utilisant le processus d�Ttô

pour la fonction

f(t; ~x) = se�~x�
�
2

2
t on obtient

d ~St = � ~Std ~Wt (3)

2- On considère maintenant un actif payant G = g(St) au temps T , avec g fontion

continue .On admettra qu�il existe une fontion f(t; x) de classe C
2
sur [0; T ]R tq :

f(T; x) = e�rTg(ertx) et qui soit solution de l�EDP :

@tf + x
2 �

2

2
@x;xf = 0 (4)

On cherche a trouver un processus �(t) tq :9 Yt satisfaisant YT = G et

dYt = (Yt � �tSt)rdt+ �(t)dSt (5)
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10. Application :

Ceci équivalent à l�équation 2, en posant ~Yt = e�rtYt , alors 9 un processus ~Yt
tq :~Yt = Ge�rt et

d ~Yt = �(t)d ~St (6)

en posant ~Yt = f(t; ~St) , une fonction f(t; x) de classe C
2
tq : f(T; ~ST ) =

Ge�rt et df(t; ~St) soit proportionnel à d ~St la première condition est équivalente à

f(T; e�rtST ) = g(ST )e
�rt ,i.e f(T; x) = e�rTg(erTx)

@tf + x
2 �

2

2
@x;xf = 0

de plus dans ce cas df(t; ~St) = @xf(t; ~St)d ~St alors la stratégie de couverture est

donnée par :

�(t) = @xf(t; ~St) (7)

On note toujours Yt la valeur en t , du portefeuille répliquant G .On sait que le

processus ~Yt qui en t vaut la valeur actualisée en 0 du portefeuille à l�instant t , vaut

~Yt = ~Y0 +

tZ
0

�(t)d ~St (8)

ou �(t) désigne la quantité de l�actif S détenue à l�intant t

Or on a d ~Wt =
d ~St
� ~St

, donc

~Yt = ~Y0 +

tZ
0

�(t)� ~Std ~Wt (9)

On en déduit que ~Yt est une martingale sous Q . Ainsi ,Yt la valeur en t de l�option

payant G en T , est donnée par

Yt = e
rt ~Yt = e

rtEQ( ~YT=Ft) = e
rtEQ(g(ST )e

�rT=Ft)

La formule de Bayes permet d�exprimer Yt avec l�éspèrance sous P:
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