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Introduction

Ce polycopié de cours "Mathématiques 02", enseigné aux étudiants de la licence mathé-
matiques au premier semestre, département de Géologie, traite les différents aspects des
statistiques descriptives de 'inférence statistique et de probabilité d’une facon simple. Il
est utile aussi & toute personne souhaitant connaitre et surtout utiliser les principales
méthodes.

Ce cours est organisé autour de quatre chapitres. Le premier sera consacré aux Sta-
tistiques Descriptives; dans le deuxiéme chapitre, on présente les différentes méthodes
d’estimation statistique. Le troisiéme chapitre traite les tests statistiques paramétriques.

On finit ce cours par quelques éléments de calcul de probabilités, dans le chapitre 04.



CHAPITRE

1 Statistiques Descriptives

Les statistiques descriptives visent a étudier les caractéristiques d’un ensemble d’observations
comme les mesures obtenues lors d’une expérience. L’expérience est ’étape préliminaire

a toute étude statistique.

1.1 Définitions

Epreuve statistique: L’épreuve statistique est une expérience que 1’on provoque.

Population: On appelle population I’ensemble sur lequel porte notre étude statis-
tique. Cet ensemble est noté €.

Unité statistique (individu): On appelle individu ou unité statistique tout élément
de la population €2, il est noté w (w dans ).

Variable statistique (Caractére): Une variable aléatoire est une fonction a valeurs

numériques (réelles) définie sur un espace échantillon.

Exemple 1.1.1 Supposons qu’on lance une piéce de monnaie; la fonction X qui associe

le nombre 1 au résultat "face” et le nombre 0 au résultat "pile” est une variable aléatoire.

Modalités: Les modalités d’une variable statistique sont les différentes valeurs que
peut prendre celle-ci.
Types de Variables: Nous distinguons deux catégories de caracteres : les caracteres

qualitatifs et les caractéres quantitatifs.



1.1. Définitions

Variable qualitative: La variable est dite qualitative quand les modalités sont des
catégories.

Variable quantitative: Une variable est dite quantitative si toute ses valeurs possibles
sont numériques.

On distingue habituellement: les variables aléatoires discréetes et les variables aléatoires
continues.

Variable quantitative discréte: Si une variable aléatoire X prend un nombre de valeurs
fini ou dénombrable (son ensemble de définition est inclus dans N), on parle de variable

discréte.

Définition 1.1.1 Une variable aléatoire est dite de type discret si le nombre de valeurs

différentes qu’elle peut prendre est fini ou infini dénombrable.
On s’intéresse a définir ’ensemble des valeurs possibles et leurs probabilités associées.

Exemple 1.1.2 - Résultat d’un jet de dé. Le résultat X est une variable aléatoire
X (2) ={1,2,3,4,5,6}

- Lancer de 2 piéces de monnaies identiques dont l'issue est P (pour pile) et F' (pour

face). L’univers

Q= {PP,PF,FP,FF}

Variable quantitative continue: Une variable aléatoire est dite continue si elle peut
prendre toutes les valeurs d’un intervalle. En particulier, dans le cas ot la variable aléatoire
peut prendre toute valeur réelle (son ensemble de définition contient un intervalle de R),

on parle de variable aléatoire réelle.

Définition 1.1.2 Une variable aléatoire qui peut prendre un nombre infini non dénom-

brable de valeurs est dite variable aléatoire de type continu.

Dans ce cas, il ne s’agira plus de calculer une probabilité d’apparition d’une valeur

donnée mais d’un intervalle.



1.2. Tableau statistique

Exemple 1.1.3 Considérons l’expérience aléatoire qui consiste a observer le temps T
qu’une personne doit attendre a un guichet automatique avant de pouvoir s’en seruvir; la
fonction T est une variable aléatoire continue puisque [’ensemble des valeurs possibles est

Uintervalle (0, 00) .

Série statistique: On appelle série statistique la suite des valeurs prises par une
variable X sur les unités d’observation. Le nombre d’unités d’observation est noté n.

Les valeurs de la variable X sont notées
T1,T2,y ..., Tp

Exemple 1.1.4 On s’intéresse a la variable ‘état-civil’ notée X et a la série statistique
des valeurs prises par X sur 20 personnes. La codification est "C' : célibataire, M :
marié(e), V : veuf(ve), D : divorcée".

Le domaine de la variable X est {C, M,V, D}. Considérons la série statistique suivante

M-M-D-C-C-M-C-C-C-M-C-M-V-M-V-D-C—-C—-C-M

Ici, n = 20.

1.2 Tableau statistique

1.2.1 Effectif partiel (fréquence absolue)

Définition 1.2.1 Le nombre d’individus qui ont le méme x;, ¢a s’appelle effectif partiel

n; de x;.

1.2.2 Effectif cumulé

Définition 1.2.2 L’effectif cumulé N; d’une valeur est la somme de effectif de cette

valeur et de tous les effectifs des valeurs qui précédent.



1.2. Tableau statistique

Exemple 1.2.1 Avec la série de l’exemple précédent, on obtient le tableau statistique:

i | ny | Ange | Angg
cCl9 19 20
M| 7 |16 11
Vi2 |18

D |2 |20 2

N | 20|/ /

1.2.3 Fréquence partielle (fréquence relative)

Définition 1.2.3 Pour chaque valeur z;, on pose par définition

fi=

fi s’appelle la fréquence partielle de x;.

1.2.4 Fréquence cumulée

Définition 1.2.4 Pour chaque valeur x;, on pose par définition

1
N

Afi=fH+fo+..+fi

La quantité Af; s’appelle la fréquence cumulée de x;.

Exemple 1.2.2 Avec la série de l'exemple précédent, on obtient le tableau statistique:

T | fi Afic | Afia
C|5=045045]1

M| 0.35 0.80 | 0.55
V0.1 0.90 | 0.2
D | 0.1 1 0.1
N | 1 / /




1.3. Représentation graphique des séries statistiques

1.3 Représentation graphique des séries statistiques

1.3.1 Variable qualitative

Le tableau statistique d’une variable qualitative peut étre représenté par deux types de
graphique. Les effectifs sont représentés par un diagramme en barres et les fréquences par
un diagramme en secteurs.

Diagramme circulaire (diagramme en secteurs): Les diagrammes circulaires,
consistent & partager un disque ou un demi-disque, en tranches, ou secteurs, correspondant
aux modalités observées et dont la surface est proportionnelle & I'effectif, ou a la fréquence,
de la modalité.

Diagramme en barres: A chaque marque correspond un baton. Les hauteurs des

batons sont proportionnelles aux effectifs.

1.3.2 Variable quantitative discréte

Diagramme en batonnets :Quand la variable est discréte, les effectifs sont représentés

par des batonnets.

1.3.3 Variable quantitative continue

Histogramme: L’histogramme consiste a représenter les effectifs (resp. les fréquences)
des classes par des rectangles contigus dont la surface représente leffectif (resp. la
fréquence). Pour un histogramme des effectifs, la hauteur du rectangle correspondant

a la classe j.

1.4 Parameétres de position

Les indicateurs statistiques de tendance centrale (dits aussi de position) considérés fréquem-

ment sont la moyenne, la médiane et le mode.



1.4. Paramétres de position

1.4.1 La moyenne

On appelle moyenne de X, la quantité

1.4.2 La médiane

On appelle médiane la valeur Me de la V.S X:

1" cas: Si N=P x2,0na

Xp+ X
Me = 2P T Api
2
2¢m€ cas: SiN =P x2+1,ona
M@ZXP

1.4.3 Le mode

Le mode d'une V.S est la valeur qui a le plus grand effectif partiel (ou la plus grande

fréquence partielle) et il est dénoté par Mo.

Exemple 1.4.1 Une enquéte réalisée dans un wvillage porte sur le nombre d’enfants a

charge par famille. On note X le nombre d’enfants, les résultats sont données par ce

tableau:

wlo |1 1213 |4

La moyenne est

e (0x18) + (1 x32)+...4+(5x9)+ (6 x 2)

200

Le mode est Mo = 2;
La médiane, N = 100 x 2 donc

Me

_X100+X101 _2+2_

2 2

2



1.5. Paramétres de dispersion

1.5 Parameétres de dispersion

Les indicateurs statistiques de dispersion usuels sont 1’étendue, la variance et 1’écarttype.

1.5.1 L’étendue

La différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur du caractére, donnée par
la quantité

€ = Tmax — Tmin

s’appelle I’étendue de la V.S X.

1.5.2 La variance

On appelle variance d’une série statistique X,
1 ¢ N R
Var (X) = NZTLZ (x; —7)" = Nanxz —T
i=1 i=1

1.5.3 L’écart-type

La quantité

dx =/ Var (X)

s’appelle I’écart type de la V.S X.



CHAPITRE

Estimation des

parametres

Soit X une variable aléatoire associée & un certain phénomeéne aléatoire observable de
fagon répétée. La distribution exacte d’une variable X modélisant le caractére qui intéresse
le statisticien est généralement partiellement connue. Souvent la loi de X dépend d’un
parameétre inconnu. Notre objectif est de se faire une idée sur ce parameétre a partir des
données observées sur un’échantillon issues de cette population.

Attribuer au paramétre une valeur numérique unique est une " estimation ponctuelle".
Pour ce faire, on choisit une statistique dont la valeur est, aprés tirage aléatoire de
I’échantillon, 'estimation du parameétre. Cette statistique est "un estimateur".

Plutot que d’estimer un parameétre a ’aide d’un seul nombre, il arrive fréquemment que
I’on fasse I'estimation en donnant un intervalle de valeurs. Un intervalle d’estimation
(ou de confiance) est défini de telle sorte que l'on puisse affirmer avec un degré de
confiance fixé que le paramétre visé se trouve dans cet intervalle.

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a I’estimation des principales caractéristiques
(ou parameétres) d’une variable alétoire dans une population, a savoir la moyenne, la vari-
ance et la fréquence (ou proportion), par une estimation ponctuelle et par intervalle

de confiance.



2.1. Généralités

2.1 Généralités

Considérons un échantillon de taille n extrait d’une population de taille N et pour laquelle
on s’intéresse & un caractére X mesuré pour chaque individu de la population.

Le caractére X est considéré comme une variable aléatoire et I’échantillon de valeurs
est constitué de n réalisations de cette variable.

On représente cette situation au moyen d’un modele statistique qui comporte une
famille de lois de probabilités parmi lesquelles se trouve la loi suivie par la variable X.
Ces lois de probabilité dépendent en général d'un ou de plusieurs parameétres notés 6.
Dans ce cas, on dit qu’on a un modele statistique paramétrique.

Un des problémes les plus courants en statistique consiste a trouver la valeur du ou des
parametres pour la population. Mais comme on ne peut pas en général avoir 'information
nécessaire, on doit se contenter des valeurs fournies par 1’échantillon.

On considére que chaque X; est une variable aléatoire et on suppose qu’elles sont

indépendantes entre elles. D’autre part, elles sont identiquement distribuées.

2.1.1 Estimateurs

Définition 2.1.1 On appelle estimateur d’un paramétre 6 d’une population, toute fonc-
tion

T = f (Xla X27 7Xn>
et sa réalisation sera notée
t=f(x1,22,....2y)

Pour un méme parametre, il peut y avoir plusieurs estimateurs possibles; par exemple,
Le parametre A d’une loi de Poisson admet comme estimateurs possibles la moyenne
empirique et la variance empirique. Pour pouvoir choisir, il faut définir les qualités qui
font qu'un estimateur sera meilleur.

On va voir en particulier les quantités empiriques les plus couramment utilisées :

1. La moyenne empirique.

10



2.2. Estimation ponctuelle

2. La variance empirique.
3. La fréquence empirique.

La valeur empirique d’un parameétre est également une variable aléatoire car, non
seulement, il est calculé a partir d’'une variable aléatoire mais aussi d’un échantillon qui

lui-méme est aléatoirement choisi.

2.1.2 Qualité d’un estimateur

Définition 2.1.2 On appelle biais d’un estimateur, la quantité

qui représente l'erreur systématique.

Définition 2.1.3 Un estimateur T de 0 est dit sans biais si

E(T) =0

Définition 2.1.4 Un estimateur sans biais est dit convergent si

V((T) — 0

n—:oo

Définition 2.1.5 Soient T et Ty deux estimateurs sans biais de 0. T est dit plus
efficace que T si

V(T) <V (Ty)

2.2 Estimation ponctuelle

Estimer un parameétre, par exemple: une moyenne, une variance, une proportion, etc...,
c’est chercher une valeur approchée en se basant sur les résultats d’un échantillon. Lorsqu’un
parameétre est estimé par un seul nombre déduit des résultats de ’échantillon, ce nombre

est appelé une estimation ponctuelle du parametre.

11



2.2. Estimation ponctuelle

2.2.1 Estimation de la moyenne

Soit X une variable alétoire dont on veut estimer la moyenne (ou espérance) p = E (X)

a partir d’un échantillon (X7, X, ..., X,,) de X (on ne suppose rien sur la loi de X).

Définition 2.2.1 On appelle moyenne empirique de [’échantillon (X, Xs, ..., X,,) de X,

la statistique

sa réalisation est

qui est la moyenne de [’échantillon aussi appelée moyenne observée.

Propriétés:
(%) = s
= l 9
(®) - Lo
On a

et
_ 1 1 ¢ 1 1 o
V(X):V(;Z Xi):ﬁz V)= 52 V) = V0 =5

donc X est un estimateursans biais de F (7) = p et de plus il est convergent V' (7) =

V(nX) — 0, et VI', un autre estimateur de u , V (T) > V (T)
Théoréme central limite 1
Lorsque la variance o2 de la population est connue et que ’échantillon prélevé est

grand (n > 30), alors la moyenne échantillonnale vérifie:
X 1iX N (p—=
= — LA R
n — (2 ILL7 \/ﬁ

12



2.2. Estimation ponctuelle

Alors

Remarque:

e Le théoréme précédent est vrai aussi lorsque la variance est connue, I’échantillon est

petit et que la variable aléatoire X suit une loi normale N (p, 0?).

e Lorsque la variance o2 de la population est inconnue et que ’échantillon prélevé est

grand (n > 30), alors

X —
i) cest adire 2 = . A
Vn =

Soit un lot de 500 chocolats. Le poids d’un chocolat est une v.a. telle que p = 5Hg

- N(0,1)

et 0 = 0.5¢g. Quelle est la probabilité qu'une boite de 50 chocolats issus de ce lot ait un
poids total supérieur a 260¢g?

L’échantillon étant grand (n = 50 > 30) donc on peut appliquer la formule:

— 0.5
X~ N |5 —
( \/50>

on pose
Y =50X
alors
YwN(5O % 5: 50 x ﬂ) :>YwN(250;O.5 x \/%)
V50
Ainsi

260 — 250
P(Y >260) = P <Z

> N
0.5 x /50
= 1-P(U <283)=1-0.997 = 0.0023

) = P (U > 2.83)

Théoréme central limite 2
Si la variance de la population est inconnue, si la variable X suit une distribution

normale N (p,02), et si la taille de ’échantillon est petite (n < 30), alors

£, tin-1) Loi de Student a n — 1 degrés de liberté ddl.

S

v

13



2.2. Estimation ponctuelle

Pour estimer le montant hebdomadaire moyen dépensé par les familles de 4 personnes
pour leur épicerie, on tire un échantillon aléatoire de 25 personnes. On suppose que les
montants dépensés sont distribués normalement avec une moyenne 120 et une variance
inconnue. Si la variance de I’échantillon de taille 25 est 36, calculer la probabilité que la
moyenne de I’échantillon soit supérieure a 123.

On an = 25 < 30 et la variance de la population est inconnue, (on connait la variance

de Péchantillon s* = 36), donc

alors

P(X>123) = P (T L 123120 = 120)

5
= P(T>25)~P(T > 2.492) = 0.01

2.2.2 Estimation de la variance

Soit X une variable alétoire qui suit une loi normale N (u, o). On veut estimer la variance

o2 de X.

Définition 2.2.2 On appelle variance empirique de l’échantillon (X1, Xa, ..., X,,) de X,

la statistique

1 —2 1 [ —2
Sz:EZ(Xi_X) == (;)@) - X

=1

qui est la variance de l’échantillon, aussi appelée variance observée.

La variance empirique correspond donc & la moyenne des écarts & la moyenne em-
pirique.

Propriétés

14



2.2. Estimation ponctuelle

On a

o s o)
- & <;X2) B (X) =23 B (x) - £ ()

= S V) + E )] - ot

n
= <1—1)U2:n_102
n n

On voit donc qu’a un coefficient pres, ’espérance de la variance empirique est différente

de la variance de la population. Cet estimateur est donc biaisé. D’ou la nécessité de
trouver un estimateur non biaisé. C’est la qu’intervient la notion de variance empirique

modifiée.

Variance empirique modifiée

Soit S$*? la variance empirique modifiée. Elle se calcule comme suit
n

*2 1 '_—2_ 1 - 2] n —2
S _n—lz(Xl X) —n—1<iz:1:Xi) n—lX

i=1

On peut aisément montrer que :

n

5*2 — SZ

n—1
et que
E ( 3*2) — 52
Variance de la variance empirique 52 :
L’expression de la variance de S? se présente comme suit :

Var (52) _ - 102

n3

Propriétés

15



2.2. Estimation ponctuelle

Si (Xq, ..., X,,) est un échantillon de variables gaussiennes (loi normale), alors les vari-
ables \/n ( %) et (n—1) i—; sont indépendantes et suivent respectivement la loi normale
N (0,1) et la loi de khi-deux & n — 1 degrés de liberté.

Comme on a S** = -5 la propriété est aussi vraie pour ng—z qui suit une loi de
khi-deux a n degrés de liberté.

On préleve 25 piéces dans une production industrielle. Une étude préalable a montré
que le diameétre de ces pieces suivait une loi gaussienne de moyenne 10mm et d’écart-type
2mm. Entre quelles valeurs a-t-on 85% de chances de trouver 1’écart-type de ces pi¢ces?

On pose
n.S?

Y =—

g

on détermine « et 3 tel que

Pla<Y<p) = PY<B)—P(Y <«
= 1-PY>pP)]-1-PY >a)
= PY >a) —P(Y >p)
on cherche dans la table du x3, degrés de liberté les valeurs « et 3 tel que:

P(Y >a)=090 et P(Y >p)=0.05

on trouve

a = 15.659
3 = 36.415

alors

25.5°
P <15.659 <= < 36.415) = 0.85
P (2.5054 < 5% < 5.8264) = 085

P(1.58 < S < 2.41) = 0.85

Lors d’un concours radiophonique, on note X: le npmbre de réponses regues chaque

jour. On suppose X ~ N (u, ). Durant 10 jours on a obtenu:

200 — 240 — 190 — 150 — 220 — 180 — 170 — 230 — 210 — 210

16



2.2. Estimation ponctuelle

Donner une estimation ponctuelle de p, 0.
Onan=10

— 1
X = E(X1++X10)

est un estimateur de p, sa réalisation

1 2000
:1—0($1+...+$10) :T:200

8|

est une estimation ponctuelle de . on est dans le cas oul la moyenne p n’est pas

connue, donc:
1 _
§* = 15 (X4 + XF) - X
est un estimateur biaisé de o2, sa réalisation
1
§* = o (23 + ... + 23y) — T° = 40700 — 40000 = 700

est une estimation ponctuelle, biaisée de 2.

2 _ n SZ — 1_052
n—1 9
est un estimateur sans biais de o2, sa réalisation

1
6% = 30700 =778

est une estimation ponctuelle, sans biais de 2.

2.2.3 Estimation d’une proportion

Considérons une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli, ¢’est-a-dire d’une variable
aléatoire X qui ne peut prendre que deux valeurs 0 (échec) ou 1 (succes). Dans cette
expérience, il s’agit d’étudier la probabilité de succes. On écrit X ~» B (f).

Dans une expérience de Bernoulli, la moyenne empirique est appelée fréquence em-

pirique. Elle représente ’estimateur du paramétre f. On la note F.

Définition 2.2.3 La wvariable aléatoire

Ky
F=—, ou K,, représente le nombre de succés
n

s’appelle fréquence empirique.
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2.2. Estimation ponctuelle

Loi de probabilité de F
L’espérance d’une loi de Bernoulli B (f) est égale & f et la variance & f (1 — f). On

déduit donc des calculs sur la moyenne empirique que :

FwN(f, M)

en effet

E(F) - E(X1)+.7.l.+E(X2) y

et

vipy - V) V() nf =) 0 )

n? n?2 n
donc F' est un estimateur sans biais de f.
des que n > 30, f € [0.1;0.9].

On trouve aussi

avec les seules conditions nf > 5, n (1 — f) > 5.
f = 0.8 est la proportion de Canadiens satisfaits du libre échange. Soit n = 100
personnes interrogées. Quelle est la probabilité que la proportion des personnes interrogées

satisfaites du libre échange soit inférieure ou égale a 0.97

7 = f=F ~ N (0,1)
fa=1)
— 09-038
P(f<09)=P|Z<———| =P(Z <25)=0.9938.
0.8(1—0.8)

100

Dans une population d’étudiants de UBMA, on a prélevé indépendamment deux échan-
tillons de taille n; = 120,n5 = 150. On constate que 48 étudiants du premier échantil-
lon et 66 du deuxiéme ont une formation scientifique secondaire. Soit F' la proportion

d’étudiants ayant suivi une formation scientifique. Calculer 3 estimations ponctuelles de

F.
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2.3. Estimation par intervalle de confiance

On a
K
F=—
n
dons
48
=-—=04
1= 190 =Y
66
Fro=—=044
2= 150 =V
Fy — A8 +66 0.422
120 + 150

2.3 Estimation par intervalle de confiance

Les estimations ponctuelles, bien qu’utiles, ne fournissent aucune information concernant
la précision des estimations, c’est-a-dire qu’elles ne tiennent pas compte de I’erreur possible
dans l'estimation dtie aux fluctuations d’échantillonnage. La théorie des intervalles de
confiance (IC) consiste & construire, autour de 'estimation ponctuelle, un intervalle qui
aura une grande probabilité (1 — «) de contenir la vraie valeur du parametre.

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un parameétre 6 inconnu. Soit

(X1, ..., X;,) un échantillon issu de X et « € ]0, 1].

Définition 2.3.1 On appelle intervalle de confiance pour 0 de niveau 1 — « (ou de

seuil o), un intervalle [t1,ts] qui a la probabilité 1 — « de contenir la vraie valeur de 0
P(t1<6<t2):1—Ck

plus le niveau de confiance est élevé, plus la certitude est grande et que la méthode

d’estimation produira une estimation contenant la vraie valeur de 6.

e Si on augmente le niveau de confiance 1 — «, on augmente la longueur de 'intervalle.
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2.3. Estimation par intervalle de confiance

2.3.1 Intervalle de confiance pour la moyenne
cas ou n, la taille de I’échantillon, est petite n < 30

On suppose que X ~ N (u,0)
Premiére cas: Lorsque la taille de I’échantillon est petite (n < 30) et X ~» N (u,0)

de variance inconnue:

On a: B

S\/% ~ b1 la loi de student & n — 1 ddl
On cherche dans la table de la loi de Student, o étant fixé, la valeur ¢ . (1-2) telle

! 2
que: B
X —p
Pi{= 5 o o =1—
( tn—l;(l—i) < S\/m < tn—l;(1_2)> «a
On a
P(X -t il X+t ") oi-
nr(-g) 5 <M< X gy R ) T

Conclusion

si 7 est une réalisation de X et s une réalisation de S, 'intervalle de confiance de p de

seuil a est
s

B g* *
]O,u, = |:.73 — tnfl;(lf%)'%;x + tnly(lg)%]

Un reporter pour un journal étudiant est en train de rédiger un article sur le cotit du

logement prés du campus. Un échantillon de 10 appartements dans un rayon de 1 km
de I'université a permis d’estimer le cotit moyen du loyer mensuel & 350 par mois et un
écart type de 30. Quel est Uintervalle de confiance de 95% pour la moyenne des loyers
mensuels? Supposons que les loyers suivent une loi normale.

pour un coefficient de confiance de 1 —a = 0,95, on a a = 0.05 et § = 0.025. On a

n—1=10—1=9 degrés de liberté, alors la table de la distribution Student nous donne

t - t9;0.975 - 2262

n—1;(1-%)

Finalement

IC,, = [328.54; 371.46]
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2.3. Estimation par intervalle de confiance

c’est-a-dire nous sommes confiants & 95% que la moyenne des loyers mensuels, se trouve
entre 328.54 et 371.46.

Deuxiéme cas: Lorsque la taille de I’échantillon est petitee (n < 30) et la variance
de la population de X est connue:

On a:

g

X~ N (p; —) ou bien —H

X
NG s ~» N (0;1)

On se fixe le risque o et on cherche dans la table de la loi normale la valeur u; s (est

le fractile d’ordre 1 — § de la loi normale centrée réduite) .telle que

P(—u1_§< Uﬁ#<u1_g>:1—a

P(Y—ulg.\;ﬁ <,u<7+u1c2x.\jﬁ) =1—«

Conclusion
si T est une réalisation de X, 'intervalle de confiance de j de seuil o est

- o g
1C, = | X — _a.—— X o, —
I [ -5 = +u-g \/ﬁ}

Un échantillon de 11 observations fournit une moyenne d’échantillon de 42, et un
écart-type d’échantillon de 9. On souhaite construire un intervalle de confiance pour la
moyenne de la population au seuil de confiance de 90%. Quelle hypothése doit-on faire
sur la population 7 Construire 'intervalle de confiance.

On suppose que X ~ N (i, 0)

L’intervalle de confiance de u de seuil o = 10% est
X g, A

donc pour a = 0.1 on a Up—a = Uggs = 1.64, alors

[CIL = |:7—'U,1(2¥

IC, = [7 — U0.95-%;7 + U0.95-%}
= [42 — 1.64.1' 42 + 1.64.i]
V1T V11

—  [37.5497; 46.4503]
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2.3. Estimation par intervalle de confiance

cas ou n, la taille de ’échantillon, est grande n > 30

Il n’est plus nécessaire de supposer que X est Gaussienne.
Premier cas: Lorsque la taille de ’échantillon est grande (n > 30) et X ~» N (i, 0)

de variance connue:

On a:

X —up

ag

v

Si T est une réalisation de X et si s une réalisation de S, I'intervalle de confiance de 1

~ N (0,1)

de seuil a est

_ o _ o
IC, =T —u-s.—F=T+u—e.—=

Vi Vi

On a observé la taille de n = 200 hommes marocains adultes. Aprés calcul , on a
obtenu une moyenne de T = 168cm. Si on suppose que la variance connue vaut o? = 1.

Donnez un intervalle de confiance a 95% de la vraie taille moyenne de la population.

Puisque
1—-a=095=a=0.05
alors
0.05
@(ua) =1- T =0.975 = Uy = 1.96
Finalement

IC, = [167.86;168.14]

c’est-a-dire

P (u € [167.86;168.14]) = 0.95

Deuxiéme cas: Lorsque la taille de I’échantillon est grande (n > 30) et la variance
inconnue:

On a:
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2.3. Estimation par intervalle de confiance

On se fixe erreur « et on cherche dans la table de la loi normale la valeur U—g telle

que
X —
P(—u1_§< . M<u1_3) =1—«

NG

_ g* . g*
P(X—ul_a. <pu<X4+u_e. =1—«
2 \/ﬁ 2 \/ﬁ

si T est une réalisation de X et s une réalisation de S, l'intervalle de confiance de 1

de seuil a est

s* s*
IC, = {x—ul_g.%;x—kul_g.\/ﬁ}

2.3.2 Intervalle de confiance pour la variance

On suppose que X est gaussienne.

D’apres la section 2.2, on a

(n — 1)82 _ Z (Xia— u)2

Remarque.
Si la moyenne est p inconnu, donc

(n—i)SQ :i(xi(;yf

g -
=1

est une somme de n variable aléatoire indépendantes qui suivent la loi normale N (0, 1)

et donc

(n—1) 52

2
0_2 ~ Xn—1

On cherche les deux nombres a et b tels que

P(Mza):1— : P(ng):%

o2 o

RS

L’intervalle de confiance au seuil 1 — v pour la variance inconnue o2 de la population

est de la forme:

(n—1)S% (n—l)ST

1C,2 =
Co { b a

23



2.3. Estimation par intervalle de confiance

Dans une entreprise produisant un article déterminé on veut estimer sa durée de vie
en heures. A cette fin on a observé un échantillon aléatoire et simple de 16 unités dont

les résultats sont (en 1000 heures)

1.10 1.05 1.25 1.08 1.35 1.15 1.30 1.25
1.30 1.35 1.15 1.32 1.05 1.25 1.10 1.15

e Déterminer un intervalle de confiance pour la variance a 95%.

1. L’estimation ponctuelle de la moyenne et la variance:

On a
18
et
18 ,
*2 —
S 15;n (x; — T)
alors

s*=0.11

2. On cherche les deux nombres a et b tels que

P (M > a> =0.025; P <M > b) =0.975

o2 o2

on trouve

a=6.26;b =27.49

L’intervalle de confiance au seuil 95% pour la variance inconnue o2 de la population

est de la forme:

ICp = {(”_1)52. (n—1)52]

b ' a
~ [15.0.11% 15.0.112
- { 2749 ' 6.26 ]
= [0.0066; 0.0289]
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2.3. Estimation par intervalle de confiance

2.3.3 Intervalle de confiance pour la proportion

On a

K
f==
n
est le meilleur estimateur de F' ou F est la proportion de la population possédant le

caractére considéré.

On cherche dans la table de N (0,1) la valeur u;_a telle que:

F—f
fa-1)

n

L’intervalle de confiance au seuil 1 — « pour la proportion f de la population est de

f—u-g \/@; f+ ul_g\/@]

SPI est une compagnie qui se spécialise dans les sondages politiques. A l'aide de

P —U—g < <-uw-g | = 1—«a

la forme:

IC; =

sondages téléphoniques, les interviewers demandent aux citoyens pour qui ils voteraient si
les élections avaient lieu aujourd’hui. Récemment, SPI a trouvé que 220 votants sur 500
voterait pour un candidat particulier. SPI veut estimer l'intervalle de confiance & 95%

pour la proportion des votants qui sont en faveur de ce candidat.

On a
220
=500 et f=—=0.44
" ¢ f=%0
et
Uy = 1.96
donc

ICy =[0.3965; 0.4835]

Alors, SPI est confiant & 95% que la proportion des votants qui favoriseront ce candidat

est entre 0.3965 et 0.4835.
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CHAPITRE

Tests d’hypothéses

3.1 Généralités

Un test statistique est une procédure de décision qui permet de choisir entre deux hy-
pothéses (contraires) faites sur une population ou sur un ou plusieurs parameétres au
vu d’un échantillon aléatoire. On formule une hypothése de départ, appelée hypothése
nulle et souvent notée Hj et il s’agit de décider si on rejette ou non cette hypothese par
opposition & une contre hypothése appelée hypothése alternative et souvent notée H;.
Pour effectuer le test statistique, il faudra choisir un certain risque d’erreur qui est la

probabilité de se tromper en prenant la décision retenue. Il existe deux types d’erreur :

e On appelle erreur de premiére espéce ou erreur de type I, notée «, la probabilité de

rejeter Hy alors qu’elle est vraie. « est aussi appelé niveau ou seuil de signification.

e On appelle erreur de deuxiéme espéce ou erreur de type 1, notée 3, la probabilité

d’accepter Hy alors qu’elle est fausse.

e On appelle puissance du test pour H; la probabilité de retenir H; alors qu’elle est

vraie (1 — )
Les étapes de construction d’un test statistique

1. Il s’agit d’abord de formuler les hypotheses Hy et H;. On choisit en général le risque

de type I , a. (souvent donné dans 1’énoncé).
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3.2. Tests de conformité

2. Détermination de la variable de décision: on détermine la variable de décision Z

(qui est une statistique) dont on connait la loi si Hy est vraie.

3. On calcule la région critique ou région de rejet W qui est ’ensemble des valeurs
de Z qui conduiront & rejeter Hy. Ainsi, si « est fixé, W est déterminé par
a = P(ZeW avec Hy vraie). Le complémentaire de W est appelé "région
d’acceptation". Les points de jonction entre les deux régions sont les points cri-

tiques.
4. On calcule la valeur de Z & partir de I'observation de ’échantillon.

5. Conclusion du test : acceptation ou rejet de Hy selon que la valeur de Z est ou non

dans la région d’acceptation.
En fonction de ’hypothése testée, plusieurs types de tests peuvent étre réalisés :

e Les tests de conformité: sont destinés a vérifier si un échantillon peut étre con-
sidéré comme extrait d’une population donnée ou représentatif de cette population,
vis-a-vis d’un parameétre comme la moyenne, la variance ou la fréquence observée.
Ceci implique que la loi théorique du paramétre est connue au niveau de la popula-

tion.

e Les tests d’homogénéité: sont destinés a comparer plusieurs populations a I’aide
d’un nombre équivalent d’échantillons. Dans ce cas la loi théorique du parameétre

est inconnue au niveau des populations.

3.2 Tests de conformité

3.2.1 Construction générale

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un parameétre inconnu 6.

e Tester 'hypothése Hy : 0 = 6y, 0y étant une valeur numérique; contre Hy : 6 # 6q
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3.2. Tests de conformité

e Choix de la variable de décision Z qui est I'estimateur de 6 ou une fonction simple

de l'estimateur de 6.
e Calcul de la région critique :

a = P (décider H; alors que Hy est vraie) <= a = P (Z € W alors que 6 = 6)

3.2.2 Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne théorique

Soit X, une variable aléatoire observée sur une population, suivant une loi normale et un
échantillon extrait de cette population.

Le but est de savoir si un échantillon de moyenne = , estimateur de p, appartient a
une population de référence connue d’espérance pi, (Hy vraie) et ne differe de 1, que par
des fluctuations d’échantillonnage ou bien appartient & une autre population inconnue
d’espérance u (H, vraie).

L’hypothése testée est la suivante:

{Hoiﬂzﬂo
Hy s # py

Pour tester cette hypothése, il existe deux statistiques : la variance o2 de la population
de référence est connue ou cette variance est inconnue et il faut I'estimer.
Premier cas: la variance ¢? de la population de référence est connue

On calcule la valeur
‘f - Mo’

a?
n

On détermine Z;,, lue sur la table de la loi normale centrée réduite pour un risque

Zobs -

d’erreur « fixé, et on décide que:

1. si Zyps > Ziap 'hypothése Hy est rejetée au risque d’erreur « : I’échantillon appar-
tient & une population d’espérance i et n’est pas représentatif de la population de

référence d’espérance i .

2. 81 Zys < Zip 'hypothése Hy est acceptée: 1’échantillon est représentatif de la

population de référence d’espérance (.
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3.2. Tests de conformité

Deuxiéme cas: la variance o2 de la population de référence est inconnue

On calcule la valeur
Tobs — |E - lu0|
[s2
On détermine T, lue dans la table de Student pour un risque d’erreur « fixé et (n — 1)

degrés de liberté, et on décide que:

1. si Typs > Tiap 'hypotheése Hy est rejetée au risque d’erreur « : ’échantillon appar-
tient & une population d’espérance o et n’est pas représentatif de la population de

référence d’espérance g .

2. si Typs < Ty ’hypothése Hy est acceptée: 1’échantillon est représentatif de la pop-

ulation de référence d’espérance f,.

Remarque: Si n < 30, la variable aléatoire X étudiée doit impérativement suivre
une loi normale N (u,0). Pour n > 30, la variable de student 7" converge vers une loi
normale centrée réduite Z.

Le diametre des billes fabriquées par une machine est en moyenne de 6 mm. Pour
controler si la machine est bien réglée, on a prélevé un échantillon de 50 billes et on a

mesuré leur diamétre. On a trouvé :

D ay=350; ) a? =2462

La machine est-elle bien réglée au seuil de signification de 95 %?
Pour répondre a cette question, on doit vérifier si le diameétre moyen des 50 billes
observées, est conforme a la norme de 6 mm. Il s’agit donc de faire un test de conformité

de la moyenne. Donc

{HO =06
H1 . ,LL 7£ 6
On calcule la valeur

Tope = T — po]
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3.2. Tests de conformité

Alors
350
r —_ — 7
Y750
et
50 (2462
SP=—=—=-7) =024
9 < 50 >
Donc
Tope = 76l _ 14.43

0.24
50

Au seuil de signification de 95 %, on a
o = 5% = Ttab =1.677

On a T,y > Ty, alors " 'hypothése Hy est rejetée au risque d’erreur 5% : 1’échantillon
appartient & une population d’espérance 7 et n’est pas représentatif de la population de

référence d’espérance 6 .

3.2.3 Comparaison d’une variance observée a une variance théorique

Soit un échantillon (X7, ..., X,,) issu d’une population de loi normale, de moyenne p et de
variance o2
Le but est de savoir si un échantillon de moyenne s? , estimateur de o2, appartient a
une population de référence connue de variance o3 (Hy vraie) et ne differe de o3 que par
des fluctuations d’échantillonnage ou bien appartient a une autre population inconnue de
variance o2 (H; vraie).
L’hypothése testée est la suivante:
{HO 0?2 = ol
Hy : 02 # o
Pour tester cette hypothése, il existe deux statistiques : la moyenne ;1 de la population
de référence est connue ou cette variance est inconnue et il faut I'estimer.

Premier cas: la moyenne 1 de la population de référence est connue
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3.2. Tests de conformité

Lorsque la moyenne u est connue, la statistique 72 est la meilleure estimation de la

variance
1 n
2 == (X, —p)?
n;( 1)

Sous I’hypothése Hy, comme I’échantillon est gaussien, on a la statistique

n 2
27nT27 Xi— 1
= = (55

=1

suit une loi du x? a n degrés de libertés. (en tant que somme de carrés de N (0, 1))
On cherche les deux nombres tabulés a et b tels que:

(0% «
P(Y?za)= 5P (Y 2b) =1-3

pour un risque d’erreur « fixé, et on décide que:

1. si y? € Ja;b[ 'hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur o : 1’échantillon est

représentatif de la population de référence de variance oy .

2. sinon I’hypotheése Hj est rejetée: I’échantillon n’est pas représentatif de la population

de référence de variance oy.

Deuxiéme cas: la moyenne ;. de la population de référence est inconnue
Lorsque la moyenne j est inconnue, la statistique S? est la meilleure estimation de la

variance
n

1 -\ 2
S2zn_1Z(Xi—X)
=1

Sous I’hypotheése Hy, comme 1’échantillon est gaussien, on a la statistique
, (n—1)82 i(xi—Y)Q
y = = .
7 i=1 g0
suit une loi du x? an — 1 degrés de libert¢, (en tant que somme de carrés de N (0, 1)).

On cherche les deux nombres tabulés a et b tels que:

(07 «
P(Y22a):§;P(Y22b):1—§

pour un risque d’erreur « fixé, et on décide que:
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3.2. Tests de conformité

1. si 4% € Ja;b[ 'hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur « : 1’échantillon est

représentatif de la population de référence de variance oy .

2. sinon I’hypothese Hy est rejetée: ’échantillon n’est pas représentatif de la population

de référence de variance og.

On souhaite vérifier, au seuil de signification de 95 %, si le peuplement dans lequel
on a mesuré la hauteur d’un échantillon de 12 arbres, appartient a un type de forét dont

I’écart type est de 1,4 m. Les résultats en métre sont :
5,1-5,2—-52—-54-59-6,3—6,3—6,8—6,9—6,9—7,0—7,0

Pour répondre & cette question, on doit réaliser un test de conformité de la variance.

Hy:0?=14%>=1.96
Hy:0%#1.96

comme ’échantillon est gaussien, on a la statistique
n =\ 2
X, — X 6.6
2 i
= — ) =— =337
Y ; ( 70 ) 1.96
suit une loi du x? a 11 degrés de liberté.

Au seuil de signification de 95 % , on a
2 _ 2 _
Xo0.025 =382 et Xgg75 = 21.9

On a y? ¢ |a; b], alors "’hypothese Hy est rejetée: 1'échantillon n’est pas représentatif

de la population de référence de variance 1.96".

3.2.4 Comparaison d’une fréquence observée a une fréquence
théorique

Soit X une variable qualitative prenant deux modalités (succes X = 1, échec X = 0)
observée sur une population et un échantillon extrait de cette population.

Le but est de savoir si un échantillon de fréquence observée %, estimateur de f,
appartient & une population de référence connue de fréquence fy (Hp vraie) ou & une

autre population inconnue de fréquence f (H; vraie).
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3.2. Tests de conformité

L’hypothése testée est la suivante:

{Ho : f = fo
Hy: f 7é fo
On calcule la valeur: p
Zobs = n__ f0|
Jo(1—fo)

suit la loi N (0,1).
On détermine Z;,, lue sur la table de la loi normale centrée réduite pour un risque

d’erreur « fixé, et on décide que:

1. si Zys > Ziap Uhypotheése Hy est rejetée au risque d’erreur «: 1’échantillon appar-
tient & une population de fréquence f et n’est pas représentatif de la population de

référence de fréquence fy.

2. 81 Zys < Zip 'hypothése Hy est acceptée: 1’échantillon est représentatif de la

population de référence de fréquence fo.

Sur un échantillon de taille n = 400 de naissances, on a observé 206 males, soit une

206

200 = 0.515. On se demande s’il y a autant de males que de

proportion de méles de f =

femelles, i.e., si fo = 0.5. On peut effectuer alors le test

Hy: f=05

On calcule alors
K—f| 10515-05]

fo(—fo)  [os(1—05)
V— \ ~ 400

a = 5% = Ztab =1.96

Lobs = 0.6

Comme Z,s < Ziap, alors " ’hypothése Hy est acceptée: 1’échantillon est représentatif

de la population de référence de fréquence 0.5".
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3.3. Tests d’homogénéité

3.3 Tests d’homogénéité

3.3.1 Construction générale

On considére deux variables aléatoires X; et X, définies sur deux populations P; et
P, respectivement. Ces variables aléatoires dépendent d’un paramétre inconnu 6, et 6,

respectivement.

e Tester 'hypothése Hy : 0y = 05, contre Hy : 01 # 0y

On choisit le risque .

On dispose d’un échantillon de X; et d’un échantillon de X5 qui fournissent respec-

tivement 7 un estimateur de 0, et 75 un estimateur de 6.

On détermine la variable de décision Z qui est une fonction de 717 et 15, et dont on

connait la loi de probabilité si Hj est vraie.

e « étant connu, on calcule la région critique ou la région d’acceptation.

On calcule la valeur z de Z a partir des résultats des échantillons.

3.3.2 Tests de comparaison de deux moyennes

Soit X un caractére quantitatif continu observé sur deux populations suivant une loi
normale et deux échantillons indépendants extraits de ces deux populations.
On fait I’hypothése que les deux échantillons proviennent de deux populations dont

les espérances ji; et p, sont égales.

{H03M1:M2
Hi oy # po

Pour tester cette hypothése, il existe deux statistiques : la variance o2 de la population
de référence est connue ou cette variance est inconnue et il faut I’estimer.
Premier cas: les variances des population ¢? et o3 sont connues

Sous I'hypothése Hy avec 02 et o2 sont connues, on a
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3.3. Tests d’homogénéité

Xi - X,

—— ~ N (0,1) si 0% et o2 sont connues
914 %

ni n2

On calcule
|Z1 — T

Robs = > 3
o o
21 _|_ -2
ni n2

On détermine Z;,, lue sur la table de la loi normale centrée réduite pour un risque

d’erreur « fixé, et on décide que:

1. si Zys > Ziap 'hypothése Hy est rejetée au risque d’erreur « : les deux échantillons

sont extraits de deux populations ayant des espérances respectivement 1, et p,.

2. 81 Zgs < Zap hypothese Hy est acceptée: les deux échantillons sont extraits de

deux populations ayant méme espérance pu.

Deuxiéme cas: les variances des population o2 et 02 sont inconnues et égales

Sous I'hypothése Hy avec 0?2 = 03 = 02, on a
X - X,
1,1
0'2 <n—1 + n—2>

La variance commune o2 peut étre estimée par:

suit une loi de Student & (ny + ng — 2) degrés de liberté

2 2
9 M1.8] +N2.55

N n1+n2—2

On calcule
71 — Ty

2 +2)
ni ng

On détermine t,, lue sur la table de Student pour un risque d’erreur o fixé et

tobs —

(n1 4+ na — 2) degreés de liberté, et on décide que:

1. si tops > tip Phypothése Hy est rejetée au risque d’erreur « : les deux échantillons

sont extraits de deux populations ayant des espérances respectivement 1, et p,.
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3.3. Tests d’homogénéité

2. sitys <ty Uhypothese Hy est acceptée: les deux échantillons sont extraits de deux

populations ayant méme espérance fi.

Troisiéme cas: les variances des population ¢? et 03 sont inconnues et iné-
gales

Si les variances des populations ne sont pas connues et si leurs estimations & partir des
échantillons sont significativement différentes, il faut considérer deux cas de figure selon
la taille des échantillons comparés :

Cas ot n; et ny > 30

La statistique utilisée est la méme que pour le cas ol les variances sont connues.

On calcule
|71 — T

Zobs = =2 =2
545
ni no
On détermine Z,,, lue sur la table de la loi normale centrée réduite pour un risque

d’erreur « fixé, et on décide que:

1. si Zops > Ziap U'hypothese Hy est rejetée au risque d’erreur « : les deux échantillons

sont extraits de deux populations ayant des espérances respectivement (i, et p,.

2. 81 Zgs < Zap 'hypothese Hy est acceptée: les deux échantillons sont extraits de

deux populations ayant méme espérance .

Pour savoir s’il existe une différence d’assiduité entre les filles et les garcons, on a choisi
de maniére aléatoire et simple un premier échantillon de 10 filles et de facon indépendante,
un deuxieme échantillon de 10 garcons. En fonction des résultats ci-dessous relatifs aux
notes d’assiduités (note sur 100), et en supposant que les variances des deux populations
sont égales, peut-on conclure, au seuil de 5 %, a l'existence d’une différence significative

entre les deux sexes 7

Assiduité des filles 72 67 52 54 46 58 59 54 58 63
Assiduité des garcons 66 59 54 57 63 55 61 55 66 75

Ce test a pour but de vérifier si I’assiduité moyenne pi; des filles est ou n’est pas égale

a ’assiduité moyenne p, des garcgons.
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3.3. Tests d’homogénéité

{Ho S = e
Hy:py # po
Les deux échantillons sont indépendants, les populations sont de variances égales,
alors:
Lobs = |fl — T2|
2 (L 4 1
#(F+ %)
On a
71 = 58.3; Ty = 61.1; s* = 50.2778
donc
tobs = 0.88
Pour a = 5%

to.975:18 = 2.101

Alors tops < to.975:18: " 'hypotheése Hy est acceptée: il n’y a pas de différence significa-

tive entre ’assiduité des deux sexes".

3.3.3 Tests de comparaison de deux variances

Soit X, une variable aléatoire observée sur deux populations suivant une loi normale et
deux échantillons indépendants extraits de ces deux populations.
On fait I’hypothése que les deux échantillons proviennent de deux populations dont

les variances sont égales.

{Ho 02 =02
H, : 03 +# o3
Dans I’échantillon E; de taille ny (resp. I'échantillon Fy de taille ns), on estime la

: 2 2 :
variance o7 (resp. 03) par:

n2

1 & 1
s = Z (x; — 51)2 et s2= Z (2 — 52)2

ng — 1
i=1 2 i=1
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3.3. Tests d’homogénéité

On calcule

51
2

89

Fobs =

telle que F,,s > 1 sinon on permute les échantillons de sorte que Fi,, > 1.
On détermine F},;, lue sur la table de Fisher Snédécor pour un risque d’erreur o fixé
avec (n; — 1,ny — 1) degrés de liberté, on cherche F tel que P (F > Fy,) = §, et on

décide que:

1. si Fs > Fiop hypothése Hy est rejetée au risque d’erreur « : les deux échantillons
sont extraits de deux populations ayant des variances statistiquement différentes o2

et 3.

2. si Fps < Fiyp ’hypothése Hy est acceptée: les deux échantillons sont extraits de

deux populations ayant méme variance o2.

Pour savoir si les filles sont plus assidues que les garcons ou non, on a choisi de
maniére aléatoire et simple un premier échantillon de 10 filles et de facon indépendante,
un deuxiéme échantillon de 10 garcons. En fonction des résultats ci-dessous relatifs aux
notes d’assiduités (note sur 100), peut-on supposer, au seuil de 5 %, que les variances des

deux populations sont égales ?

Assiduité des filles 72 67 52 54 46 58 59 54 58 63
Assiduité des garcons 66 59 54 57 63 55 61 55 66 75
Ce test a pour but de vérifier si la variance o2 de la population des filles est ou n’est

pas égale & la variance o2 de la population des gargons.

Hy: 0% =03
H, : 03 # o3
Dans l'échantillon E; de taille 10 (resp. l’é¢chantillon E; de taille 10), on estime la

- 2 2 :
variance o7 (resp. o3) par:

n2
1
= — (ZL’Z — f1)2 et Sg = § E (l’z — 52)2
i=1
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3.3. Tests d’homogénéité

alors
s7=57.12 et si3=4343
On calcule
57.12
ohs = —— = 1.31
b= gag

Fp lue sur la table de Fisher Snédécor pour un risque d’erreur o = 0.05 avec (9,9)
degrés de liberté, Fy,, = Fyo75 = 4.03.

On a, F, < Fiyp "’hypothése Hy est acceptée: les deux échantillons sont extraits de

deux populations ayant méme variance o2".

3.3.4 Tests de comparaison de deux fréquences

Soit X une variable qualitative prenant deux modalités (succes X = 1, échec X = 0)
observée sur deux populations et deux échantillons indépendants extraits de ces deux
populations. On fait I’hypothése que les deux échantillons proviennent de deux popula-

tions dont les probabilités de succeés sont identiques.

{H()IFleQ
H1IF17£F2

Dans I’échantillon F; de taille n; on estime la fréquence Fi par f; et dans I’échantillon
E5 de taille ny on estime la fréquence F, par fs et en regroupant les deux échantillons, on

peut estimer F' par:
= ny.f1 4+ ne. fo
N1+ No
Remarque: conditions de validité du test: ni.f; > 5;ny (1 — f1) > 5;ng.fo >
5;n2 (1 — fg) Z 5.

On calcule

LfL— [l

J@E+2)ra-n

On détermine 244, pour la loi normale N (0, 1) (<I> (ztap) = 1 — %), et on décide que:

Zobs =
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3.3. Tests d’homogénéité

1. si zops > z1ap ’hypothése Hy est rejetée au risque d’erreur « : les deux échantillons
sont extraits de deux populations ayant des probabilités de succeés respectivement

F1 et Fg.

2. 81 zZops < zZiap ’hypothese Hy est acceptée: les deux échantillons sont extraits de deux

populations ayant méme probabilité de succes F'.

Une enquéte sur 'emploi a concerné 220 personnes dont 115 dans le milieu rural et
105 dans le milieu urbain. Sur les 115 ruraux enquétés, 74 se sont révélés actifs, alors que
pour les enquétés urbains, 81 sont actifs. Peut-on admettre, au seuil de 5 %, qu'il n'y a
pas de différence significative entre les taux d’activité dans les deux milieux ?

Ce test a pour but de vérifier si la proportion F; des personnes actives dans le milieu

rural est ou n’est pas égale a la proportion F5 des personnes actives dans le milieu urbain.

{H()ZFl:FQ
HliFl%Fg

Dans I’échantillon F; de taille 115 on estime la fréquence F par f; et dans I’échantillon
E5 de taille 105 on estime la fréquence F5 par fs et en regroupant les deux échantillons,

on peut estimer F' par:

= ni-fi +ne.fo
Ny, + No
On a
fi = 1% = 0.64; f, = % =077 f = %5) =0.70
On calcule
|0.64 — 0.77] 910

Zobs =
V(5 + 185) 0.70 (1 = 0.70)
Pour o = 5%, 2zt = 20975 = 1.96, alors 2z, > 2145 "'hypotheése Hy est rejeté: les

deux échantillons sont extraits de deux populations ayant méme probabilité de succes F'".
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3.4. Test du Chi-deux d’indépendance

3.4 Test du Chi-deux d’indépendance

Le test du x? d’indépendance a pour objectif d’évaluer si deux variables qualitatives X;
et X, a respectivement p et k modalités sont liées, les deux variables étant observées sur
un échantillon de taille N.

Les hypothéses du test du x? d’indépendance sont les suivantes :

e H, : Les variables X; et X5 sont indépendantes.

e H; : Il existe une liaison entre X; et Xs.

3.4.1 Calcul de la statistique de test:

Considérons, le tableau de contingence des effectifs observés suivant :

T'ab.01 Tableau de contingence pour le

test d’indépendance

Variable X Variable X, Total
Modalités | My My . . M, t
M, €11 €12 . . €1 ty
M, €1 €22 . . Ep ta
M, epl €p2 . . Cpk tr
Total ny Ng . . ng | N

Le principe du test du y? consiste & calculer, pour chaque case du tableau, Ieffectif
théorique qui devrait étre observé sous I’hypothése nulle. Sous cette hypothése, les effectifs
sont répartis en proportion égale.

On définit D'effectif théorique E;; associé a la case {i,j} du tableau par la quantité

suivante:
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3.4. Test du Chi-deux d’indépendance

Sous I’hypothése nulle, les effectifs observés et les effectifs théoriques doivent étre
sensiblement proches, donc la somme de leurs différences devrait étre proche de zéro.
Aussi, le principe du test du x? se base sur I’évaluation de la somme de ces différences par
rapport a une valeur seuil. Intuitivement, si cette somme de différences exceéde une certaine
valeur, cela signifie que les effectifs observés et les effectifs théoriques sont différents et
par conséquent I’hypothése peut étre remise en cause.

Sous Hy, le test du x? a pour statistique de test:

R N S
Xobs = ZZT ~ X(p—1)(k—1)

i=1 j=1
Condition d’application du test

Le test du x? est sensible aux petits effectifs. Aussi, le test est considéré comme applicable
lorsque les effectifs théoriques FE;; sont supérieurs ou égaux a 5. En pratique, si cette
condition n’est pas réalisée, la technique consiste a regrouper certaines modalités (ex :
regrouper les yeux noirs et les yeux marrons) afin de, par construction, augmenter la
valeurs des effectifs théoriques.

La région critique conduisant au rejet de Hy est définie par :

[X(—apspr-1) -1 T00[

Ou X%l—a);(p—l)(k‘—l) correspond au quantile d’ordre (1 — o) delaloidux?a(p — 1) (k — 1)
degrés de liberté.

Décision:

. .. 9 e R 92
e Si la valeur de la statistique de test x* est inférieure a la valeur seuil X(1-a):(p—1)(k—1)
alors on accepte ’hypothése nulle. Les variables X; et X5 sont indépendantes.

(c’est-a-dire leurs distributions sont indépendantes).

e Sila valeur de la statistique de test y? est supérieure 4 la valeur seuil X%l—a)' (1) (k1)
alors on rejette ’hypotheése nulle. 1l existe une liaison significative entre X; et X,

(c’est-a-dire leurs distributions sont dépendantes).
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3.4. Test du Chi-deux d’indépendance

La table suivante représente les résultats d’une enquéte portant sur 300 étudiants a
qui il a été demandé s’ils avaient une activité sportive réguliere (S=Oui Sport/NS=Non

Sport) et s’ils fumaient (F= Fumeur/NF= Non-fumeur).

F | NF | Total
S 60 | 76 | 136

NS 56 | 108 | 164

Total | 116 | 184 | 300

Ici, ’'hypothése Hy est qu’il y a indépendance entre le fait de fumer et le fait de
pratiquer régulierement le sport. On va alors calculer, sous ’hypothése Hy, les valeurs

théoriques du tableau de contingence.

F NF | Total
S 52.59 | 83.41 | 136
NS 63.41 | 100.59 | 164
Total | 116 184 | 300

on peut maintenant calculer la statistique >

,  (60—5259)° (56 —63.41)> (76 —83.41)> (108 —100.59)

Xoba = 52.59 * 63.41 * 83.41 * 100.59

=3.17

et
X%0.95);(272)(271) = X%0.05);(1) = 3.841

comme x2%,. < X%0.95);(1)7 alors "on accepte Hy".

43



CHAPITRE

Eléments de calcul de

probabilités

4.1 Deéfinitions

Ensemble fondamental : considérons une expérience dont 'issue n’est pas prévisible,
bien que l’issue ne soit pas connue a ’avance, admettant cependant que ’ensemble des
issues possibles est connu. Cet ensemble est appelé ensemble fondamental, par convention

est noté ).

Exemple 4.1.1 Sile résultat d’une expérience est la détermination du sexe d’un nouveau-

né, alors 'ensemble fondamental Q = { fille, garg¢on}.

Exemple 4.1.2 Si [’expérience consiste a jeter deux pieces de monnaies, alors l’ensemble

fondamental est constitué de 4 couples suivant : Q = {(pile, pile) ; (face, face) ; (pile, face) ; (face, pile)}

Evénement: Tout sous ensemble E de I’ensemble fondamental €2 est appelé « événe-
ment ». De ce fait, un événement est donc un ensemble correspondant aux divers résultats

possibles d’une expérience aléatoire.

44



4.2. Opération sur les événements

4.2 Opération sur les événements

4.2.1 Union

Soit A et B deux événements de €2, alors AU B sera réalisé si soit A soit B lest.

Exemple 4.2.1 Soient Q= {g, f}, A={g} et B={f}, alors AUB={g,f} =Q

4.2.2 Intersection

Soient A et B deux événements de I'ensemble fondamental €2, le nouvel événement AN B,
appelé intersection de I’événement A et I’événement B, est considéré comme ’ensemble
de réalisations qui sont & la fois dans I’événement A et dans I’événement B.

Autrement dit, ’événement A N B ne sera réalisé qui si A et B le sont a la fois.

Exemple 4.2.2 Nous avons l’ensemble fondamental Q@ = {(p,p); (p, f); (f,p); (f, f)} tel
que, p : pile et f : face.
Soient A = {(p,p); (0, f); (f;p)}, et B ={(f,f);(f,p);(p, [)}, alors : I'événement

ANB =A{(f,p);(p, f)} est l’événement une piéce de monnaie montre pile et l’autre donne

face.

4.2.3 Complémentarité

Pour tout événement A, le nouvel événement A¢ , ou A est ’événement complémentaire.
C’est-a-dire ’événement A°doit, par définition, contenir tous les points de l’ensemble

fondamental €2 qui ne sont pas dans I’ensemble A.
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4.2. Opération sur les événements

Exemple 4.2.3 On jette a la fois deux dés équilibrés, alors l’ensemble fondamental est :

2 dés 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3 3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 41 (42) 43) (44) (45) (4,6)
5 5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6  (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

alors Q = {(1,1);(1,2);....;(6,5);(6,6)} .
Soit l’événement A = {(1,6);(2,5);(3,4);(4,3);(5,2);(6,1)} (la somme des deux
faces des é dés égale a 7); alors A° (Z), sera réalisé lorsque la somme des deux dés n’est

pas égale a 7:

Propriétés

Soient {2 un ensemble fondamental d’une expérience aléatoire, et A un événement de 2,

alors il existe une valeur P (A) appelée probabilité de 1’événement A ou :

e 0<P(A)<1

e P(2)=1

e Si A et B sont deux événements qui s’excluent mutuellement, alors : P (AU B) =
P(A)+ P(B)

e Pour toute suite d’événement mutuellement disjoints Ey, Fs, Es, ...(c’est & dire E; N

E; = ¢,Vi # j) alors :P <0leEZ) = > P (E;), tel que, P (E;) est la probabilité de
i= i=1

I’événement F;.
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4.2. Opération sur les événements

4.2.4 Théorémes élémentaires

Théoréme 4.2.1 Soient A et A deux événements mutuellement disjoints, et AU A = (Q,

alors :
e P =1=P(AUA)=P(A)+P(A) =>P(4) =1-P(4)
e SiACB= P(A) <P(B)

Théoréme 4.2.2 soient deuxr événements quelconques A et B, alors:
. P(E) =P(A)—P(ANB)

e P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

4.2.5 Calcul des probabilités

Définition 4.2.1 La probabilité d’un événement A est

P(A) = Le nombre de cas favorables o la réalisation de I’événement A

Nombre de cas possibles de l’ensemble fondamental )
Exemple 4.2.4 On lance une piéce de monnaie, en admettant que pile a autant de
chances d’apparaitre que face. C’est-a-dire,

P ({piley) = P({face})

Le nombre de cas favorables a la réalisation de ’événement {pile} (ou {face} )

Nombre de cas possibles de l’ensemble fondamental €2
1
2
Exemple 4.2.5 On jette un dé équilibré, alors les probabilités

Le nombre de cas favorables a la réalisation de ’événement {1} 1

P({1}) - — =

Nombre de cas possibles de l’ensemble fondamental )

d’ou
1
P({2}) =P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = ¢
Par ailleurs, la probabilité B, B=" Avoir un chiffre pair" est :

P(B)= P({2,4,6}) = P({2) + PN + P = s+ s +c =2 =3
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