Chapitre 3

Approximation des Equations aux
Dérivées partielles

3.1 Classification des EDP linéaires du second
ordre

3.1.1 Opérateur aux dérivées partielles

Soit u une fonction définie dans R™ et o = (o, ..., a,) € N* un
multi-indice. La longueur de « est définie par

la] =aq + ..., +a,.

On définie I'opérateur
DY — L
Or{t - Qwon’

Exemple o = (1,1), x = (z1,22), dans ce cas |o| = 2 d’ou

o 0%
N 81'18.1'2.

Définition 3.1 On appelle équation aux dérivées partielles ou EDP
une équation de la forme

F(z,u,Du,...,D%) =0 (3.1)
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72 CHAPITRE 3. APPROXIMATION DES EDP

ol u est la fonction inconnue de la variable z = (z1,...,2,) et
a = (ay,...,q,) est un multi-indice.
L’équation (3.1) est dite du premier ordre si |a| =1 et du second
ordre si |a| = 2.
Définition 3.2 I’EDP (3.1) est dite :
— linéaire si F' est linéaire en u, Du, ..., d%u.
— semi-linéaire si [ est linéaire en Du, ..., D%u.
— quasi-linéaire si F' est linéaire en D“u.
— non linéaire si F' n’est pas linéaire en au moins une dérivée.

Définition 3.3 On dit qu'un probléme est bien posé (au sens de
Hadamard) si la solution existe et est unique et dépend continument
des données initiales et au bord.

3.1.2 Classification des EDP linéaires du second ordre

Soit 2 C R™ un domaine (ouvert et connexe) et considérons I'EDP linéaire
du second ordre suivante

n 82 n a
”21 Qjj (@W@ux] + ZZ bi(x)@:z + c(z)u = f(x), (3.2)

ou x € ). Les coefficients a;;, b;, ¢ sont des fonctions définie sur €.
Soit xg € €2 et considérons la matrice définie par

A(zo) = (ai(w0))1<ij<n

et notons par N, (zo) le nombre de valeurs propres de A(z) strictement
positives, par N_(zg) celles qui sont strictement négatives et Ny(xg) celle
qui sont nulles. Notons par

N(zo) = Ny(xo) + N_(20) + No(zo)

le nombre total de valeurs propres.

Définition 3.4 L’équation (3.2) est dite
— elliptique en xg si N(xg) = Ny (z9) ou N(zg) = N_(x0).
— hyperbolique en zq si N(zg) = No(xg) — 1 et N, (z¢) = 1 ou bien
si N(xzg) = Ny(zg) — 1 et No(xg) =1
— parabolique en g si Ny(zo) > 0
L’équation (3.2) est dite elliptique, parabolique ou hyperbolique
dans 2 si elle posséde cette propriété en tout point x € €.
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Exemples
L’équation de Poisson

Soit 2 C R™ un domaine et f : {2 — R une fonction donnée.
Considérons 1’équation suivante dite de Poisson

—Au(z) = f(z), ©z€Q
ou A est 'opérateur Laplacien défini par
0? 0?
A=—+...+—.
02 T oz

On a en tout point de x € Q

[ —1sii=j
“ij(w)_{ 0 sii#j

nxn
dont I'unique valeur propre est A = —1. Donc Ny = N, =0 et
N_ = 1. L’équation de Poisson est donc de type elliptique sur 2.

L’équation de la chaleur

Soit £ C R™ un ouvert, I C R un intervalle et f: I x 2 — R une
fonction donnée. On appelle équation de la chaleur I’équation

sulvante
ou
a(t,x) — Au(t,z) = f(t,x), tel, e
On a en tout point (t,z) € I x
0, sii=j=1,
a;(t,z)=q¢ —1, sii=j>2
0, sii#7j
d’ou la matrice A(z) suivante
0O 0 --- 0
Alz) = 0 —1 0
-1 0
0 0 1

(n+1)x(n+1)
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dont les valeurs propres sont Ay = 0, Ay = —1 d’out
N, =0, N_=1, Ny = 1. L’équation de la chaleur est donc de type
parabolique.

L’équation des ondes

Considérons maintenant 1’équation suivante dite équation des ondes
0%u
W(t,x) —Au(t,x) = f(t,z), tel, xel.

La matrice A(x) s’écrit dans ce cas

1 0 --- 0
A= 7
R 0
0 - 0 -1 (n+1)x (n+1)
qui posséde les valeurs propres suivantes Ay = 1, Ay = —1 d’ou
N, =1, N_ =1, Ny =0. L’équation des ondes est donc de type

hyperbolique.

3.1.3 Equation de Poisson

Soit 2 C R™ un ouvert borné et f : {2 — R une fonction continue.
Considérons 1’équation de Poisson

—Au(z) = f(z), zeQ, (3.3)

qui modélise des phénomeénes d’équilibre, potentiel électrostatique,
membrane en équilibre, champ gravitationnel, etc.
Si f = 0 on obtient I’équation dite de Laplace

—Au(x) =0,

et on dit dans ce cas que u est une fonction harmonique. Associons a
I'équation (3.3) 'une des données aux bord suivantes

u(r) = g(x), x € N (3.4)
%(m) =g(z), = €N (3.5)

ol g : 9 — R est une fonction continue et g—g(x} désigne la dérivée
normale de u en x. Le probléme (3.3)-(3.4) est appelé probléme de Dirichlet
alors que le probléme (3.3)-(3.5) s’appelle probléme de Neumann.
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Principe du maximum

Théoréme 3.1 (Principe du mazimum faible)
Soit u € CH(Q) N C(Q) tel que Au > 0 sur . Alors

maxu = maxu
Q a9

Théoréme 3.2 (Principe du mazimum fort)
Soit u € C1(Q) N C(Q) tel que Au = 0 sur un domaine 2 de R",

alors ou bien u est constante ou bien

minu < u(zr) < maxu, Yr € Q.
o0 B

3.1.4 Equation de la chaleur

Soit 2 C R™ un domaine borné de frontieére 02 suffisamment réguliére et
soit f:(0,7) x 2 — R une fonction continue. On définie ’équation de la
chaleur par

%(t,x) — Au(t,x) = f(t,z), te€(0,T], z€Q (3.6)
a laquelle on associe I'une des deux conditions aux bord
u(z,t) =g(x,t), €I, te (0,7 (3.7)
ou
%(x,t) =g(z,t), ©€0dQ, te (0,T] (3.8)

ainsi que la donnée initiale
u(0,2) = ug(x), x €. (3.9)

L’équation de la chaleur (3.6) modélise des phénoménes de diffusion de la
chaleur, transfert de particules dans 'air etc.

Principe du maximum

Définissons D C R™™ par D = (0,T) x Q et posons
Op§Y =002 x [0,TTU Q2 x {0}

0pfl est appelé frontiére parabolique de D.
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Théoréme 3.3 Soit u € C12((0,T) x Q) N C([0,T] x Q) une fonction
telle que
up — Au <0, sur (0,7) x Q

alors
max u(t,z) = maxu(t, )
[0,T1xQ) OpQ

ol Uy = %. Autrement dit le maximum de u est atteint sur la
frontiére parabolique de D.

3.1.5 L’équation des ondes

Soit €2 C R™ un ouvert borné de frontiére O supposée de classe C* et
f:(0,T) x 2 — R une fonction continue. L’équation

0%u
ot?
est appelée équation des ondes et modélise des phénomeénes de vibration en

acoustique, champ électromagnétique, ect. On lui associe I'une des deux
conditions aux bord suivantes

(t,z) — Au(t,z) = f(t,z), t€(0,T] z€Q (3.10)

u(t,z) = g(t,z), te€(0,T], =€, (3.11)
ou
5, Ho) =g(tx), te(0,T], ved, (3.12)

ainsi que les deux conditions initiales
u(0,2) = hi(x), x€Q

)
8—1;(0,:5) = ha(z), x € 0Q.

(3.13)

3.2 Discrétisation de ’équation de Poisson 1d

3.2.1 Equation de Poisson 1d avec conditions aux bord
de type Dirichlet

Soit © = (a,b) un intervalle borné de = R et notons par 92 = {a, b} la
frontiére de ). Considérons le probléme suivant

—uge(2) = f(2), r €N
{ u(a) = a, u(b) =3, x € N (3.14)
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Considérons une subdivision uniforme de pas h de l'intervalle (a, b)

a=x0<11<...,<Tp, =0,
ou les xz; sont donnés par x; = a+1ih, i =0,...,n. On a en chaque noeud z;
de
—Upy () = f(xy), i=1,...,n— 1. (3.15)

La méthode des différences finies consiste a approcher la dérivée seconde
Uz (2;) par un quotient de maniére a en déduire un systéme linéaire
d’équations dont la solution représente I'approximation de la solution
exacte u en z;. En utilisant la relation (A.16) de 'annexe on a

2u(x;) — u(xiyr) — u(xi—q)
h? '

— Uy ()

Posons f; = f(x;) et notons par u; une valeur approchée de u(x;), on
obtient alors le schéma numérique suivant

2U; — Ui — U4
+1 i—1 .
{ =fi, i=1,...,n—1

h2 (3.16)

Uy = &y Up = 5
qui représente un systéme linéaire de (n — 1) équations a (n — 1) inconnues.

Remarque Il ne faut pas confondre u; et u(zx;), le systéme (3.16) fait
intervenir les inconnues discrétes u; et non pas les valeurs u(z;) de la
solution exacte u.

Ecrivons le systéme (3.16) sous forme matricielle. La premiére équation
1 =1 s’écrit

1
ﬁQul —up — Uz) = fi
or puisque ug = « on obtient
1 o
ﬁ(2u1 — UQ> = ﬁ -+ f1~

L’équation i, (2 <7 <mn —1) s’écrit

1

ﬁ@ui — Ui+1 — ui—l) = fi,

et la derniére équation ¢ = n — 1 s’écrit a son tour

1
ﬁ(Qun—l — Up — un—2) = fn—l
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or comme u, = [ la derniére équation prend la forme

1 B

ﬁ(Qun—l —Up_g) = i) + fo-1-
Le systéme (3.16) s’écrit alors sous forme matricielle
AU, = bh, (317)
avec
R £
Ah:ﬁ 0 . . 0 |, b= : . (3.18)
: .. .. .. -1 fn—2 5
o --- 0 =1 2 Jno1+ 5z

On a déja montré (voir la relation (1.1)) que la matrice Ay, est monotone,
elle donc inversible.

Proposition 3.1 Pour tout h > 0, Le systéme (3.17) admet une
solution unique Uy, = (u1,...,u,_1)' qui n’est autre que la solution
approchée du probléme (3.14).

Définition 3.5 On appelle erreur de consistance R; en x; la quantité
obtenue en remplacant la solution approchée par la solution exacte
dans le schéma numérique (3.16).

On dira que le schéma (3.16) est consistant d’ordre p > 1 si

max |R;| = o(hP). (3.19)

1<i<n—

En particulier si p = 1 alors le schéma est dit tout simplement
consistant.
D’aprés la définition précédente I'erreur de consistance s’écrit

_ 2u(z;) — u(xiyr) — u(ri_q)
12

R; — fi (3.20)

or d’aprés le schéma (3.16)

20 — Uiy — Ui
h? 7

fi=
d’ou

R — 2(u(w;) — ug) — (u(ig1) h—QUiH) — (u(zia) = uifl), (3.21)
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Posons R = (Ry,...,R,_1)", la relation (3.20) s’écrit alors sous forme
matricielle

R =AU —-Uy,) (3.22)
avec U = (u(xy),. .., u(x,_1))".

Lemme 3.1 Supposons que u € C*([a, b]), alors

2

h
(Jax |R;| < 15 xsel[lal,)b] |u'™ ()] (3.23)

Preuve Ecrivons les développement limités de u a 1'ordre 4

h2 h3 h4
ulwssn) = ule) + () + (@) + o

h? h3 h
u(@io1) = ulwi) = ho'(2:) + u(@i) = ~cu () + ﬁu(‘” (7:),

avec &;,m; € (x;_1,7;y1). En reportant les deux expressions
précédentes dans (3.19) et puisque —u”(z;) = f; on obtient

h2
Ry = — o= (uV(&) + u®(n,))
24
soit
h2
|R;| < — sup [ul?(z)].
12 z€[a,b]
Ol

La relation (3.23) entraine que |R;| — 0 lorsque h — 0 pour tout
1 <i<n—1.Le schéma (3.16) est donc consistant d’ordre 2.
Définition 3.6 On appelle erreur d’approximation e; en x; la différence
entre la solution exacte et la solution approchée en x;

e =u(z;) —w;, 0<i<n.
Le lemme suivant est ’équivalent du principe du maximum dans le cas
discret.
Lemme 3.2 (Principe du mazimum discret)
Soit v = (vy,...,v,-1) € R"! un vecteur satisfaisant le probléme
suivant

4 — s 1 < <71<n-—

{ 21}1 V41 Vi—1 > 07 1 1N 17 (324)
Vg = O, Up = 6

alors

;<
(Jax v < max(a, B),

autrement dit le maximum est atteint aux extrémités o ou 5.
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Preuve Définissons ig comme suit

1o = min{7 :v; = max v;
lizv 1<j<n—1 2

et supposons que 1 < iy < n — 1. L’inégalité (3.24) entraine alors
(Vig — Vig+1) + (Vig — Vig—1) <0 (3.25)
or v;, > V;,+1 €t par construction v;, > v;,—; d’ol
(Vig — Vig41) + (Vig — Vig—1) >0
ce qui contredit (3.25). Donc iy = 0 ou bien ig = n c’est & dire que

;< U
(Jnax v < max(«, 3)

On a le résultat de convergence suivant.
Théoréme 3.4 Supposons que u € C*([a,b]). Alors on a l'estimation
d’erreur suivante
2

h
(max eif < ﬂmaX(GQ,bQ)xs;[lfb] [u™ ()] (3.26)

Preuve Posons M = max |R;| et définissons e et e; par
1<i<n—1

1
e;r:ei—l——Mx?, 0<i+<n

2 1
e;:—ei—l—éMx?, 0<1<n
on a alors
1
26? - 6;;1 - 6;11 = 26;— €41 — €1+ §M(2$z2 - 1'12+1 - %2—1)

or d’aprés (3.21) 2e; — ;41 — €;_1 = h?R; et puisque
2x7 — a7, —x7 | = —2h? il Sen suit que

Qe;r_e;grl_e;r_lth(Ri—M)go. (3.27)
De méme

2%; — ey — ey = —(R; + M)h? <0. (3.28)

Le Lemme 3.2 appliqué & (3.27) et (3.28) entraine

+ + ot
max e, < max(el.e

1<i<n—1 — ( 0°%n )7
max e, < max(e,.,e ).

1<i<n—1 — ( 0> n)

(3.29)
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Or | .
eq =eg+ —Maxd = -Ma?,

1

el = e, + Mz = -Mb,

2 2

) IS T

ey = —€o+ =Mz = -Ma",

- _ _ " _M 2 — _M 2

e, en + s My, =5 b*,

(3.29) entraine alors

max |e;] < l]\4 max(a®, b%) (3.30)

1<i<n—1' ' = 9 e '

D’un autre coté d’aprés le Lemme 3.1
2

h
M= max |R; < — sup |u®(z)| la relation (3.30) devient donc
1<i<n-—1 12 z€la,b]

2

Jnax ;| < oomax(a®, b?) s ™ ()],

O

Remarque L’estimation d’erreur (3.26) montre que la solution
approchée Uj, converge vers la solution exacte u lorsque h — 0. On
dit que le schéma (3.16) est convergent d’ordre 2.

Exemple Calculer une solution approchée du probléme de Dirichlet
suivant
—u'(z) = 27, z € (0,1)
u(0) =1, u(l) = 2,
en prenant les points équidistant {0, 1,2, 3 1} de I'intervalle (0, 1).

Y49 29 40
Comme h = }L la matrice A; s’écrit

2 -1 0 32 =16 0
Ap,=16| -1 2 -1 |=| -16 32 -16 |,
0 -1 2 0 —-16 32

on calcule ensuite le second membre b,. Calculons d’abord le vecteur

f= (f1,f27f3)T7 on a

fi=Fflz) =2 =5
fo= flaa) = a3 =1
f3=f($3):$:2>,:1%



82 CHAPITRE 3. APPROXIMATION DES EDP

d’ott by, = (16.0625,0.25,32.5625) . Le systéme linéaire s’écrit alors

32 —16 0 Uy 16.0625
—-16 32 —16 uy | = 0.25
0 —-16 32 U3 32.5625

L’algorithme de Thomas (1.7) donne
up = 1.2696, ug = 1.5355, ug = 1.7851, ce qui signifie

u(0.25) ~ 1.2696, «(0.5) ~ 1.5355, u(0.75) ~ 1.7851.

La solution exacte est u(x) = —%x‘l + %x + 1, d’oti les erreurs
commises aux noeuds {0.25,0.5,0.75}

e; = 0.0011, ey = 0.0013, e3 = 0.001.

3.2.2 Equation de Poisson 1d avec conditions aux bord
de type de Neumann

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction donnée et considérons le probléme modéle

suivant

{ —u"(z) 4+ c(z)u(x) = f(x), x € (a,b) (3.31)
() = a, W'(b) = B. '

Si ¢ =0 le probléme (3.31) est mal posé car si u est une solution alors u + k

est également une solution Vk € R. On supposera donc que ¢ > 0. Soit

a=u1xy<...<x,=>bune grille uniforme de pas h = z;;; — x;. On a aux

noeuds internes de la grille

—u"(x;) + c(z)u(z;) = f(a;), 1<i<n-—1L1

Posons ¢; = ¢(z;) et f; = f(z;). En approchant v”(x;) a I’aide du schéma a
trois points et en notant par u; une valeur approchée de u(z;) on obtient
I’équation aux différences
2 — Ui — Uy
h2

D’autre part I'approximation des données aux bord donne

_1+ciui:fi, 221,,77,—1

oy~ M) = ul0)
1y~ 40) = u(En)
uw'(b) ~ h
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d’ou finalement le schéma suivant

2 1
ﬁ"‘Ci ui—ﬁui,l—ﬁuiﬂzﬁ, 1§Z§n—1

Up = hB 4+ Up_1, ug = w1 — ah

(3.32)

Remarque Contrairement au cas Dirichlet les valeurs ug et u, ne sont
pas connues, on les calculent donc en fonction respectivement de uq
et Up_1.

Ecrivons la forme matricielle du schéma (3.32). Pour cela on remplace g et
u, dans la premiére et derniére équations respectivement par leurs valeurs
tirées de la deuxiéme équation de (3.32). On a pour i =1

2+ 1 _ e}
72 C1 | U1 h2u2— 1=

etent=n-—1

2 1
(ﬁ + Cn1> Up—1 — ﬁun72 = fnfl + %7

d’ot la forme matricielle A,U" = b;, du schéma (3.32) avec

L+ —% 0 0

2 1
“w owte e

Ay = 0 0
. h2_2 + Cpn—2 _}%2
0 "‘ 0 — 77+t (n—1)x(n—1)
«
-
Ja
by, = :
fn72
fn—l +§

(3.33)
Ay, est encore une matrice tridiagonale et symétrique. Montrons qu’elle est
inversible. Pour cela on montre que A; est monotone. Ecrivons que

AhiL’ZO
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et montrons que z > 0. L’inégalité précédente s’écrit

2 1
ﬁ—i—cl xl—ﬁ$220,
2 1 1 .
ﬁ +c | x; — ﬁl’i_l - mxﬂ_l Z 0, 2 S 2 S n — 2, (334)
2 1
e + Cn-1 | Tn—1 — ﬁan > 0.
Posons iy = min{i : z; = 1<m<in ) z;}. Il suffit alors de montrer que z;, > 0.
<j<n—
Supposons que 2 < i < n — 2, dans ce cas

2 1 1
2 + Ciy | Tig — Exiofl — ﬁxioJrl >0,

d’ou l'on tire puisque (x;,—1 — x;,) > 0 et (24,41 — 4,) > 0

1 1
CioTig 2 75 (@ig—1 — T3) + 2 (@ig+1 — T3) > 0
Comme ¢;, > 0 alors z;, > 0.
Dans le cas ip = 1 on a alors de la premiére inégalité (3.34) et puisque

(ZL’Q—Jfl)ZO
1 1
ﬁ"‘cl xlzﬁ(@—xl)zo

d’ou 'on déduit que x; > 0.
Dans le cas io = n — 1 on a de la derniére inégalité (3.34) et puisque
(In—Z - xn—l) Z 0

1 1
e +cn1 | Tpa 2> ﬁ(l’n72 —Tp_1) >0
ce qui donne x,_1 > 0. dans tous les cas on a montré que x > 0, la matrice
Aj, est donc monotone. On a montré le résultat suivant.

Proposition 3.2 Le schéma (3.32) admet pour tout h > 0 une solution
unique Uy, = (U, ..., Up_1) " .
Comme dans le cas Dirichlet on peut montrer le résultat de convergence

suivant. La preuve est laissée en exercice.

Théoréme 3.5 Sous les mémes hypothéses que celle du Théoréeme 3.4
il existe une constante C' > 0 dépendant de a, b et de la solution
exacte u telle que

max |e;| < Ch?, (3.35)

1<i<n—1

ou e; = u(x;) — u; est 'erreur d’approximation en x;.
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Exemple Calculer une valeur approchée en x =0 et z =1 de la
solution du probléme suivant
—u"(z) + zu(z) = 2%, z € (0,1)
w(0) =0, v(1) =1,
en prenant les noeuds {0, }1, %, %, 1}, donc h = i. Ecrivons le systéme
matriciel avec ¢ = 1 = 0.25, ¢o =29 = 0.5, c3 = 23 =0.75

16.25 —16 0 0.0625
An=1 —-16 325 =16 |, b, = 0.25
0 —16 16.25 —3.4375

La résolution du systéme A,U;, = by, donne
Uy, = (—0.1494, —0.1557, —0.1824)

Pour calculer une valeur approchée de u(0) et u(1) on utilise les
derniéres relations du schéma (3.32) d’ou up = u; — ah = —0.1494 et
uy = uz + fh = 0.0676, on a donc les approximations

u(0) ~ —0.1494, u(1) ~ 0.0676.

3.3 Discrétisation de I’équation de Poisson 2d

On considére I'équation de Poisson sur un rectangle Q = (a,b) x (¢,d) C R?
avec condition aux bord de type Dirichlet

_Au(xay) = f(x,y), (l‘,y) € Q,
{ u(z,y) = g(z,y), (z,y) € O (3.36)

o f:Q—=Retg: 02— R sont des fonctions données supposées continues
02 02 ; -
et A= 5+ 57 est I'opérateur Laplacien.
L’idée pour approcher la solution du probléme (3.36) consiste a approcher
e Pu 0%u s 1o , O .
chacune des dérivées %, ?)73 a I’aide d’un schéma & trois points sur une
grille sur chaque axe. Considérons pour cela une grille uniforme de

I'intervalle [a, b] sur l'axe des x
a=xg<rT1<...<x,=0

de pas h, = x;11 — x; et une seconde grille uniforme de l'intervalle [¢, d] sur
I’axe des y
c=Yyo <y <...<yn=d
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de pas hy = y;+1 — y;. Considérons la grille de calcul constituée des indices
des noeuds situés a U'intérieur du rectangle (a,b) x (¢, d) ainsi que celle
constituée des noeuds sur le bord de 2

Ap=A{(,j):1<i<n—-1,1<j<m-—1},
Ay = {(4,0), (i,m), (0,5), (n, ) : 0 < i <n, 0<j <m}

Ecrivons la premiére équation de (3.36) aux noeuds de A,

0%u J%*u
—@(%‘;yj) - a_yQ(xi’yj) = f(l'i;yj)7

puis on approche chacune des dérivées partielles par le schéma a trois
points (A.16)

a2u (l’ ) ~ u(xi—&-layj) + u(aji—la y]) - 2U(xlayj)
0x? i»Yj) = h2
Pu (25, y;) ~ u(wi, i) + w(@i, yi—1) — 2u(zi, y))
ayQ z7y] - hz

posons f;; = f(z;,y;), on obtient alors le schéma

QUi — Wigrj — Wity | 22U — Uiipr — U1
= f
2 2 J

oll u;; dénote une valeur approchée de u(z;,y;). Supposons pour simplifier
que h, = hy, = h, le schéma précédent devient

+1 -1 +1 -1

avec les données aux bord

ou ¢;; = g(x;,y;). Le schéma (3.37) est un schéma a cinq points car pour
calculer u;; on a besoin de w15, wi—1;, Uij41 €t uz;—1.
Ecrivons la forme matricielle du schéma (3.37)-(3.38). Pour cela posons

h
U™ = (u11, U1, -+ o U115 U12, U2, -+ - 5 Un—12, - -+, Ulin—1s - -+ 5 Un—Tm—1)
ou de maniére plus condensée

Uh = <u17 . ,um71> c R("*l)x(mfl)
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avec
uj = (Upj, .. Uy 1) ERP 1< j<m—1.

Pour construire la matrice P, du schéma (3.37) regardons la matrice P,
comme une matrice bloc dans laquelle I'indice 5 désigne la position du bloc
dans la matrice P, et I'indice ¢ désigne la position du terme u;; au sein du
méme bloc. Le schéma (3.37) montre que la matrice P, est tridiagonale par
bloc, les blocs d’indices j sont ceux situés sur la diagonale et ceux ayant les
indices j — 1 et j 4+ 1 sont situés sur la sous-diagonale et la sur-diagonale
respectivement. Le bloc d’indice j est lui méme une matrice tridiagonale
notée T dont les éléments de la diagonale sont égaux a 4 et ceux de la
sous-diagonale et la sur-diagonale sont égaux a —1. La matrice P, a donc la
forme suivante

, T RN
Pv=q3| [0 - o o [0
[0]

S| T

ol @ désigne un bloc nul avec

4 -1 0 0
1 4 -1 :

T=1 0 . . . 0 (3.39)
. . »
0 0 -1 4

qui est de taille (n — 1) x (n — 1). Le bloc S situé sur la sur-diagonale a
pour indice j + 1 et d’aprés le schéma (3.37) le coefficient du terme diagonal
u;;41 est —1 les autres coefficients étant nuls. De méme pour le bloc Sy
d’indice j — 1, le coefficient de u;;_; au sein de ce bloc est —1 les autres
étant nuls. S; et S5 sont donc des matrices diagonales de la forme
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de taille également (n — 1) x (n — 1). Finalement la matrice P, prend la

forme suivante
T —I @ @
-1 7T :

ph:% o . - . [0] (3.40)
Pl el el T
@ e @ I T
ou I est la matrice identité de taille (n — 1) x (n — 1). La matrice P}, est
donc de taille g x g=(n—1)(m—1) x (n —1)(m —1).
Calculons maintenant le second membre Bj, du systéme linéaire. Ecrivons

By, sous la forme
By = (b, bm1)" (3.41)

ot b; = (byj,...,bo_1;)", 1 <j <m— 1. Chaque b; est un vecteur
correspondant au bloc j et est la somme du second membre f;; du schéma
(3.37) ainsi que des termes situés sur le bord %, =52, 242 =t Comme
UOJ = g()7j, Umj = gm]‘, ui70 = gi70, ui,m = ng on déduit dOIlC que

Si 1l < j <m—1dans ce cas les seuls termes u;; situés sur le bord
sont ug ; et u,; qui correspondent aux valeurs i =l et t =n — 1 de
I’indice 7 respectivement. D’ou

g, gn7
b] = <}22] +f1,]af2]7" fn 2,9y 19 J +fn 1,]) . (342>

Si j =1, dans ce cas il y a, en plus des termes précédents, le terme
U0 = gi0 qui également situé sur le bord, donc

9o,1 g1,0 g1,0 On— 20 gnl

b = R e
1 e +f11+h2’f21+h2’ s fn—21 + 52 + fa-11+
Gn—1,0
=)
(3.43)
Dans la cas j = m — 1 il y a le terme w;,, = g;m qui est situé sur le
bord, d’ou
bm-1 = gom =+ frme 1+g}1l;n7f2m 1+g;2m7"'7fn—2,m—1+
gn 2,m gnm 1 gn 1m>
h2 9 h _I'fn 1,m— 1+ h .
(3.44)

On obtient finalement la forme matricielle suivante

PU" = By, (3.45)



3.3. DISCRETISATION DE L’EQUATION DE POISSON 2D 89

ou Py est donnée par (3.40) et By, par (3.41) — (3.44).
Montrons maintenant que la matrice P, est inversible. On a le résultat
suivant dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme 3.3 La matrice T est définie positive, plus précisément on a
Vz e R 2Tz > 2||x|3.

Proposition 3.3 La matrice P, est inversible. Le systéme (3.45) admet
donc une solution unique U" pour tout h > 0.

Preuve On montre que si P,U = 0 alors U = 0. Ecrivons 1'égalité par
bloc

T ] @ @ w @
I T - . Uz 0]
@ @ I T Upm—1 @
d’otu le systéme
TU1:U2
TU2:U1+U3
Tum_lzum_z.

En multipliant chaque équation du systéme précédent par u; et en
sommant on obtient

ulTul + UQTUQ +...+ um—lTum—l = Q(Ul : Ug) +...+ Q(Um_g . Um_l),

ou la notation - désigne le produit scalaire de deux vecteurs. D’autre
part le Lemme 3.3 donne

2(uy - ug) + o+ 2Umg - Up1) > 2lunl5 4 A 2|3 (3.46)

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a chaque terme du coté
gauche de (3.46) on arrive a

2 2
I+ (luallz = [luzll2)” + - -+ (leem-all2 = [lum—ll2)” + [lum— I3 < 0

d’ott I'on déduit que u1 = uy = ... = uy,_1 =0 et donc U = 0. [
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Montrons maintenant la consistance du schéma (3.37). Notons par 7;;(h)
I'erreur de consistance au noeud (x;,y;) définie par

du(xi, yy) — w(Tivr, y;) — w(@iza, y5) — w(zs, yje1) — w(@i, yj-1)

Tii(h) = 12
= fij.
(3.47)
Proposition 3.4 Supposons que la solution u du probléme (3.36)
vérifie u € C*([a, b] X [c,d]). Alors
max |7;;(h)| = o(h?) (3.48)

(17J)€Ah
c’est a dire que le schéma est consistant d’ordre 2.

Preuve On a les développement limités suivants

2 3
u(wiJrla y]) = U(flfi,yj) + hu:}c(xza y]) + %u:m:(xm y]) + %u:mac<xuyj>+

+o(h'),
2 3
U(.Ti_b yj) = U(l’i,yj) - hux(xivyj) + %umc<xi>yj) - %U’x:ca:(-rza y])+
+o(h'),
2 3
u(x;, yj+1) = u(%,yj) + huy(xuyj) + %Uyy(xz‘a yj) + %uyyy(xia yj)+
+o(h'),
2 3
w(wi,yi1) = ulws, y;) — huy(xi,95) + Sy (0, y5) — Ty (@, 9;)+
+o(h*),
en reportant ces égalité dans (3.47) et puisque —Au(xz;,y;) = fi; on
obtient
Tij(h) = O(h2).
O

Remarque La relation (3.48) signifie qu’il existe une constante C' > 0
indépendante de h telle que
max |7;;(h)] < Ch>. 3.49
max ry(A)] < (3.49)
Montrons maintenant la convergence du schéma. Définissons d’abord
I'erreur d’approximation e;; au noeud (x;,y;) par

€ij = U(ﬂfuyj) — Uiy,

en retranchant (3.37) de (3.47) on obtient la forme suivante de l'erreur de
consistante

46 P — 6. Ppp— e._ PRp— 6 .. — e s
Tz’j<h) _ i+1j Zh;] ij+1 1j—1 ' (350)
Posons M = sup |7;(h)]. On a alors le résultat de convergence suivant.

(ZJ)EAh
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Théoréme 3.6 Supposons que la solution exacte u € C*([a,b] x [c, d]).
Alors

1
Ll < =C 2 b*)h2, 3.51
(max ei| < 5Cmax(a”,b%) (3.51)

le schéma (3.37) est donc convergent d’ordre 2.

Avant de donner la preuve de ce théoréme on aura besoin du principe du
maximum discret suivant.

Lemme 3.4 (Principe du maximum discret)
< TTh _
Soit U™ = (Ugo, U10s - - + 5 Un0y UoTs ULls« - 5 Unly -« - s UOmy - -+ 5 Upgn) UL
vecteur de RHDx(m+1) gatisfaisant

Qi — Uiv1j — Wim1j — Uijp1 — Wij—1 <0, V(i,7) € Ay (3.52)

alors
max U;; < Iax U

Preuve Définissons ’ensemble
S =12 (i, Jo) € Ap 1 max u;; = Uy ;
{( 0 jO) h (i)EAR ©j Zojo}
et

ip = min {ig : Jjo satisfaisant (ig, jo) € S} .

A ce iy correspond un j; telle que (iq,7;) € S. On a partir de (3.52)
Aty g, < Uiy g1jy T Uiy 15y F Uiggin + Uiggy 1 (3.53)

Etudions les différents cas possibles :

1. 2 <43 <n—2:comme u;—1; < Usj et U415, < Uy, alors
20,5, < Uiyji—1 F Uigi41 (3.54)

— Si 2 < j; <m — 2 alors il s’ensuit de (2.54) et puisque
Ujyji—1 < Uiyjy et Uiy gy +1 < Wiy QUE Ujyj; < Ujyjy, CE qui est
une contradiction. Ce cas est donc impossible.

— Si j; = 1, alors on a dans le premier cas

2ui1j1 < ui10+ui1j1+1

< max Ui + WUy 5
= Ggedn, !

PEN
d’ou Uiy 5, S

max  Uij.
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— Si j3 =m — 1, dans cas (3.54) implique

2ui1j1 < ui1j1*1+ui1m
< Ui1j1+ max  Ugj

(Zvj)eaAh
d’ott 'on tire u;,;, < max wu;;.
(i,j)€0AR
2. 43 =1 : dans ce cas on a de (3.53)
Ay g < Ujyp1jy + Uogy + Uigjy1 + Uigjy—1 (3.55)

— Si j; = 1 alors (3.55) entraine

Auig, S Wi Uoj T Uiggi1 Ui
< 2wy, +2 max wyj
(lzj)eaAh
d’ott il s’ensuit que u;,;, < max  u;.
(7’7])68A}L
— De méme si j; = m — 1, alors (3.55) donne

duj gy < U 1g F Uog + Uipm + Wiggy—1

< 2uy 5, +2 max

ce qui implique que u;,;, < max u;;.
q pique q UL = NEA, Y
3. i3 =n—1:daprés (3.53)

Ay, < Ungy + Wiy —15; + Wiyjy41 + Wiyjy -1 (3.56)

— Si2< 7 <m—2:dans ce cas et puisque u;,_1;, < U;j,,
Uigi+1 < Uiy €t Wipj—1 < Ujyj,, (3.56) entraine

Ui, < Max U

(i,§)€0A
— Sij; =1:0n a a partir de (3.56)

Aiyjy < Ungy Uiy —1j + Wiggi41 T+ Ui
< U1yt i1 F 2 max
< - +1

11—4J1 11J1 (i.5)€0A, v
d’ot 'on tire u;,;, < max wu;;.
— Sij; =m —1: dans ce cas (3.56) donne

dugy gy < Ungy + Uiy —1j; F Wiym + Uiy 1
< Uy—1j; U1 T2 Max wy;
(ivj)eaAh

ce qui entraine que u;,;, < max ;.
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Dans tous les cas on a montré que u;,;, < 0 rglaaxA u;; ce qui implique
2,7)€ h

que max u;; < max ;. [

On est maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 3.6.

Preuve du Théoréme 3.6 La preuve est similaire a celle du
Théoréme 3.4.
Posons ej; = —e;; + TMa? et el = eij + TMa?, ou e;; désigne I'erreur
d’approximation au noeud (z;,y;). On a alors de (3.50)

dejj— ey — €y — € — ey = DPrig(h) + 3 M (207 — 2y — af,y)
= h*(=m7;(h) — M)
< 0,
pour tout (4, j) € Aj. De méme
463} - 6:;13' - eztlj - e;LjH - 6;‘571 h? (7ij(h) — M)

IA

0

pour tout (i,j) € Ay. D’aprés le Lemme 3.4

max ef; < max e}
max ei_j < max ei_j.
(4.5)EAR (4.7)E0A
Or e;; = gij — gij = 0 pour tout (4, j) € OAy, il s’ensuit alors de la

o o z v
définition de e;; et e;; que

max e < 1M max(z?)
(i,j)GaAh 7
< 1M max(a? b%) (3.57)
max e; < 5Mmax(a® %)
(i,)€0A,
Les inégalités (3.57) entrainent
1
max (+e;;) = max |e;;| < =M max(a?, b?). 3.58
(max (Feig) = max | < 5 (a%,6%) (3.58)

D’autre part d’aprés (3.49) il existe une constante C' > 0
indépendante de h telle que

M = max |sz<h)| < Ch2,
(irj)EAh

qui donne avec l'inégalité (3.58)

1
max |e;;| < —=C max(a?, b*)h%.
max fey] < 5Cmax(e®, )
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Simulation numérique de ’équation de Poisson 2d dans un
rectangle

Considérons le script Matlab suivant qui calcule une solution approchée de
I'équation de Poisson (3.36) dans le rectangle [a,b] X [c, d].

poisson? est une fonction Matlab qui calcule la solution
approchee z {i,j5} du probleme de Dirichlet —\|delta u=f
sur un rectangle |omega avec la donnee au bord u=g.
les arguments d entrees sont:
les extremites du rectangle a,b,c,d
le nombres de noeuds n sur | azre des x
le nombres de noeuds m sur | azxe des y
On suppose dans ce programme que le pas h sur chaque
are est le meme ¢ est a dire que (b—a)/n=(d—c)/m
Les autres arguments sont:
% la fonction f
% la fonction sur le bord g
% Le programme renvoi la solution approchee z
function z=poisson2(a,b,c,d,n,m,f g)
h=(b—a)/n;
x=linspace (a+h,b—h,n);
y=linspace (c+h,d—h m);
% calcul de la matrice ah (tapez help gallery dans Matlab)
ah=gallery ( ’poisson’ n);
% calcul du second membre bh (voir relations
% (3.41)—(83.44) du cours)
for i=1:n;
if i==1;
bh (1) —(h"2)«f (x(1),y (1)) +g(a,y(i)ra(x(i),c);
elseif i=—n;
bh(i)=(h"2)«f(x(1),y(1))+g(b,y(1))+g(x(i),c);
else
bh ()= (h~2)+ £ (x(i),y(1)) - g(x(i),c);

NN K

N K

end
end
for k=2mm;
if k<m;
for j=1:n;
if j==1,
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bh=[bh, (h~2)xf(x(j),y(k))+e(a,y(k))];
elseif and(j>1,j<n);
: bh=[bh, (h*2)+f(x(j),y(k))];
else j—mn;

bh=[bh, (h=2)*f(x(j),y(k))+g(a,y(k))];

end
end
else
k=—m;
for j=1:n;
if j==I,
bh=[bh, (h=2)«f(x(j),y(k))+g(a,y(k))+g(x(j) d)];
elseif and(1<j,j<m);
bh=[bh, (h~2)xf(x(j),y(k))+g(x(j),d)];
else j=—mn;
bh=[bh, (h~2)f(x(j),y(k))+g(b,y(k))+g(x(j),d)];
end
end
end
end
% resolution du systeme discret ahxuh=>bh
uh=ah\bh. ’;

% calcul de la cote z(i,j) correspondant au point (z_ i,y 7j)
for j=1m;

for i=1:n;

2(11§)=ub (] —1)enti);

end
end
% graphe de la solution
surf(x,y,z)

Exemple Considérons le probléme suivant [10]

—Au(x,y) = 8r?sin(27x) cos(2my), (z,y) € (0,1) x (0,1)
u(z, y) = 0, siz =0, ouzr =1,
Y= sin27x, siy=0,ouy=1

(3.59)
On peut montrer que la solution exacte est donnée par
u(z,y) = sin(27x) cos(2my).

Les figures 3.1 et 3.2, qui représentent les graphiques de la solution
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FIGURE 3.1 — Graphe de la so- FIGURE 3.2 — Graphe de la solution
lution du probleme (3.59) dans du probleme (3.59) dans le cas n =
le casm =m =10 m = 50

approchée dans les cas n = m = 10 et n = m = 50 respectivement,
montrent que la solution s’affine lorsque n et m augmentent. En effet dans
le cas n = m = 10 l'erreur Max ej; = 0.2932 alors que dans les cas
1)EAY
n = m = 50 on obtient I'erreur max e;; = 0.0465.
iJEA

Exercices

1. Démontrer le Théoréme 3.5.

2. (Equation du transport non conservative)
Soient v € C([0,1],Ry) et ag,a; € R. On considére I'équation du
transport suivante qui modélise ’écoulement de fluides compressibles
polyphasiques :

_u”(x) + v(x)u'(x) =0, z€(0,1),
u(0) = ag, u(l) = ay. (2)

On admettra qu’il existe une solution unique
ue C([0,1],R) N C?((0,1),R) au probléme (2). On cherche a

approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se
donne un maillage h = n+r1 uniforme, des inconnues discrétes

Uy, ..., U, censées approcher les valeurs u(z1), ..., u(x,). On considére
le schéma aux différences finies suivant :

Lo ) =0, i=1
—UV;\U; —U;j—1) = U, T =1,...,7,
h ! (3)

F(2Uz‘ — Uiy — Uig1) +

Uy = a’07un+1 = ay,
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ou v; = v(z;) pour i = 1,...,n.
— Montrer que le systéme (3) s’écrit sous la forme MU = b avec
U= (uy,...,u,), b € R" et M est une matrice telle que :

(a) MU > 0 entraine U > 0 (les inégalités s’entendent composantes
par composantes),

(b) M est inversible,

(¢) (Principe du mazimum discret) Si U est solution de MU =b
alors min(ag, a;) < u; < max(ag,ar), ot U = (uy, -+ ,up).

TP : Ecrire une fonction Matlab d’arguments n, ag, a1, v qui retourne

la solution approchée U du probléme (2). Calculer une solution

approchée pour v(z) =1+ z, ag = 1, a; = 2, n = 100. Comparer

graphiquement la solution exacte et la solution approchée trouvée.

3.4 Discrétisation de 1’équation de la chaleur

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’approximation par la méthode des
différences finies de ’équation de la chaleur en dimension 1. Le probléme
modeéle étant 1’équation de la chaleur avec conditions aux bord de type
Dirichlet, Neumann ou Robin.

3.4.1 Le probléme modéle

Beaucoup de problémes d’ingénierie sont modélisés par une équation
parabolique du type

%(t,x) = (% (b(t,x)%(t,x)) + c(t, x)u(t,z) + d(t,x), te€(0,7T),

z € (a,b).
(3.60)

ot u(t, z) désigne la solution. La condition initiale est donnée par
u(0,z) = ug(x), = € (a,b), (3.61)

ol ug est une fonction donnée. La solution u(¢, z) est définie sur
(0,T) x (a,b). On associe a I’équation (3.60) la condition au bord suivante

Ou

ap(t)u(t,a) + aq(t)=(t,a) = as(t), te (0,7)

St (3.62)

Bo(t)u(t,b) + ﬁl(t)a(t,b) = By(t), te(0,T)



