Chapitre 2

Approximation des Equations
Différentielles Ordinaires

2.1 Probléme de Cauchy

Soit U un ouvert de R?, f: U — R une fonction donnée et (tg,4) € U. On
appelle probléme de Cauchy le probléme suivant

Trouver y : I — R telle que
y'(t)=f(t.yt), tel (2.1)
y(to) = Yo-

Le probléme (2.1) consiste a trouver une fonction dérivable y : I — R qui
vérifie (2.1). yo est dite valeur initiale de la solution y.
Définition 2.1 On dit quune fonction f : U C R? — R de deux
variables (t,x) € U est localement lipschitzienne en z si pour tout
xp € R il existe n > 0 et K > 0 telle que

V(t,x1), (t,22) € Ut |z1 — xo| <1 et |xe — x0| < 1 alors
|f<t7$1) - f(t,I2)| S K |ZL‘1 - l’2| :

Remarque On peut montrer que si f est de classe C'! par rapport a x
alors f est localement lipschitzienne en x.

Le théoréme suivant appelé Théoréme de Cauchy-Lipschitz assure
I'existence et 'unicité de la solution du probléme de Cauchy (2.1) (pour la
preuve voir [3]).
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Théoréme 2.1 (Cauchy-Lipschitz)
Soit f: U — R une fonction telle que :
(i) f est continue sur U
(i) f est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.
Alors pour tout (tg,yo) € U, il existe un intervalle maximal I C R
contenant ty et une fonction y : I — R telle que y soit une solution
du probléme de Cauchy (2.1).

Exemple Soit le probléeme de Cauchy suivant

{ y'(t) = iﬂt) —t, teR (2.2)

La fonction f(t,y) = y? —t est continue en (¢,y) € R?, de plus il est
clair que f est continument dérivable en y. Donc d’aprés le
Théoréme 2.1 le probléme (2.2) admet une solution unique y définie
sur un certain intervalle I C R.

2.2 Méthodes d’Euler

2.2.1 Les schémas

On cherche & approcher la solution y(t) du probléme de Cauchy (2.1) sur
un intervalle borné [ty, T], ou T > tq est un temps final donné. Considérons
pour cela une discrétisation uniforme ou grille g < --- < t, =T de pas

h =t;11 —t; de intervalle [ty, T]. les points {t; : i = 0,--- ,n} sont appelés
noeuds de la grille. Ecrivons que

L’idée est d’approcher la dérivée y/(¢;) en utilisant une formule de
dérivation approchée. Par exemple la formule (A.11) (voir Annexe A) de
dérivation approchée a droite de t; donne

oy L Yltie) —y(t)
() o Vi) 20,

Posons y; = y(t;) et f; = f(ti,y;), d’ou

Yi+1 — Yi
% ~ f(ti, vi). (2.3)
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d’ot1 le schéma suivant

{Ui+1:hf(ti>ui)+uu 1=0,---,n—1 (2.4)
Uo = Yo

Remarque u; est ici une valeur approchée de y; = y(¢;). Le rapport a
gauche de la relation (2.3) faisant intervenir y; est une
approximation de f; alors que les u; réalisent 1'égalité exacte.

Le schéma (2.4) est appelé schéma d’Euler explicite car il permet de
calculer directement u; .1 & partir de ;.

De la méme maniére si on approche la dérivée y'(¢;) en utilisant la formule
(A.12) de dérivation a gauche de t;

y(t:) —y(ti1)

/ti:
Y (t:) .

on obtient le schéma suivant

{ w = hf(ti,w;) +ui—q, i=1,---,n

2.5
Uo = Yo (2:5)

appelé schéma d’Euler implicite car pour calculer u; & partir de u;_; on
résout une équation dont l'inconnue est u;. Dans le schéma explicite (2.4),
u;+1 dépend uniquement de w; alors que dans la schéma (2.5) u; dépend de
lui méme a travers f; = f(t;, w;).

Le résultat suivant montre que si la grille des noeuds est suffisamment fine,
le schéma d’Euler implicite (2.5) admet toujours une solution unique.

Proposition 2.1 Supposons que f est localement lipschitzienne par
rapport & sa seconde variable. Alors si A suffisamment petit le
schéma d’Euler implicite (2.5) admet a chaque itération ¢ une
solution unique w;.

Preuve On montre le résultat par récurrence sur <. Supposons qu’a
I'itération ¢ — 1 le schéma (2.5) admet une solution unique u;_; et
considérons I’application

o(y) = ui +hf(t,y).

Comme f est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde
variable, alors il existe un n > 0 et K > 0 tel que pour tout y; et y
vérifiant |y; — u;_1| < n et |y — u;_1] < 1 on ait

lo(y1) — o(y2)| = hlf(ti, 1) — f(ti, y2)| < hK|yr — yo.
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Si on choisit donc A de sorte que h K < 1 I'application ¢ devient
contractante. D’apres le Théoréme de I'application contractante, ¢
admet un unique point fixe qui n’est autre que la solution du schéma
(2.5) a l'itération . O

Remarque Les méthodes d’Euler explicite et implicite sont dites
méthodes a un pas car pour calculer la solution approchée u; (ou
u;11) on a seulement besoin des informations disponibles au noeud
précédent t;_;.

Exemple Calculons une solution approchée du probléme (2.2) sur
I'intervalle [0, 1] en prenant n = 4.
Les noeuds sont donnés par

t(] tl (2 t3 t4
0335 ]1

d’ou le schéma explicite suivant

Uiy = u;+ 1 (uf —t;), i=0,1,2,3,
UO:]_.

A partir de ce schéma on obtient les valeurs suivantes

U U U2 us Uy
1 |1.25| 157|255 5.42

On en déduit les approximations suivantes y (1) ~ 1.25,
y(3) = 1.57,y(3) ~ 255, y(1) ~5.42.

2.2.2 Convergence

Définition 2.2 Notons par y; la valeur exacte de la solution du
probléme (2.1) en ¢; et par u; la valeur approchée associée. On dit
qu’'une méthode numérique converge a l’ordre p > 0 s’il existe une
constante C' > 0 indépendante de h telle que

lyi —u;| < ChP, Yi=0,---,n.

Etudions la convergence de la méthode d’Euler explicite. Pour cela on
considére 'erreur d’approximation
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qui représente la différence entre la valeur exacte y; en t; et la valeur
approchée u;. Posons

u; =i+ hf(tic1, Y1),

d’ou

e = (yi —ul) + (uf —u;). (2.7)
La méthode est donc convergente si les deux termes (y; — u}) et (uf — u;)
tendent vers 0 lorsque h — 0. ] est la valeur approchée de la solution
qu’on obtiendrai en partant de la solution exacte y; 1 a 'instant ¢;,_1. Le
terme y; — u; représente donc l'erreur engendrée a l'itération 7 en
remplagant y; (qui n’est pas connue exactement) par sa valeur approchée u;
dans le schéma (2.4).
Supposons que la solution y vérifie y € C?([ty, T]), alors

yi = y(t:) = y(tir) + hy'(tic1) + %Q?J"(fi)v i € (tio1, t)
d’ott puisque u; = yi—1 + hf(ti—1, yi-1)
h2

« e
y’L ul_2y(£l)7

la quantité
TE() [ s S S P (2.8)

est appelée erreur de consistance de la méthode d’Euler explicite. D'une
maniére générale on définit ’erreur de consistance de la maniére suivante.

Définition 2.3 On appelle erreur de consistance d’une méthode
numérique ’erreur qu’on obtient en insérant la solution exacte dans
le schéma numeérique de la dite méthode.

D’aprés la relation (2.8) I'erreur de consistance s’écrit

h
n(h) = 2ye). (2.9
Si on pose M = sup |y”(t)], on peut alors déduire de (2.9)
te(to,T)
M
r(h) < Sh (2.10)

ou 7(h) = max |7;(h)| est appelée 'erreur de consistance globale. D’aprés

(2.10) 7(h) = o(h) la méthode d’Euler explicite est donc consistante d’ordre
1. On peut généraliser en énoncant la définition suivante.
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Définition 2.4 On dit qu'une méthode numérique est consistante
d’ordre p > 0 si
T(h) = o(h?).
On a de (2.8) max lyi — uf| < hr(h) — 0 lorsque h — 0.

Il nous reste & montrer que (u} — u;) —> 0 lorsque h — 0. Ecrivons pour
cela que

up —u; = e+ h(f(ti, yio1) — f(ticn, wina)),
comme f est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable
ui — ui| < (1+ Kh)lei],
ce qui entraine a partir de (2.7) et (2.8)
lei] <Tth+ (1+ Kh)|e;_1],
d’oll par récurrence sur %

le;] <7h+ (14 Kh)(th+ (1+ Lh)|e;—1]|)
=7h+ (14 Kh)Th+ (14 Kh)?*|e;_2|

<th(l+7h+ (1+Kh)+(1+Lh)?+---+(1+ Kh)" + (1+ Kh)'|eg|)
— 7h (G 4 (14 Kh)ileo))
(2.11)
d’aprés le schéma (2.4), eg = yo — up = 0 on obtient donc de l'inégalité
(2.11) et puisque i < n

% < T(h)

(1+Kh)"—1
7 .

En utilisant I'inégalité (1 + ) < e”, Vo > 0 et puisque nh =T — t (2.12)
devient

les| < 7(h) (2.12)

eK(Tfto) _ 1
i| < 7(h 2.13
e < 7 (213)
D’apres (2.10) 7(h) < 2 h, on obtient finalement & partir de (2.13)
I’estimation d’erreur
M K(T—to) _ 1
max |e;| < il —— (2.14)

0<i<n 2 K

(2.14) entraine naturellement que Inax le;| — 0 lorsque h — 0. La
N

méthode d’Euler explicite est donc convergente d’ordre 1. On remarque que
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I'ordre de cette méthode coincide avec son ordre de consistance. On
retrouve cette propriété dans de nombreuses méthodes de résolution
numériques des équations différentielles.

On démontre de la méme maniére la convergence de la méthode d’Euler
implicite. On peut donc énoncer le résultat de convergence suivant.

Théoréme 2.2 Supposons que la solution y du probléme (2.1) est
C*([to, T)). Alors les méthodes d’Euler explicite et implicite sont
convergente d’ordre 1.

Exemple Soit a € R et considérons le probléme de Cauchy suivant

{ y'(t) = ay(t), t€[0,T]
y(0) =1

Notons par 0 =ty < --- < t, = T une subdivision de l'intervalle [0, 7] de
pas h = % Ecrivons le schéma implicite associé au probléme précédent

u; = hau; +u;—q, 1=1,---,n
U0:1

si ah # 1, on a alors a partir du schéma précédent

B S S R
‘" 1—ah (1—ah)2 (1 -—ah)
comme 1y = 1, on obtient la valeur approchée wu; de y(t;)
u; = (1 —ah)™
d’ot en déduit la valeur approchée de y en t,, =T
y(T) ~u, = (1 —ah)™™ = (1 - %)”

Il est clair de la relation précédente que u,, — e’ lorsque n — 0.
Remarquons que la solution exacte du probléme précédent est y(t) = e,

t € [0,T]. On voit sur cet exemple simple que la solution approchée obtenue
par le schéma d’Euler implicite converge vers la solution exacte en t = T'.

Analyse numérique de la convergence de la méthode d’Euler

Considérons le probléme de Cauchy suivant

{ y'(t) =cos2y(t), 0<t<1
y(0) = 0.
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4t

-1
dont la solution exacte est y(t) = 3 arcsin (e T 1). Les algorithmes (2.4)
e

et (2.5) s’écrivent dans ce cas

UO:’UD:O
Ujr1 = U; + hcos2u;, 1=0,....,n
v =v;_1+ hcos2v;, 1=1,....n

avec h = % ou u; dénote la solution approchée par le schéma explicite et v;
celle par le schéma implicite au noeud ¢;.

Le script Matlab suivant renvoi la solution approchée par les méthodes
d’Euler explicite et implicite.

% fun=@(t,x)fun(t,z) fonction definissant

% 1 equation differentielle y’'(t)=f(t,y(t)), avec
% y(0)=y0.

% tspan=[t0 T] wvecteur contenant temps initial t0
% et final T

% e="expl’ si on wutilise le schema explicite et
% e="impl’ si on wutilise le schema implicite
function [tt,u|=euler (fun,tspan,n,y0,e)
h=(tspan(2)—tspan(1l))/n;

tt=linspace (tspan (1) ,tspan(2),n+1);

u=zeros(n,1);

u(1)=y0;
if e—=’impl’;
for i=2:n+1;

% la solution du schema implicite est obtenue par

% la commande fzero
u(i)=fzero(Q(x)h*fun(tt(i),x)—x+u(i—1),u(i—-1));

end

Jplot (tt ,u, ’'k’);

elseif e—"expl’;

for i=2:n+1;
u(i)=u(i—1)+h*xfun(tt(i—1),u(i—1));

end

end

Jplot (tt ,u, 'r’);
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FIGURE 2.1 — En rouge la solution approchée par la méthode d’Euler explicite et en noir
celle par le schéma implicite dans le cas n = 10. Le graphique en bleu désigne la solution
exacte.

La figure 2.1 montre les graphiques de la solution approchée par le schéma
explicite (graphe en rouge) et par le schéma implicite (en noir) dans le cas
n = 10.

Etudions maintenant l’erreur en t = 1 des deux méthodes. Pour cela notons
par er; = |y(1) — uy,| (resp : ers = |y(1) — v,|) Perreur commise en ¢ = 1 par
le schéma explicite (resp : erreur commise par le schéma implicite). Dans
la figure 2.2 on a tracé le graphique des deux erreurs en fonction de n
variant de 10 j'usqu’a 20. On voit bien que l'erreur dépend linéairement de
h comme prévu par le Théoréme 2.2.

Remarque Les schémas d’Euler sont un cas particulier de schémas dits
a un pas. D’une maniére générale les schémas a un pas s’écrivent
sous la forme suivante

Ui+1 = Uy + aohfi + b—lhfi+17 1 Z 0 (215)

ot ag,b_; € Ret f; = f(t;,u;). Lorsque b_; = 0 le schéma est
explicite sinon il est implicite. Le schéma (2.15) est un schéma dit
linéaire car il dépend linéairement de u; et f;. Dans le paragraphe
suivant on verra d’autres types de méthodes numérique non linéaire.



30 APPROXIMATION DES EDO

0.017

0.016 -
0.015 |-
0.014 -
0.013 |-
0.012 |-
0.011
0.01 -

0.000 |-

0.008 L L L L L L L L
0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08 0.085 0.09 0.095

FIGURE 2.2 — Erreur en t = 1 des schémas explicite (en rouge) et implicite (en jaune)
en fonction de h pour n variant de 10 a 20.

2.3 Meéthodes de Runge-Kutta

2.3.1 Meéthode de Runge-Kutta & 2 étapes

Revenons au probléme de Cauchy (2.1) et intégrons les deux cotés sur
U'intervalle (¢;,t;41)

tit1

Yir1 — Yi = f(ty(t))dt. (2.16)

t;

Au lieu d’approcher / a I'aide des formules de dérivation approchée on
pourrai approcher l'intégrale dans (2.16) a l’aide d’une formule de
quadrature numérique. Par exemple la formule du trapéze donne

h
Yirr —Yi =5 (f(tisys) + f(tigr, Yiv1)

d’otul le schéma implicite suivant

Up = Yo,

Kl = f(thul);

Ko=f(ti+hui+h (3K + 3K,)) (2.17)
iy =i+ h (3K + 3K3), i=1--,n—1

appelée méthode de Runge-Kutta implicite a deux étapes. Dans ce schéma
a chaque itération ¢ on calcule K5 en résolvant une équation non linéaire.
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La méthode est dite & deux étapes car a chaque itération ¢ le schéma (2.17)
utilise deux évaluations de la fonction f.

On représente généralement la méthode de Runge-Kutta (2.17) par son
tableau dit de Butcher

ou les coefficients de ce tableau sont déduit a partir de la forme suivante du
schéma (2.17)

Ky = f(t: +[0]n, u; + n(0]K; +[0]K>)),
o D 1+ 1)
i1 = u; + h (K1 + Kg)

Lorsque les coefficients du tableau de Butcher sont nuls on omet en général
de les écrire, de sorte que le tableau précédent se réécrit avec cette
convention

On peut encore établir une méthode de Runge-Kutta explicite a partir du
schéma (2.17) en estimant la valeur de y;41 a 'aide du schéma d’Euler
explicite
Yir1 = Yi + hf(ti, yi),

d’ott

Uo = Yo,

Kl = f(th uz)

Ky = f(ti + h, ui + hEK) (2.18)

Ujt1 :Ul—f—h(%Kl—FéKz), ZZO, ,n—l

Le schéma (2.18) est appelé méthode de Runge-Kutta explicite a deux
étapes. Son tableau de Butcher est
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Le résultat suivant montre que les méthodes de Runge-Kutta a 2 étapes
explicite et implicite sont consistante d’ordre > 2.

Théoréme 2.3 Supposons que f est de classe C?(I x R). Alors les
méthodes de Runge-Kutta (2.17) et (2.18) sont consistante d’ordre
> 2.

Preuve Montrons que la méthode implicite (2.17) est consistante
d’ordre 2. Ecrivons 'erreur de consistance

i1 — Vi 1 1
i(h) = % - <§Kl + 51(2) . (2.19)

Le développement limité de y en ¢; a l'ordre 3 donne
Yier = Yi + hf (i, y:) + %h2y”(ti) + o(h?)

en dérivant la relation y/(t) = f(¢,y(t)) par rapport a t et en utilisant la
formule B.3 de ’Annexe B on a
af af
") = -ty "(ti) == (L, vi
y'(t:) g}( y)+y()aya(fy)
= (tzyyz) +f(tzayz) 8y (tmyz)

ot
of of

= E(ti, i) + Kla—y(tu Yi)

d’ou

of
ot

of

1
Yir1 = Yi + hiG + = h2 (ti,yi) + éhZKla—y(tu%) + o(R?). (2.20)

D’autre part un développement limité a ’ordre 2 donne

Ky = f(ti+hyi+h(3K +3K2))

3
+3 2f(t )h2+2h2(K+1K)82f(- )
8t2 i Ui 1 2 8t8 zayz

O f
’ a_yz(tzay1>>

o[ (hh (3K + 352) )| 1 ()

+1? (5K1 + 3 K)

avec €1(h) — 0 lorsque h — 0. Puisque o ||(h, h (1K1 + 1K>)) H; = o(h?) et

les dérivées partielles seconde de f bornées on arrive a la relation

of

Ky = K1+h8

(o (5504 352 ) Gt +o2) 1 ea(h). (221
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En reportant (2.20) et (2.21) dans (2.19) on obtient

w0 = 0K )5 (54 52 ) Ghtm -1 ath). 222

Un dernier développement limité & l'ordre 1 implique
of

= f(ti,u) + ha_{(ti, yi) +h (3K + 3 K,) 8_y(tia yi) + o(h)ez(h)

avec €z(h) — 0 lorsque h — 0. En reportant cette derniére égalité dans
(2.22) on a

_w0f O

ri(h) = =7 ot (tivyi)a_y(tiayi) - hzz (g@i,yi)) (LK1 + 1K) + o(h?).

dy
- ) i —i of .
Etant donné que les dérivées partielles E(zﬁi, y;) et a—(ti, ;) sont bornées
Y

alors
7:(h) = o(h?).

La méthode de Runge-Kutta (2.17) est donc consistante d’ordre > 2. [J

2.3.2 Meéthode de Runge-Kutta a 4 étapes

Introduisons le point milieu ¢;41/0 = t; + % et approchons l'intégrale (2.16)
par la formule de Simpson

tit1

§ [t y(t))dt ~ % (f(ti,wi) + 4 (ti1y2, Yir1y2) + f(Eig1, Yisr))

ce qui donne
Yirr 2 Y + 2 (f(tyi) + A Cirry2 Yivry2) + i1, Yir)) (2.23)

Si on veut obtenir un schéma explicite on doit exprimer 7412 et y;41 en
fonction de y;. Pour cela écrivons que

4f(tiv1yo, Yirry2) = 2f (tiviye, Yirry2) + 2f (tiv1/2, Yig1/2) (2.24)

et approchons le premier terme en utilisant le schéma d’Euler explicite

h
Yit1/2 =2 Yi + §f(ti7 Yi)- (2.25)
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Pour le second terme on utilise la méthode d’Euler implicite, posons
Ky = f(ti,y:) soit

h
Yiy1/2 ~ Yi + §f<ti+1/27 Yit1/2)
d’ou d’apres (2.25)

Yir12 =~ Uit %f (ti + %7% + %f(tnyi))
= yi+af(ti+3,v+2K) (2.26)
= ¥+ 3K,

ol on a encore posé Ko = f (t; + 4, y; + 2K). En reportant (2.25) et (2.26)

dans (2.24) on obtient "approximation

h h h h
4f(tivr/2: Yiv1y2) = 2f <ti + 5,y + _Kl) +f (ti + 50 Y + —K2> .

2 2 2

Il nous reste & approcher le dernier terme f(¢;11, ;1) dans (2.23). Pour
cela on approche y; 1 par le schéma du point milieu ce qui donne

h
Yir1 =Y + hf (tz‘ + §7yi+1/2> : (2.27)

Or d’apres (2.26) yiy1/2 ~ ¥ + %Kg. Posons une derniére fois
Kz=f (Yfz' + %7%’ + %KZ), (2.27) entraine donc

J(tig1, Yigr) = [ (ti + h,ys + hK3),

d’ou le schéma

(

Uo = Yo,
Klzf(twuZ)
KZIf( )7

2.28
Kg,:f(t+§,uz e %) (2:28)
K4:f(t—|—hul+hK3)
up =uw+h(B+2r B 1<i<n

\

appelé méthode de Runge-Kutta explicite & 4 étapes. Son tableau de
Butcher s’écrit

N =

[ L o L
N | =

o
Wl
QO et
[
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Remarque On verra dans le paragraphe suivant que la méthode de
Runge-Kutta a 4 étapes est convergente avec un ordre de
convergence égal a 4.

Exemple Calculons une solution approchée en ¢ = 1 du probléme
suivant par la méthode de Runge-Kutta a 4 étapes explicite en
prenant h = %

y(0)
Les noeuds sont {ty = 0,; = 3, ¢ = 1} 'algorithme de la méthode
de Runge-Kutta a 4 étapes s’écrit

{ y(t)=y*—t, tel0,1]
=1

;

U[):]_,
uipn=ui+3 (B + 2+ 458, =01
K1 :uf—ti,

Ky = (Uz + %Kl)Q —t — %7
K3 = (u; + }le)Q —ti— 1
Ky = (u + %K:s)Q —t— 3,

\

d’ou le tableau des valeurs suivant

ti U; Kl KQ Kg K4

0 1 1 1.3125 | 1.5139 | 2.5869
0.5 | 1.77 | 2.6328 | 5.1461 | 8.5922 | 35.7971
1 | 7.2622 — — — —

on a alors 'approximation y(1) ~ 7.2622.

2.3.3 Forme générale d’une méthode de Runge-Kutta

D’une maniére générale une méthode de Runge-Kutta a s étapes s’écrit
sous la forme

Kl:f<ti+clh,ui+h2aljl(j), 1§l§37
=t (2.29)

S
ui+1=ui—|—h2ijj, 1 >0
j=1
La méthode se caractérise par son tableau de Butcher

cl| A
b
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ott A = (aij)sxs, ¢ = (c1, -+ ,¢5)" et b= (by, - ,bs). On supposera toujours
que la condition suivante est vérifiée

];1 Aij = Ciy 7= 1, .o, S, (230)

La méthode est dite d’ordre s car a chaque étape de temps elle nécessite s
évaluations de la fonction f. Si a;; = 0 pour 7 < j la méthode est explicite,
si a;; = 0 pour 7 < j elle est dite semi-implicite sinon elle est implicite.

Proposition 2.2 Supposons que f: I x R — R est localement
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Alors si h est
suffisamment petit la méthode de Runge-Kutta (2.29) admet a
chaque itération ¢ une solution unique wu;.

Preuve On montre la proposition par récurrence sur 7. Supposons qu’a
I'itération ¢ la méthode de Runge-Kutta admet une solution u; et
notons par ¢ : R" — R” 'application définie par

@(Kl, .. .,Kl) = (gOl(Kl, .. -7K1)7 .. .,@S(Kl, Ce 7Kl)>7

gol(Kl,...,Kl):f(ti—i—clh,ui—i—hzaljl(j), lzl,...,S.
j=1

L’idée est de montrer que ¢ est une application contractante. Pour

cela posons K = (Ky,...,K,), K = (Ki,...,K,), a = max |a;]| et

1<4,j<s
écrivons que

|QDl(K) — (pl(K)| = ‘f (ti —I—clh,ui + h Z alej> —
7j=1

f (tz + clh,ui +h Z CL[jf(j) ‘
j=1

J=1
d’ou en utilisant par exemple la norme ||.||; de R"
o) = (K[l < sLha|| K — K|,

donc si sLha < 1, ¢ est une contraction elle admet donc un point

fixe (K1,..., K) al'itération ¢ et par suite d’aprés la deuxiéme

équation de (2.29) on obtient la solution w;4; a l'itération ¢ + 1. O
Le critére suivant permet de savoir si une méthode de Runge-Kutta est
consistante a partir de son tableau de Butcher.
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Théoréme 2.4 Supposons que f est de classe C1(I x R). Alors la
méthode de Runge-Kutta a s étapes (2.29) est consistante si et

seulement si )
> bhi=1.
i=1

Preuve L’erreur de consistance s’écrit dans le cas de la méthode de
Runge-Kutta (2.29)

n(h) = P Y ayk;, 1<1<s (2.31)
‘7:

avec
Kl:f (ti+clh,yi+h2alej> , 1 §l§87
Jj=1

ou y; dénote la valeur exacte de la solution en ;. On a le
développement limité suivant de y; a 'ordre 2
yisr = Yi+hy'(t) + o(h?) (2.32)
Yirr = Yi+hf(ti,y:) + o(h?). .
D’autre part un développment limité & l'odre 1 de f (voir formule
B.1 de I'annexe B) donne

K = f(ti+clhayi+h2alej>

j=1
0 0 s

= f(ti,y;) +ah f(tz,?/z) +h f(tn Yi) > a; K (2.33)

ot ay j=1

+0 ( (clh, h i alej) ) e(h),

avec €(h) — 0 lorsque h — 0. En reportant (2.32) et (2.33) dans
(2.31) on obtient

B(h) = £t = 3 b () + s 5 )+

hza]kKkaf t,,yz)—l—o ) (H(th hZaijk)

s 0
= f(tmyz ( ) tuyz ch _ha_f(tivyi)x
j=1 Yy

Za]kKk+0 h,h

k=1

= f(ti,y) (1—Zb>+o

)
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On voit donc que la méthode est consistante si et seulement si
S

bj - 1 |:|
=1

j
Le Théoréme 2.4 nous permet de savoir si une méthode de

Runge-Kutta est consistante mais ne donne aucune information sur
son ordre de consistance. Le résultat suivant permet de comparer
I'ordre de consistance d’'une méthode de Runge-Kutta avec son
nombre d’étapes s. Pour la preuve voir [1].

Théoréme 2.5 L’ordre de consistance p d'une méthode de
Runge-Kutta a s étapes vérifie toujours p < s.

Remarque D’apreés les Théoremes 2.5 et 2.3 'ordre de consistance
des méthodes de Runge-Kutta a 2 étapes (2.17) et (2.18) est 2.
Quant & la méthode de Runge-Kutta a 4 étapes on peut montrer
qu’elle est d’ordre 4. D’autre part on démontre (voir [1]) qu’au
dela de 4 étapes il n’existe pas de méthodes de Runge-Kutta dont
I'ordre est égale au nombres d’étapes s.

2.3.4 Zero-stabilité

Dans ce paragraphe on s’intéresse a la notion de stabilité des méthodes de
Runge-Kutta. L’introduction de la notion stabilité est motivée par 1’étude
de la sensibilité des schémas numérique par rapport aux erreurs d’arrondis.

Définition 2.5 On dira que la méthode de Runge-Kutta (2.29) est

zéro-stable s’il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout h vérifiant
0<h<hgetVe>0,si|d <e 0<i<n alors

|zi —u;| < Ce, 1=0,...,n, (2.34)

ol u; et z; sont les solutions des problémes (2.35) et (2.36)
respectivement

(
Uo = Yo,

ui+1:ui+h2ij}‘, z:O,,n—l
j=1

K;L:f<ti+clhauz‘+hzaljf{;‘), l=1,...,s
\ Jj=1
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(20 = yo + do,

Z1+1:Zz+h<zb]KJZ+5z+l)> z:O,,n—l
j=1

Klzzf(ti+0lhazz’+hzaljf(f>, l=1,...,s
j=1

\

Autrement dit une petite perturbation sur la donnée initiale et la fonction
f engendre une petite perturbation sur la solution.

Le théoréme suivant nous donne une condition nécéssaire de zéro-stabilité
de la méthode de Runge-Kutta (2.29).

Théoréme 2.6 Supposons que f : I x R — R est localement
lipschitzienne par rapport & sa seconde variable. Alors la méthode de
Runge-Kutta (2.29) est zéro-stable.

Preuve Posons w; = z; — u;, on a alors

Wi = w; + 0> bi(K; — KY) + héji. (2.37)

j=1

D’un autre coté comme f est localement lipschitzienne par rapport a
sa seconde variable, on a pour hg et dy assez petit

J:

—f (ti + cth,u; + h Z:l (lleju>
‘7:

< Llwi| + Lh 3 |ay || K — K|
=1
< Ljwi| + Lha ) |K7 — K|

J=1

oll on a posé a = max |a;;|. En sommant cette derniére inégalité sur
1<i<n

{ on obtient

S |Kf — K{| < sLlwy| + sLha 3 |K7 — K|
=1 j=1

d’ou
i Ls
K — K4 < ———w,|. 2.
D OIK s T lwil (2.38)

=1
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Posons b = max |b;|, on a partir de (2.37)
1<j<s

[wiga| < i +bh Y K = K|+ Bl6ial,
j=1
I'inégalité (2.38) appliquée a cette derniére inégalité donne

hbLs
i < wil + ———|wi| + Ao,
winl S il + o] + g

hbLs

hbLs \* hbLs
i1 (1 N 1— sLha) + Al <1 * 1— sLha)

+h|5z’+1|

hbLs \'™ hbLs \"
T nlo 1+ 22
|w0|(1+ -5 a) * |1|( +l—sLhot) o

IN

IN

+h]6] (1 + —) + h)6ia
— S a

hbLs \"

+h|51\<1+ +ot

hbLs \"

+h|6;| (1 + m) + D641

hbLs "
- (1+Tj——;>{Md+maﬁau+hmu+hmHL

(2.39)
D’aprés la définition |d;| < e, Vi =0,...,n d’ou d’aprés (2.39)

hbLs "
1 —sLha

IN
=
=
VR
—_
—_
h
=

hbLs

; < _ ' 2.40
lwip1| < (1—|— 1—sLha) {e + ihe} + he (2.40)

or puisque (1 + %)n < eT%s ot jh < nh =T on obtient

finalement de (2.40) la majoration
lwis1| < (e™*(1+T) + ho)e, Vi=0,...,n—1 (2.41)

la méthode de Runge-Kutta (2.29) est donc zéro-stable. O

Intéressons maintenant a la convergence de la méthode de Runge-Kutta
(2.29). On a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.7 Supposons que f: I x R — R est localement
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable et notons par 7(h)
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I'erreur de consistance globale de la méthode de Runge-Kutta (2.29).
Alors on 'estimation d’erreur suivante
ly; — us] < Te'TLsr(h), i=1,...,n. (2.42)

L’estimation d’erreur (2.42) implique que si la méthode de
Runge-Kutta est consistance d’ordre p alors elle est convergente
d’ordre p.

Preuve Posons w; = y; — u; ou y; est la solution exacte du probléeme de
Cauchy (2.1) en ;. On a de (2.31) et de la seconde équation de (2.29)

7=1

OZ’LLH_l—Ul—thJK]u
j=1

d’ou ,
j=1
cette derniere relation entraine en posant b = max |b;]
<j<s
[wig1] < |wil +hb Y0 | K — K| + hlmi(h)| (2.43)
j=1
en appliquant la relation (2.39) a (2.43) avec dyp = wy = yo — up = 0
on obtient
hbLs \"
il = (14 7222 ) (Al (0)] 4 Bl + Bl
< ef®Ls(nhr(h)
= TeTtLsr(h).
O]

Remarque Le Théoréme 2.7 est un cas particulier d’un théoréme plus
général qui énonce qu'une méthode numérique a un pas consistante
est convergente si et seulement si elle est zéro-stable. Les Théoréemes
2.4 et 2.7 nous donnent deux conditions nécessaires et suffisantes
pour la convergence de la méthode de Runge-Kutta (2.29).

2.3.5 Construction d’une méthode de Runge-Kutta

Dans ce paragraphe on va indiquer une méthode permettant de déterminer
toutes les méthodes de Runge-Kutta explicites ayant un nombre d’étapes
s > 1 donné. Pour simplifier on s’intéressera aux cas s = 1, 2.
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Méthode a 1 étape

Le tableau de Butcher d’'une méthode de Runge-Kutta a 1 étape explicite
s’écrit d’aprés la condition du Théoréme 2.7 et (2.30)

qui n’est autre que la méthode d’Euler explicite (2.4). Il y a donc une seule
méthode de Runge-Kutta a 1 étape.

Méthode a 2 étapes

Le tableau de Butcher d’'une méthode a 2 étapes explicite s’écrit

C1 0 0
c |l a 0
by by

Si on s’intéresse aux méthodes consistantes d’aprés le Théoréme 2.4 on a
by + by = 1. D’autre part la condition (2.30) entraine ¢; = 0 et ¢ = a.
Ecrivons maintenant le développement de la solution exacte y;11 a 'ordre 2

yirn = yi+hy'(t) + By () + o(h?). (2.44)

En dérivant la relation y/'(t) = f(¢,y(t)) par rapport a ¢t on obtient

y'(t) = Zty) +y'5(ty)

2.45
= (1) + () (1) (245)

En reportant (2.45) dans (2.44) on arrive a
v = vt hf+ 5+ ffy) + o) (2.46)

ot on a posé f = f(ti, i), fr = G- (ti,y) et f, = g—i(ti,yi)-
Notons maintenant par u;; la solution approchée par la méthode de
Runge-Kutta a 2 étapes obtenue a partir de y; i.e

Uir1 = Y -+ h(blKl —+ bQKQ) (247)
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les développement limité de K; et Ky a l'ordre 2 donnent puisque ¢; = 0 et
aj; = ajp = ag =0

Ky = f(ti,uw) =1

K2 f(tz + Cgh, Y + CLhKl)
f(ti + coh, y; + ahf)

= f+ehfi+ahff, +o(h?)

d’ott en reportant les expressions précédentes de K et Ky dans (2.47) on
obtient en tenant compte de ¢ = a

i1 = Yi + h(bif + baof + cobohfr + baahf f, + o(h?))

=y + hf(by + by) + boah®(fe + ff,) + o(h?) (2.48)

en supposant que les développement de u;.1 et y;.1 coincident on alors en
comparant (2.46) et (2.48)

b1+b2:1, Cg(l:%.

(2.49)

La condition (2.49) montre qu'’il y a une infinité de méthodes Runge-Kutta
a 2 étapes. Parmi ces méthodes citons la méthode dite d’Euler modifiée
dont le tableau de Butcher est

NoI= O

(e} SIS
—_

et la méthode d’Euler améliorée donnée par son tableau de Butcher suivant

2.3.6 Estimations d’erreurs et principe des solveurs
Matlab

La formule d’estimation d’erreur (2.42) montre que si la méthode (2.29) est
consistante d’ordre p alors max ly(t;) — u;] = o(hP), la méthode est donc

convergente d’ordre p. Malheureusement Pestimation (2.42) ne permet pas
déterminer le pas h a partir d’une tolérance donnée étant donné que l'erreur
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de consistance 7;(h) dépend elle méme de la solution exacte y (et des ses
dérivées) qui n’est pas connue. On peut contourner ce probléme en utilisant
différents artifices. L'une des techniques les plus répondues consiste a
obtenir une estimation de l’erreur locale en utilisant deux méthodes de
Runge-Kutta ayant la méme matrice A (donc le méme nombres d’étapes s)
et le méme vecteur c. Ceci entraine que les deux méthodes ont les méme
coefficients K;. Décrivons plus en détail cette technique.

Notons par y(t;) la solution exacte du probléme (2.1) au noeud ¢; et
supposons qu’on utilise une méthode de Runge-Kutta a s étapes et d’ordre
p donné par

Kl :f (ti—l—clh,ui—i-hZalej> s 1 §l§ S,
= (2.50)

s
Ujq1 :Ul—f-th]KJ, ZZO
j=1

Supposons qu’a I’étape i on dispose d’'une valeur approchée u; obtenue par
la méthode (2.44) et notons par y(¢;11) la valeur exacte de la solution en

partant de y(t;) = u; i.e
y'(t) = f(ty),
2.51

{ y(ti) = Uy ( )
Supposons qu’on se donne une seconde méthode de Runge-Kutta d’ordre
(p+ 1) ayant le tableau de Butcher suivant

c| A
#T (2.52)

ol A = (a;;)sxs €t ¢ = (¢;)s. Remarquons que les méthodes (2.44) et (2.46)
ont les mémes K; car elles ont la méme matrice A et le méme vecteur c.
Notons par u;4; la valeur approchée de la solution & I’étape ¢ + 1 obtenue
en partant de u; c’est a dire que

ﬂiﬂ = Uu; + hz/ngj, (253)

j=1
On a alors de (2.45) et (2.47)

ai_u - y(tm) = y(ti> - y<ti+1) +h Z jKj (2-54>
Jj=1
ou

K =f (ti +ch,y(t) +h Y alej> , 1 <1<s.
=1

J
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Le membre de droite de (2.48) n’est autre que 'erreur de consistance hr;(h)
de la méthode (2.46). Comme h7;y1(h) = o(hP*?) on déduit que

Uisr — Y(tigr) = o(APH?). (2.55)
Ecrivons d’autre part que
Uit1 = Uit = (Y(tir1) = irr) + (Uirr — y(tis1))
d’ott d’apres (2.49)
Wit1 — Uip1 = Y(tis1) — sy + o(APT2). (2.56)

La relation (2.50) fournit un estimateur de la solution. En effet comme
s A~
Uil — Uip1 = hz<bj — bj)K;,
j=1
un estimateur de la solution locale u;,; est alors donné par
Wy (b —b;)K; <e (2.57)
j=1

ol € est une tolérance donnée. On notera cette méthode par son tableau de
Butcher dit augmenté qui rassemble les deux méthodes

Le critére d’estimation d’erreur (2.51) n’est possible que si les deux
méthodes ont les mémes coefficients K; et ne nécessite, a chaque pas
S o~
d’itération ¢, que le calcul des K; et de la somme ) (b; — b,;)K; & la
j=1
différence que si on avait utilisé deux méthodes différentes mais avec des K;
différents ceci aurait nécessité, en plus du calcul de chaque coefficient K et

K}, le calcul de deux sommes Y biKjet > Z][? ; différentes ce qui
= =1

représente donc un gain en temps de calcul. On voit donc que 'utilisation
de deux méthodes jouissant de cette propriété a exactement le meme cout
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en temps de calcul que 'utilisation d’une seule méthode, en 'occurrence
dans notre exemple la méthode d’ordre p.

La plupart des solveurs Matlab sont basés sur l'estimation d’erreur (2.51) et
utilisent donc deux méthodes de Runge-Kutta d’ordre p et p + 1.
L’algorithme le plus connu et qui est implémenté dans le solveur ode45, est
celui de Dormand € Prince (1980) (voir [1]) qui utilisent deux méthodes de
Runge-Kutta d’ordre respectivement 4 et 5. On le désigne dans la
littérature scientifique par RK45. Le Tableau de Butcher augmenté de cette
méthode est donné par

0
1,1
30 3 9
10 4 40
P4 B a2
5 45 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 769
1 9017 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 — 3187 JE—
384 1113 192 6784 84
- k751797777707777757T777@777_792697777?777717
57600 16695 640 339200 2100 40
11 0 717 17253 22 1
57600 16695 1920 339200 525 40

c’est donc une méthode & 7 étapes. Comme le vecteur b' est identique a la
derniére ligne de A et que son dernier coefficient est nul alors

6 6
Y b;K; =) ar; K, on voit donc que la méthode est en réalité a 6 étapes.
j=1 j=1

Les méthodes de Runge-Kutta jouissant d’une telle propriété sont dite
FSAL (first same as last).
Ils existent d’autres algorithmes basés sur un couple de méthodes
Runge-Kutta, parmi ces méthodes citons :

— ode23 implémente un couple de méthodes RK explicites dit de

Bogacki-Shampine

— o0de23tb implémente une méthode de RK implicite

— odelb5s implémente une méthode multi-pas

— ode113 implémente une méthode dite d’Adams-Moulton-Bashforth
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Test numérique de la méthode RK45

Dans but de tester la méthode RK45 considérons le probléme suivant du a

Dormand & Prince
Y =yc ost t € (0,20,

y(0) =

dont la solution exacte est y(t) = ™!, Le script Matlab suivant implémente
cette méthode.

% la fonction Matlab rk45 retourne la solution approchee
% uw du probleme y’=f(t,y) avec la donnee initiale

% y(t0)=y0 sur 1 intervalle [t0,T] par 1|’ algorithme de

% Dormand & Prince (voir le cours M. Kouche, Introduction
% a la mehtode des differences finies ).

% les arguments d entrees sont:

% fun=Q(t,y)fun(t,y) fonction vectorisee de deux wvariables
(t,y) definissant |’ equation differentielle
y(t)-F(t.y(t)), avec y(0)—y0.

tspan=[t0 T] vecteur contenant le temps initial t0

et final T

er la tolerance avec laquelle est calculee la solution
approchee u

les arguments de sortie sont:

la solution approchee u

le vecteur t contenant les noeuds ti

le nombre d’iterations n

N N N R RN RKNNN K

function [t,u,n|=rk45(fun,y0,tspan, er)
format long
a=[0 00 0 00 O;
1/5 00000 O;
3/40 9/40 0 0 0 0 O;
44/45 —56/15 32/9 0 0 0 O;
19372/6561 —25360/2187 64448/6561 —212/769 0 0 O;
9017/3168 —355/33 46732/5247 49/176 —5103/18656 0 O0;
35/384 0 500/1113 125/192 —2187/6784 11/84 0];
b=[35/384 0 500/1113 125/192 —2187/6784 11/84 0];
c=[0 1/5 3/10 4/5 8/9 1 1];
bb=[71/57600 0 71/16695 —71/1920 17253/339200
—22/525 1/40];
n=fix (tspan(2)—tspan(1))+1;



48 APPROXIMATION DES EDO

u(l:n+1)=0;u(l)=y0;
h=(tspan(2)—tspan(1))/n;
t(1:n+1)=0;
t=linspace (tspan(1),tspan(2),n+1);
k=zeros (7,1);
Jok=fun (t+hxc’,u+h*xaxk);
for i=1:n;

k=fun (t (i)+hxc’ ,u(i)+h*axk);
u(i+1)=u(i)+hsdot(b,k);

end

while hxdot(abs(bb) k)>=er;
n=n-+1;
t(1:n+1)=0;

u(l:n+1)=0;u(1l)=y0;
h=(tspan(2)—tspan(1l))/n;
t=linspace (tspan (1) ,tspan(2),n+1);
k=zeros (7,1);
for i=1:n;
k=fun (t (i)+hxc’,u(i)+h*axk);
u(i+1)=u(i)+hxdot(b,k);
end

end

Un premier test en prenant er = 1072 donne le graphique de la figure 2.3
qui montre que 'erreur e; aux noeuds t; est légérement supérieure a la
tolérance er au voisinage de t = 20. Notons que dans notre exemple

max le;| = 0.01346 ce qui est une bonne approximation. Le nombre
<i<n

d’itérations requis est de n = 329.
Une version plus optimisée du script rk45 est codée dans le solveur Matlab
ode4b.

2.4 Meéthodes a un pas non linéaires

Les méthodes de Runge-Kutta sont un cas particulier de méthodes dites a
un pas non linéaires. D’une maniére générale on appelle méthode numérique
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0006
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FIGURE 2.3 — Graphique représentant I’erreur aux noeuds ¢; dans le cas er = 1072.

a un pas une méthode de la forme
Uo = Yo,
{ Uiy = ui + h®(ty, uiy wiga, fi, fir1, h), i=0,...,n—1 (2.58)

ou f; = f(t;,u;). La fonction ® est appelée fonction d’incrément et dépend
de f a travers f;. L’erreur de consistance de la méthode (2.52) en ¢;,;
s’écrit alors

htigi(h) = yir1 — yi — h®(ti, i, Yisr, f(ivr, Vi), f(ti, vi), h), i=1,...,n—

(2.59)
de méme on définit 'erreur de consistance globale par

7(h) = max |ri(h)].

Exemple La méthode d’Euler (2.15) est un cas particulier de la
méthode (2.52) avec D (t;, us, wit1, fi, fir1, h) = wi + aofi + b1 fit1.
Donnons maintenant la définition de la zéro-stabilité dans le cas de la
méthode (2.52).

Définition 2.6 On dira que la méthode (2.52) est zéro-stable s’il existe
ho > 0 et C' > 0 tels que pour tout h vérifiant 0 < h < hg et Ve > 0,
si |0;] <&, 0<i<mn alors

|zi —w;| < Ce, i=0,...,n,

ou u; et z; sont les solutions des deux problémes suivants
respectivement

Uo = Yo,
Ui+1 = Uy + hq)(ti)uiaui—i-lvfiafi-i—lvh)a Z = 07 cee, 1a

1,
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20 = Yo + do,
Zip1 = 2 + W (®(ti, 2, 2ig1s [is fiv1, h) +0ip1), 1=0,...,n— 1.

Lorsque la fonction d’incrément ® ne dépend pas de w; 1 et fi11 la méthode
est dite explicite. Le schéma (2.52) devient alors

Uo = Yo,
{ ui""l:ui—{_h‘(b(thuivfivh)v ZZO,,’I’L—l <26O)

Dans ce cas on dispose du critére suivant qui assure la zéro-stabilité de la
méthode.

Théoréme 2.8 Supposons que la fonction d’incrément @ est
lipschitzienne en u; c’est a dire qu’il existe L > 0 et hy > 0 tel que

Vh € (0, ho] on a

| (t, zi, f(tis 2i), h) — @iy wi, f(ti,wi), h)| < Llzi —wl, i=0,...,n.
(2.61)
Alors la méthode explicite & un pas (2.54) est zéro-stable.
Preuve Posons w; = z; — u;, on obtient & partir de la définition 2.6 et
puisque P est lipschitzienne

(wira| < wil + R |PE, 21 f (L 20), h) — (i, wis f (i, ui), b))

< fwil + A(L|wi] + [0i44])

= (1+hL)wi| + h|ois]

< (1+ hL)*wi—1] + (1 + hL)h|6;] + h|disi]

< (1+hL) Mwg| + h(1 + RL)H6;| + ... + h(1 + hL)|d]
+h|6i|

< (1+hL)™do| + h(1 4+ AL)"61] + ... 4+ h(1 + hL)|d;]
+h|52+1|

(2.62)
or puisque |0;| < e pour tout j =0,...,n, il s’ensuit d’aprés (2.56)

(2.63)

, 1+ hL)" —1
\wiﬂ\ S 8(1+hL)Z+1—|—E<( i ) )

L

Iinégalité (14 hL)™* < etHDIL < ¢TL et (2.57) impliquent alors

TL _
|wi+1| S 15 (€TL + (eTl> y

la méthode est donc zéro-stable. [
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Finalement on donne un résultat de convergence de la méthode (2.54).

Théoréme 2.9 Supposons que ’hypothése du Théoréme 2.8 est
satisfaite. Alors si la méthode (2.54) est consistante elle est
convergente. De plus l'ordre de convergence est égal a I'ordre de
consistance.

Preuve Elle est similaire a celle du Théoréme 2.7. Définissons
e; = y; — u; Uerreur d’approximation. On a a partir de (2.53)

hri(h) = eiy1 —ei — h (®(ts, yi, f(ti, yi), h) — P(ti, wi, f (i, wi), h))
d’ou puisque ® est lipschitzienne et que ey = yo — ug = 0
leiv1] < e + R |®(ts, vi, f(tis yi), h) — P, wi, f (s, ui), )|

+h|7i(R)|
< (14 hL)|e] + hr(h)

< RT(h) (14 BL) + ..+ (1 + L) + 1)
i} T(h>g(1+hL) _1>

< 7(h)

(2.64)
L’estimation d’erreur (2.58) montre que si 7(h) = o(h?) alors

max |e;| = o(hP), ceci démontre le théoréme.
1<i<n

2.5 Meéthodes Multi-Pas

2.5.1 Meéthode BDF2 "Backword Difference Formula"

Revenons au probléme de Cauchy (2.1) et approchons y/(t;) par la formule
de dérivation approchée a trois points a gauche de t; (A.15) de 'annexe A

3Yiv1 — 4y + yio1
/

tz‘ ~

y( +1) 97

on obtient alors le schéma suivant

oy 41 (2.65)
Ujp1 = ghfz‘+1 + guz — gui—la 1 >1 .
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avec f; = f(t;,u;). Le schéma (2.65) est dit schéma de différentiation
rétrograde ou BDF2 (" Backword Difference Formula") & 2 pas. C’est un
schéma implicite dit & 2 pas car u;,; dépend de u; et de u;_;. Pour calculer
U on aura besoin de u; qui n’est pas donné par le schéma. Il nous faudra
utiliser un schéma dit "d’amorgage" qui permet d’estimer u; & partir de wuyg.
N’importe quel schéma a un pas peut servir a estimer u;.

Exemple Considérons le probléme de Cauchy suivant
{ y(t) = 29(1), te0,1]
y(0) =1
Calculons une valeur approchée de y(1) par le schéma BDF2 en

prenant les noeuds {O, %, 1}. Pour estimer u; utilisons le schéma

d’Euler explicite comme schéma d’amorcage
1
Uy = hfo + ug = 5(21/4)) + ug = 2

d’ott d’apres (2.65)

(ng, 'LLQ) + %Ul - %uo
) (2uo) +3 3

3

Uy =

[

1~

L~

[SSI1 VUM VUM )
[\

d’out 'on tire us = 7, on obtient donc l'approximation y(1) ~ 7.
Comme la solution exacte est y(t) = e* on voit que 'erreur commise
est er = |y(2) — ug| = 0.3891.

2.5.2 Meéthodes d’Adams
Méthodes d’ Adams-Bashforth

Revenons a la relation (2.16) et écrivons le polynéme d’interpolation P; de
f(t,y(t)) aux noeuds (ti—1,yi-1), (i, y:)

Py(t) = fio1 + [fim1, [il(t = t3),

ou [fi_1, fil = f_—;;*l sont les différences divisées d’ordre 1. En approchant
f dans l'intégrale (2.16) par P, on obtient

Yit1 — Yi ]ZM Pdt
Ji— fia

1
= hfi + 22 (op — =
ffiet h (h 2h>

3 1
~ (éfi - §fi_1)
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d’ott 'on tire le schéma
3 1 .
Ujr1 = Uy +h §fz - §fz‘_1 s 1 S 1 S n—1 (266)

Ce schéma est appelé schéma d’ Adams-Bashforth. C’est un schéma explicite
a deux pas car u; 1 dépend de u; et u;_q.

De la méme maniére si on interpole f aux noeuds t;_»,t;_1,%; par son
polynome de degré 2 noté P, on obtient

Py(t) = fio + [fic1, [il(t — tice) + [fizo, fiz1, fil(t — tica)(t — tizq),

i+ Jia —2[i-
avec [fi_a, fic1, fi] = fitf 222 / L En remplacant dans (2.16) f par son

polynome d’interpolation P, on a

fi— ficr (t—ti2)?

tit1

Yit1r —Yi = hfio+

h 2 "
i+ fiio —2fic t—tio)? | (= tiy)? |
+f f 2 f 1 (t—tlfl) ( 2) N ( 2)
2h2 2 t; 6 t;
5 4 23
- hl=F - Zf -
(12fz 2 3fz 1+ 12fz)
on a finalement le schéma
5) 4 23
il = U —fie—sfiaat+t—=fi), 2<i<n-—1 2.
Uit u+h(12f 9 3f 1+12f) i<n (2.67)

qui est un schéma explicite a trois pas. On 'appelle schéma
d’Adams-Bashforth a trois pas.

D’une maniére générale on obtient les méthodes d’Adams-Bashforth a p pas
(p > 1) en approchant f dans I'intégrale (2.16) par son polyndme
d’interpolation sur les noeuds ¢;_,, ti—py1 ..., .

Meéthodes d’Adams-Moulton

Pour obtenir des schémas implicites par la méthode d’Adams on approche f
par son polynome d’interpolation P, aux noeuds t; 1,t;,t;11. P> qui s’écrit
alors

Py(t) = fic1 + [fiz1, fil(t = tica) + [fic1, fi, fia] (8 — tima)(E — t5)
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d’ou en reportant I'expression de P, dans (2.16) on arrive a

fi— fior (6 —ti1)?

tit1

Yitr —Yi = hfii+

h 2 .
—i—fi“ +fin =2/, (t—ti1) (t =) e _ (t —t;)? i
2h? i—1 2 :, 6 N
1 2 5
d’ou le schéma
1 2 5 .
Uip1 = U; + h _Efi—l + gfi + Efiﬂ L 2<i<n-—1 (2.68)

appelé schéma d’Adams-Moulton. C’est un schéma implicite a deux pas.
Les schémas d’ Adams-Moulton a p pas (p > 1) sont des schémas implicites,
ils sont obtenus en approchant f dans (2.16) par son polynéme
d’interpolation obtenu avec les noeuds t;_p1,...,tit1.

Test numérique de la méthode d’Adams

Le script Matlab suivant calcule la solution approchée du probléme (2.1)
par une méthode a p 4+ 1 pas.

% Le script renvoi la solution approchee u de

% | equation differentiele y’'(t)=f(t,y(t)) avec y(t0)=y0
% par une methode a (p+1) pas.

On wutilise le schema d FEuler explicite comme
schema d amorcage. Les donnees d entrees sont:
e="expl’ si on wutilise la methode explicite
e="tmpl’ st on utilise la methode implicite

la fonction wvectorisee f

la donne initiale y0

le vecteur tspan contenant le temps initial t0 et
final T

le nombre de noeuds n

les wvecteurs a et b contiennent les

coefficients de la methode multi—pas:

dans le cas de la methode implicite la derniere
composante de b est le coefficient du terme

hf(t {i+1}u {i+1}).

R

NN NN NN KRXRNNKNNN K
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function [t,u|=adams(a,b,f y0, tspan ,n,e)

p=length(a)—1;

t=linspace (tspan(1),tspan(2),n+1);

h=t(2)—t(1);

t=t

u=zeros(n+1,1);

u(1)=y0;

% initialiser les wvariables manquantes

% a 1|’ aide du schema d’Euler explicite

u(2:p+l)=u(l:p)+hxf(t(l:p),u(l:p));

if ee=—="expl’;

for i=p+1l:n;
u(i+l)=dot(a,u(i:—1:i—p))+hxdot(b,f(t(i:=1:i—p)...

w(ii—1:-p)));

end
elseif e=—"impl’;
for i=p+1:n;

u(it+l)=fzero(Q(x)dot(a,u(i:—1:i—p))+hxdot(b(l:end—1),...
f(t(i:=1:i—p),u(i:—=1:i—p)))...
d—x+h>kb(end)*f(t(i+1),x) ou(i));
end

Considérons le probléme de Cauchy suivant

{ v =1—9y% te(0,1]
y(0) =0

dont la solution exacte est y(t) = :zi—ﬁ Notons par e(h) = |u — y(t)| le
vecteur erreur aux noeuds t = (tg,...,t,)", ot u = (ug,...,u,) désigne la
solution approchée par une méthode mutli-pas. La figure 2.4 représente les
graphiques de 'erreur en fonction du pas h par les méthodes
d’Adams-Bashforth en rouge et d’Adams-Moulton en bleu dans le cas

n = 10 et la figure 2.5 le graphique de la méme erreur par les deux
méthodes dans le cas n = 20. Ces deux graphiques montrent que la
méthode implicite d’Adams-Moulton et plus rapide que celle
d’Adams-Bashforth malgré un cout en temps de calcul plus important.

Le script ci-dessous

% Ce script calcule | ordre de convergnece p de chacune
% des methodes d Adams—Bashforth et d Adams—Moulton a 2 pas.
% | ordre de convergence p est calcule a partir des
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% vecteurs erl et er2 representant chacun les erreurs
% obtenues par les deuxr methodes en t=1 pour n=2"1

% ou i warie de 1 jusqu a 10.

f=a(t,y)(1-y."2);

% la solution excate est:
v=A(t)(exp(2xt)—1)./(exp(2xt)+1);

% les coefficients des deuxr methodes:

a=[1 0];

bb=[2/3 —1/12 5/12];
b-[3/2 —1/2];

y0=0;

tspan=[0 1];

for i=1:10;

[t,u]=adams(a,b,f,y0, tspan,2”i, expl’);
[t,uu|=adams(a,bb,f y0,tspan,2”i, "impl’);
% 1 erreur en t=1 par les deuxr methodes
erl(i)=abs(u(end)—y(1));
er2(i)=abs(uu(end)—y(1));

end

pl=log(erl(l:end—1)./erl (2:end))/log(2);
p2=log(er2(l:end—1)./er2(2:end))/log(2);

renvoi les ordres p; et po des deux méthodes et montrent que p; = 2 et

po = 3. La méthode d’Adams-Moulton est donc d’ordre 3 ce qui explique sa
précision par rapport a celle d’Adams-Bashforth qui est elle d’ordre 2
comme observé dans les figures 2.4 et 2.5.

2.5.3 Forme générale des schémas Multi-Pas

D’une maniére générale les schémas linéaires & (p 4+ 1) pas, avec p > 0,
s’écrivent sous la forme suivante
p p _
Uigr = 2 aUi—j+h Y bifioj +hb_1fiy1, p<i<n-—1, (2.69)
— s

J= J=

ou (a;)o<j<p, (bj)-1<j<p, sont des coefficients donnés. Ce schéma est dit &
(p+ 1) pas. Pour démarrer le schéma il nous faudra connaitre les valeurs
initiales ug, - - - , u,. Comme ug = yo les autres valeurs uy, - - - , u, ne sont pas
connues et doivent étre estimées a partir d’'un schéma d’amorcage. Lorsque
b_1 = 0 le schéma est explicite sinon il est implicite.
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FIGURE 2.4 — Tracé de [ler-

reur en fonction de h dans le FIGURE 2.5 — Tracé de l’erreur en
cas n = 10 : En rouge par fonction de h dans le casn = 20 : En
la méthode d’Adams-Bashforth rouge la méthode d’Adams-Bashforth
et en bleu par celle d’Adams- et en bleu la méthode d’Adams-
Moulton Moulton

Les schémas de type (2.69) sont dit linéaires car il dépendent linéairement
des u; et f; a la différence des méthodes de Runge-Kutta qui sont elles des
méthodes a un pas non linéaire.

Consistance

L’erreur de consistance de la méthode (2.69) au noeud t;4, s’écrit

p

p
htigi(h) = yi1 — Z ajyi—j —h Z bj f(tijs yij),

j=0 j=—1

qu’on peut réécrire sous la forme

p p
hrigi(h) =y — D ayiy —h >0 by (tij yiy), p<i<n-—1,
Jj=0 j

j=—1
(2.70)
ou y désigne la solution exacte du probléme de Cauchy (2.1). L’erreur de
consistance globale est définie de maniére analogue par

r(h) = max |7 (b)]. (2.71)

1<i<n

Théoréme 2.10 Supposons que la solution exacte y du probléme de
Cauchy (2.1) vérifie y € C971(I). Alors la méthode multi-pas (2.69)
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est consistante d’ordre > ¢ si et seulement si

’M”@

(— )a]—i-kZ( DE =1, k=1,...,¢q
" (2.72)

Preuve Ecrivons le développement limité de y;—; autour de y; on a

P
> a; =
=0

J

q Nk k
(—=7)"h
Yij = E ] yl-('“) + o(htt),

puis celui de y;_; autour de y;
q—1 .
Yi_j zkH) + o(h?),

k=0

en reportant ces deux expressions dans (2.70) on obtient

k=0

- 3 {5 S o

W7 (h) = ym—éa]{i( j)n* <k>}

j=—1 k=0
p q Rk p '
= W U0 = Y [z a;(~=5)*
j=0 k=1 R =0
p
+k 37 bi(=3) | 4+ o(htt)
j=-1

h

>
b
l

Yir1 — Yi =1 ¢ hF! ,
() = B | RSy

FhSD by ()| o(h?

j=—1

(2.73)
Un dernier développement limité de y;,1 a ’ordre ¢ donne

9 1k
Yk
Yirl — Yi = Z yyf "+ o(ht1).
k=1
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En reportant cette derniére expression dans (2.73) on arrive a

TR a e (k) SV
Tii(h) = v | ——— |+ 2 o Vi 1= (=j)"a;

p
—k > (—J')klbj) } +o(h?).
j=—1
(2.74)
(2.74) entraine que la méthode est consistante d’ordre > ¢ si et

seulement si

p

P P
Say=1 Ytk 3 () =1 k=1
]:

7=0 j=—1

En particulier la méthode (2.69) est consistante (d’ordre ¢ > 1) si et
seulement si

p p p
Z (lj = 1, bj =1 + Z j(lj. (275)
7=0 =0 7=0

J

OJ

Exemple Revenons aux méthodes d’Adams vues au paragraphes 2.5.2.
On a dans la cas de la méthode d’Adams-Bashforth a 2 pas ag = 1,
a1 =0,b_1=0,b)= g et by = —%. On peut alors vérifier que

7=0
1
k?zl, Z—jaj+2b]—1,
7=0 j=—1
1 1
k::2, Zj2aj—22jbjz 5
7=0 Jj=—1
1 1
k=3 =Y j%a;+3 Y j%b; =2 #1,
7=0 j=—1

La méthode d’Adams-Bashforth est donc d’ordre 2. Pour ce qui est
de la méthode d’Adams-Moulton & 2 pas on a
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CLOZ]., CL1:0, b_lz%, bo—%, bl——%donc
1
2 a5 =1,
Jj=0
1 1
kzl, —Zjaj+2bj:1,
j=0 j=-1
1 1
k=2 > g% =2 3 jbj=1,
i=0 j=1

1 1
k=3, —> j%a;+3 3 %=1,
j=0 '

Jj=-1

1 1
k?:4, —Zj4aj—42j3bj:27é1,
=0 =1
la méthode d’Adams-Moulton est donc bien d’ordre 3 comme on a
I’a vu dans la partie simulation numérique.

Zéro-stabilité

On définit la zéro-stabilité des méthodes multi-pas de maniére analogue a
celles des méthodes & un pas. Plus précisément on a la définition suivante.

Définition 2.7 On dira que la méthode multi-pas (2.69) est zéro-stable
s’il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout h vérifiant 0 < h < hg
et Ve > 0, si |§;| <&, 0 <i<n alors

|zi —w;| < Ce, i=0,...,n,
ou u; et z; sont les solutions respectives des deux problémes suivants

U, =Yr, k=0,...,p
p p
Uiyl = Zajui,ijthjfi“_j—i—hb,l ;fi_l, p < 1 <n-— 1,
7=0 7=0
Zk:yk+5k7 ]C:O,...,p
p
Zi+1 =

J

ou fi* = f(ti,w), f7 = f(ti, z:) et (yr)o<k<p sont les valeurs initiales
obtenues par un ou plusieurs schémas d’amorgages.

p
QjZi—j + h Z bjfiz_j + hb,1 izii-l + h(slqu, P S 1 S n — 1,
0 7=0

Le polynéme
p

m(r) = rPtt — Z a;r’ (2.76)

j=0
est appelé polynome caractéristique de la méthode multi-pas (2.69).
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Définition 2.5 Notons par 7y, --- ,7, les racines réelles ou complexes
du polynome caractéristique (2.76) de la méthode multi-pas (2.69).
On dira que la méthode (2.69) satisfait la condition des racines si

|rj’§17 J=0,....p

m(r) #0, sifr=1
Le résultat suivant montre que la stabilité d’une méthode multi-pas est
déterminée par les coefficients (a;)o<j<, de sa partie linéaire.

(2.77)

Théoréme 2.11 Supposons que f est localement lipschitzienne par
rapport a sa seconde variable. Alors la méthode multi-pas (2.69) est
zéro-stable si et seulement si la condition des racines (2.77) est
vérifiée.

Preuve On montrera seulement que la condition est nécessaire. Pour la
preuve compléte voir [7].

Supposons pour cela que la méthode est zéro-stable et considérons
I’équation différentielle

{ y(t) =0, te(ty,T],
y(to) = Yo

dont la solution exacte est y(t) = yo, Vt € (0,7]. Le schéma (2.69)
s’écrit dans ce cas

J
U = Vg, nggp

p
Uipr = D ajui—j, p<1<mn-—1,
1= L Gty P (2.78)

ou les (vg)y sont les données initiales du schéma. La solution de
I'équation aux différences (2.78) s’écrit en vertu de la relation (1.16)

p .
wi=Y v, i>pt1 (2.79)
=0

ou les @bl(] ) sont un systéme fondamental de solutions de I’équation
aux différences (2.78). D’apreés (1.18) on peut exprimer les wi(j ) en
fonction des racines du polynéme caractéristique (2.76) comme suit

, m;—1 ,
Y = ( > ozs,jf) ri, 0<j<p, i>p+1l (2.80)

Supposons maintenant que la condition des racines n’est pas
satisfaite. Il existe alors au moins une racine r; du polynéme



62

APPROXIMATION DES EDO

caractéristique 7 tel que |r;| > 1 si cette racine est simple ou bien
|7;] > 1 si elle est multiple. D’aprés (2.79) et (2.80) il s’en suit que w;
est non bornée ce qui contredit la zéro-stabilité de la méthode étant
donné que la solution exacte est bornée. []

Exemple Revenons une seconde fois aux méthodes d’Adams-Bashforth

et d’Adams-Moulton & 2 pas. Le polynome caractéristique des deux
méthodes s’écrit 7(r) = 7?2 — 1 qui admet les deux racines simples
ro = —1 et 1 = 1. On voit donc que la condition des racines est
satisfaite. Les deux méthodes sont donc zéro-stable.

Plus généralement toutes les méthodes d’Adams & p + 1 pas de la
forme

p
Uipr = U +h Y bifij+hb_1fivn, p<i<n-—1,
j=0
sont zéro-stables puisqu’elles admettent le polyndéme caractéristique
7(r) = rP™ — 1 dont les p + 1 racines simples sont données par

ri=eri, 3=0,...,p.

Théoréme 2.12 (Lax-Richtmyer) Supposons que f est localement

lipschitzienne par rapport & sa seconde variable. Alors une méthode
multi-pas du type (2.69) consistante est convergente si et seulement
si elle est zéro-stable.

Remarque Ce théoréme fondamental dit "d’équivalence", qu’on a

démontré dans le cas des schémas a un pas, reste vrai méme pour
des méthodes multi-pas non linéaires. Pour la preuve voir [5, 7].

2.6 Cas des systéemes différentiels

Considérons le cas d’un systéme différentiel du premier ordre

yll(t) = fl(tay1>"' aym)v
s t € [to, 7] (2.81)
y;n(t) = fm(tayla"' 7ym)7
avec les conditions initiales
yi(to) = vo1, - Ym(to) = Yom- (2.82)

Considérons une grille uniforme ¢ty < t; < --- < t, =T de l'intervalle [to, T
de pas h = t;11 — t;. Pour calculer une solution approchée du probléme
(2.81)-(2.82) aux nceuds t; on peut appliquer une méthode numérique qu’on
a déja vu a chaque équation du systéme.
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Méthode d’Euler

Notons par u; ; une valeur approchée de y; (la j éme équation) en t;. La
méthode d’Euler explicite s’écrit dans ce cas

{ Uo,j = Yo,j, J

ui+1,j:ui,j—i_h’fj(ti?ui,h'.'7ui,m)7 OS Sn_]-a j: yrr, M

De méme la méthode d’Euler implicite appliquée au systéme (2.81)-(2.82)
donne

Uo,5 = Yo,j5, J
Uir1; = Wij + hfi(t, wigi1, - Uig1m), O

IA
IN
3 .
|
\.l—l
<
|
\'l—\
3

Méthode de Runge-Kutta

Ecrivons maintenant le schéma de la méthode de Runge-Kutta (2.18) dans
le cas du systéme différentiel (2.81). Notons par K ; et Ks; les deux
coefficients de la méthode de Runge-Kutta correspondant a la jéeme
équation. On a alors le schéma

Uo.; = Yj0 1<j<m,
Kl,j - fj(tivuiJa tee >ui,m); 1 S] < m,
Koj=fiti+huis+hEKiq, Ui+ Ky ), 1<5<m,
UH_LJ‘:Ui7j+h(%K17j+%K27j), OSZSH—L 1 S] Sm,

(2.83)

Cas d’une équation différentielle d’ordre m > 1

Considérons maintenant le cas de ’équation différentielle d’ordre m > 1

suivante (m) , (m—1)

m — R m— T

{ ym () = f(t, WYY ) tElh T, (2.84)
y(tO) =Yoo, Y (to) = Ym—1

Ecrivons le probléme (2.84) sous la forme d’un systéme différentiel d’ordre
m en posant wy; =, , Wy, =y Y, d’'ott le systéme différentiel suivant
équivalent au probléme (2.84)

wi (

wh (2.85)
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avec les conditions initiales

wi(to) = Yo, -+ s Wi (to) = Ym. (2.86)

Ainsi on peut toujours approcher la solution d’une équation différentielle
d’ordre m > 1 en discrétisant un systéme différentiel de taille m.

Exemple [10]
Le déplacement x(¢) d’'un systéme oscillant composé d’une masse et
d’un ressort soumis & une force de frottement proportionnelle a la
vitesse est décrit par I’équation différentielle du second ordre suivante

2" (t) + 52/ (t) + 6x(t) =0, te€|0,2]
{ z(0) =1, 2/(0) =0

Résolvons ce probléme par la méthode de Runge-Kutta a 2 étapes

explicite (2.83) en prenant les nceuds {0, 1, 1,2, 2}.

Posons w; = x, wy = 2’ d’otu le systéme différentiel

wl — w27
wh = —Hwsy — Gw
wi(0) = L 257
Le schéma de Runge-Kutta (2.83) appliqué au cas du systéme (2.87)
donne
up,1 = 1,
U/O,Q = 07
K1,1 = Uy,2,

Ko = —5u;s — 6u, 1,
Ko1 = uin+ 3K 2,
Kzo = -5 (Uz‘,2 + %Kl,Z) —6 (ui,l + %Kl,l) ;
Uip1,1 = Uil + % (%Km + %KQ,I) )
(w12 = w2 + 5 (5K12 + 5K22)

d’ou le tableau des valeurs suivant

t; Us 1 U; 2 K1,1 K1,2 K2,1 K2,2
0 1 0 0 —6 -3 9
0.5 0.25 0.75 0.75 —5.25 —1.875 5.625

1 | —0.0312 | 0.8438 | 0.8438 | —4.0312 | —1.1719 | 3.5156
1.5 | —0.1133 | 0.7148 | 0.7148 | —2.8945 | —0.7324 | 2.1973
2 | =0.1177 | 0.5405 — — — —

et les approximations correspondantes x (%) ~ (.25, z(1) ~ —0.0312,
z(1.5) ~ —0.1133, z(2) >~ —0.1177.
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Exercices

1. Déterminer toutes les méthodes de Runge-Kutta explicite & 3 étapes.

2. Considérons la méthode de Runge-Kutta définie par son tableau de
Butcher suivant :

= O

[ | D[
[u—
wing DN

— Ecrire le schéma de cette méthode.

— Montrer que cette méthode est consistante. En déduire qu’elle est
convergente.

TP : Implémenter cette méthode dans un script Matlab

rk3(fun, tspan,y0,n). Faire un test au point ¢ = 1 dans le cas du
probléme de Cauchy suivant

o

{ y (t) = sin(t) +y(t), te[0,1]
y(0) =0

dont la solution exacte est y(t) = 3 (exp(t) — sin(t) — cos(t)) et en
déduire que la méthode est bien d’ordre 3.

3. On considére le schéma suivant dit de " Crank-Nicolson"

Up = Yo,
Uipr = + 2 (fi+ fir1), 0<i<n—1

— Ce schéma est-il implicite ou explicite ? Que peut-on dire sur sa
stabilité ?

— Ecrire lerreur de consistance de ce schéma.

— Notons par #;;1/2 le milieu de I'intervalle (¢;,¢;;1). En écrivant les
développement limités de y; et y;11 & ordre 3 par rapport a y(t;11/2)
puis celui de 4" (¢;41) & 'ordre 1 par rapport a " (¢;) montrer que la
schéma est consistant d’ordre 2. En déduire que le schéma converge a
I'ordre 2.

— Montrer que le schéma de Crank-Nicolson peut étre vu comme
une méthode de Runge-Kutta a 2 étapes. Donner dans ce cas son
tableau de Butcher.

4. Un modele Prédateur-Proie
Considérons le systéme différentiel suivant qui modélise I'interaction
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entre un prédateur y et sa proie x :

' g_f@) — )1 —y(#), 0<t<50
=) = —y()(1 - (1), 0<t<50
z(0) = 2,

[ y(0) =2

— Donner une discrétisation de ce systéme a l'aide de la méthode de
Runge-Kutta a 2 étapes (2.18).

— Faire une simulation numérique de ce probléme en prenant

n = 10, 15, 20 et montrer que le systéme admet une solution
périodique.

. Considérons une tasse de café a la température de 75°C dans une
salle & 25°C. On suppose que la température du café suit la lois de
Newton c’est a dire que la vitesse de refroidissement du café est
proportionnelle a la différence des températures selon la lois

T'(1) =~ (T(1) ~ Towt)
ou 1., est la température ambiante.
— Ecrire une discrétisation de ce probléme en utilisant la méthode
d’Adams-Moulton a 2 pas.
— Tracer avec Matlab la température en fonction du temps. Aprés
combien de temps la température du café atteint 30°C?

. (Un schéma d’ordre élevé)
Soit f une fonction C*° (R, x R, R). Considérons I’équation
différentielle suivante :

{ 7' (t) = f(t,x(t)), t>0
x(0) = xo.

Définissons f,, € C*°(Ry x R,R) par
fO(tvx) :f(tvax)v 5
fmealtia) = 22 (00) + (22 (00)) f(t2), 20

— Montrer par récurrence que z™ () = f,. (¢, z(t)), ot (™
désigne la dérivée d’ordre m de .
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ho
(7+ 1)

p—1
Posons W, (t,u,h) = > f(t,u) et définissons la schéma
j=0

Ug = Zo,
{ Uir1 = Uy + h\pr(tZ, s, h) (288)

— Montrer que le schéma (2.88) est consistant d’ordre p.
— Montrer que ce schéma est stable et en déduire qu’il est
convergent d’ordre p.

TP : On considére le probléme de Cauchy suivant

{ 2 (t)=e"", tel0,1]
z(0) =0,

— Faire une simulation numérique de ce probléme en t = % a 'aide
du schéma (2) pour p = 2,4,7,10. Vérifier numériquement l'ordre de
la méthode dans chaque cas.

7. (L’exemple du pendule sphérique du a [10])
Le mouvement d’un point X (t) = (z1(t), z2(t), x3(t)) de masse m
soumis a la gravité F' = (0,0, —gm) (avec g = 9.81m/s?) et contraint
de se déplacer sur la sphére d’équation ®(X) =z + 22 +22-1=0
est décrit par I’équation différentielle suivante

.1 XTHX' oTF
X' == (p_T TV LGe) i,
m Vo (2.89)
X(0) = Xo,
X'(0) = Vp.

On note X' la dérivée premiére et X la dérivée seconde par rapport
at, V& la gradient spatial de ® et H la matrice Hessienne de ¢ dont
les composantes sont H;; = %{;{;j’ 1,7 =1,2,3. Xy et Vy dénote la
position et la vitesse initiale respectivement.

— Ecrire le probléme (2.89) sous la forme d’un systéme du premier
ordre.

— Faire une simulation numérique a ’aide de la fonction ode23 de
Matlab en prenant Xy = (0,1,0) et Vy = (0.8,0,1.2); on prendra
m=1et T = 25.

— Tracer les solutions dans le plan des phases Oxixox3.

8. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

Ly perh et 290)
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10.

11.

12.
13.

14.
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— Ecrire le schéma d’Euler implicite avec un pas constant h = %,
(n > 1) du probléme (2.90).
— En déduire I'expression de u; en fonction de h et ¢. Calculer

lim u, et en déduire la valeur exacte de y(T).
n—oo

— Vérifier que 'expression obtenue est bien la solution exacte du
probléme (2.90).

Considérons 1'équation différentielle

2'(t)—z(t) =0, 0<t<1
2(0) = 0, (2.91)
Z'(0) = 2.

— Ecrire le probléme (2.91) sous la forme d’un systéme différentiel.
— Calculer la solution exacte z.

— Calculer une solution approchée en ¢ = 1 du systéme (2.91) a
I’aide de la méthode de Runge-Kutta explicite a 2 étapes en prenant
n = 4. Quelle est 'erreur commise ?

Calculer la fonction d’incrément ® de la méthode de Runge-Kutta a
2 étapes (2.18). En déduire que la méthode de Runge-Kutta est une
méthode a un pas non linéaire.

Montrer que si f et localement lipschitzienne par rapport a sa
seconde variable et que si la fonction d’incrément ® est lipschitzienne
en f; et fiy1 alors la méthode (2.58) admet a chaque itération une
solution unique pour h assez petit.

Trouver 'ordre de convergence de la méthode BDF2 (2.65).

Proposer un schéma d’Adams-Moulton a 3 pas. Quelle est 'ordre de
convergence de cette méthode ?
Vérifier a ’aide de I'exemple suivant

{ y'(t) = sin(t) +43(t), t€]0,1]
y(0)=0

I’ordre de convergence de la méthode au point ¢t = 1.

Pour quelles valeurs de o la méthode multi-pas suivante

h
Uip1 = au; + (1 — @)uy + 2hf; + ; (fi-1 = 3f3)

est-elle convergente 7
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15.

16.

En utilisant la méthode d’Euler implicite donner une approximation
du probléme de Cauchy suivant

Yy =—te7¥, te(0,1],
2.92
o (292)
aux nceuds {0, %, %, 1}.

Indication : On utilisera la méthode de Newton pour calculer u; a
chaque itération avec 2 chiffres apreés la virgule.

Méthode de Newton :

{ iv =t = g, 020

Ugp.

Le choix de ug est soumis a la condition f(ug)f'(ug) > 0 et le test
d’arrét est |u;y 1 — u;| < € ol € est la tolérance égale a 0.5 x 1072
dans notre cas.

En approchant y/(¢;) par la formule de différence finie centrée (A.13)
proposer un schéma pour I'approximation du probléme (2.1). Etudier
la convergence de ce schéma. Quel son ordre de convergence ?



