Chapitre 1

Rappel d’ Analyse Matricielle

1.1 Rappel sur les Matrices

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions de base sur les matrices qui
nous serons utiles dans la suite du cours. Dans toute la suite on désignera
par A une matrice carré réelle.
Définition 1.1 Soit A = (a;;)nxn, une matrice carré. On appelle
transposé de A la matrice notée A’ = (af;) et définie par

t o
a;; = Qji, ,7=1,---,n

Une matrice A est dite symétrique si A = A’

Définition 1.2 On dit qu'une matrice carré A = (a;;)nxn est définie
positive si pour tout vecteur x = (z1,--+ ,x,) € R", 2 # 0 on a

n
t'Ar = ) arix; > 0.
ig=1

On a le résultat élémentaire suivant, (cf. [2]).
Proposition 1.1 Une matrice définie positive est inversible.

Définition 1.3 Une matrice A = (a;;)nxn est diagonale si a;; = 0,
Vi # j. Elle est dite triangulaire supérieure (resp : triangulaire
inférieure) si a;; =0, Vi > j (resp : a;; =0, Vi < j).
Une matrice A = (a;;)nxn est dite tridiagonale si a;; = 0, pour tout
i,7 tel que i — j| > 2.
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Définition 1.4 Une matrice A = (a;;),xn est dite monotone si Az > 0
entraine = > 0 (les inégalités s’entendent composante par
composante) c’est a dire que

n
Vi=1,---,n > ajz; >0 = 2,>0 Vi=1,--- n
=1

On a le résultat suivant.

Proposition 1.2 Une matrice monotone A est inversible et A= > 0.

Preuve. Supposons que Ax = 0. Alors en appliquant la définition de la
monotonie successivement a Az > 0 et A(—x) > 0 on obtient
0<z<0douxz=0.A est donc inversible.

Montrons maintenant que A~! > 0. Posons

-1 -1
yp 0 Qg
At= 0
-1 -1
Ap1 0 Oy
et notons par ¢; = (0,---,1,---,0)" le i éme vecteur de la base

canonique de R™. On veut montrer que la ¢ éme colonne de A est
positive. Posons f; = A~ te;, d’ott Af; = e; > 0 comme A est
monotone alors f; > 0 et puisque f; = (ay;', - ,a,;)" on déduit que
aj_l-l > 0 pour tout j = 1,...,n. Comme toutes les colonnes de A~!

) Y'ng
sont positives alors A= > 0. [J

Exemple Montrons que la matrice tridiagonale suivante est monotone.
A= o (1.1)

Soit x € R” tel que Az > 0 c’est & dire que

2$1—I220
21’2—1’1—1‘320

an—l — Tp—2 — Tp Z 0
20, — Tp—1 >0
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et montrons que z > 0. Pour cela posons

i =min<¢:x; = min x;
1<j<n

I1 suffit donc de montrer que z;, > 0. Comme 1 < iy < n il y a trois
cas :

1. 79 = 1: Dans ce cas 2z; — x5 > 0, or comme x5 > 1, car x; étant
le minimum, donc 2x; > x; et par suite x; > 0.

2. 1o =n : De méme 2x, — x,_1 > 0, or puisque x,,_1 > x,, il vient
que z,, > 0.

3. 2<4,<n—1:Dans ce cas on a 2x;, — T;+1 — Ti—1 > 0 qui
peut s’écrire sous la forme

(i = Tigs1) + (Tig — Tig—1) > 0 (1.2)

Par construction z;, < x; 41 et z;, < ;,—1 donc (z;, — Tip+1) < 0
et (z;, — T4,—1) < 0 ce qui contredit I'inégalité (1.2). Ce cas est
donc impossible. On a montré que x; > 0 pour tout
ie{l,---,n} et donc x > 0. A est donc monotone.

Définition 1.5 Soit A une matrice carré. On dit que le scalaire (réel ou
complexe) A est une valeur propre de A s’il existe un vecteur x # 0
tel que Ax = \x.
On définit le rayon spectral p(A) d’'une matrice carré A par

p(A) = max {|\;] : A\; est une valeur propre de A} .

1<i<n

On a le résultat suivant. Pour la preuve voir [2].

Proposition 1.3 Les valeurs propres d’une matrice symétrique A sont
réelle. De plus si A est définie positive alors ses valeurs propres sont
strictement positives.

Le résultat suivant nous donne les valeurs propres d’une matrice
tridiagonale et symétrique (pour la preuve voir [8]).

Proposition 1.4 Soient a et b deux réels et considérons la matrice
tridiagonale et symétrique de taille n x n définie par
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Alors les valeurs propres A\g, k € {1,2,--- ,n} de A sont données par

km
Ak = 2b
k= a -+ 20cos (n—l—l

),k:L~-m. (1.3)

Matrices Blocs

Définition 1.6 On appelle matrice par blocs A une matrice de la forme

Ay - Alp

Al - [An,

ol A;; est une matrice (un bloc) de taille n; x n;. La matrice A est
n

p
alors de taille > n; x > nj;.
i=1 j=1

Opérations sur les matrices bloc

Soient A = (Aij)nxp €t B = (Byj)nxp deux matrices par blocs.

Combinaison linéaire

Si A et B ont la méme taille alors pour tous scalaires réels ou complexes «
et S on a

Al - [Ay, Byl --- [By
aA+fB=al . o || i o
o [A, o [Byy
o An|+HBu| - oAy |+ 4By

a‘An1‘+B’Bnl‘ OéAnp—i_ﬂBnp
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Produit de matrices bloc

Soient A = (A;j)nxp €t B = (B;j)pxq deux matrices par bloc. Le produit
C = A.B ot C = (Cjj)nxq est donné par

p
Cij=> A By, 1<i<n, 1<j<gq,
k=1

ou la notation A;;, - By; désigne le produit matriciel de A;, et By;.

Matrice diagonale par bloc

On dit qu’une matrice carré A = (A;;)nxn est diagonale par blocs si elle est

de la forme
0 ... 0
0o . - :

A:
0

0 . 0

autrement dit A;; = 0 (bloc nul) pour ¢ # j. Dans ce cas det A = [] det A;;.
i=1

Matrices triangulaires par blocs

On dit qu'une matrice carré A = (A;;)nxn est triangulaire supérieure par
blocs (resp : triangulaire inférieure par blocs) si elle est de la forme

0 0
0 . .

A= , resp A= Az
0 0 Anl ‘Annfl‘ ‘Ann‘

On a alors det A = [] det Aj;.

=1
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Matrices tridiagonale par blocs

On dit qu’une matrice carré A est tridiagonale par blocs si elle est de la

forme
0
BH . .
A= .
: : T Cnfln
ou A;j, Bij, Cyj sont des blocs de matrices.

Exemple Soit n > 1 un entier. On définit la matrice A, de taille n x n
par

La matrice de Poisson P, est définie comme étant la matrice
tridiagonale par blocs de taille n? x n? par

e 0
. S
ou I, est la matrice identité de taille n x n. Par exemple dans le cas

n=2o0na

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0o -1 -1 4

PQI

On verra dans la chapitre 3 que la matrice de Poisson P, résulte de
la discrétisation du laplacien en dimension 2.
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1.2 Algorithme de Thomas

Soit A = (a;;)nxn une matrice carré et b = (by,--- ,b,) € R". L’équation
matricielle Az = b définie un systéme linéaire de n équations & n inconnues

anzy + -+ apx, = by,
: (1.4)

Ap1T1 + -0 F ATy = bn

dont la solution est le vecteur x = (21, ,x,) € R™. On a le résultat
d’algébre suivant.

Proposition 1.5 Le systéme linéaire (1.4) admet une solution unique
si et seulement si det A # 0.

Ils existent plusieurs algorithmes de résolution des systémes linéaires. Ces
méthodes se divisent en deux catégories : les méthodes directes et les
méthodes itératives. Les méthodes dites directes permettent d’obtenir la
solution exacte du systéme (1.4) en un nombre fini d’opérations. Le cout de
ces algorithme est de l'ordre de O(n?) ce qui les rend trop couteuses en
temps de calcul lorsque la matrice A est de grande taille. On renvoi pour
plus de détails sur les méthodes de résolutions des systémes linéaires a [6].
Cependant dans le cas ou la matrice A est tridiagonale et non singuliére il
existe un algorithme trés efficace appelé algorithme de Thomas qui permet
de résoudre le systéme linéaire (1.4). L’idée de cet algorithme est de
décomposer la matrice A en le produit de deux matrices bi-diagonales L et
U de sorte que A = L.U ou L et U ont la forme suivante

1 0 --- 0 o oy - 0

L=| %1 o= O
0 o0 0 Vn—1
0 671 1 0 Qn

Supposons que la matrice A a la forme suivante

ai 1 O

A — fj2 as
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et notons par b = (by,---,b,)" € R" le second membre du systéme Ax = b.
On cherche donc les coefficients «;, §; et v; tel que

A= 62 1 0 (8% ‘ :
o "~ -0 0 Yn-1
0 - B, 1 0 Qap

Multiplions la premiére ligne de L avec la premiére colonne de U on a
;= ay
En multipliant la ligne ¢ de L avec la colonne ¢ + 1 de U on obtient
vi=¢, 1<i1<n-—1.

De méme la ligne ¢ de L avec la colonne ¢ — 1 de U donne S;a;_1 = f;, d’ou

fi

Q1

fi =

2<i<n. (1.5)

Finalement on a en multipliant la ligne ¢ de L avec la colonne ¢ de U

Bivi-1 + ai = a;, (1.6)
d’ou d’apres (1.5) et (1.6)
o = a; — in—lfij 2 S 1 S n.
Q1

La résolution du systéme tridiagonale Az = b est donc ramenée a la
résolution des deux systémes triangulaires suivants

Uzr =y,
Ly=1>
Le systéeme Ly = b devient
1 0 - 0 Y1 bl
5, 1 . : ) :
o . 0 ; :

d’on
y1 = by
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et y; + Biyi_1 = b; ce qui donne
Y =b; — Biyi—1, 2<i<n

Calculons maintenant la solution z du systéme Uz =y

o oo 0 T by
0 (6] .
0 Yn—1
0 an In bn
d’ot1 I'on tire
_ Un
Ty = —
(7%

et a;x; + v;x,01 = y; d’ou finalement

Yi — ViTit1 .
rp=—""—, t=n—1,--- 1.
Q;

On obtient alors les formules suivantes appelées formules de Thomas

a1 = 1
Ci—1/i .
o = Z_zlfz’ 2§Z<7’L
Qi1
y1 = b
yi:bi_iyi—h 2<i1<n (1.7)
Q1
Yn
Ty, = —
Qip,
. Cx
xl—yl ZzH, 1=n—1, , 1
\ a;

Remarque L’algorithme de Thomas nécessite 8n — 7 opérations pour
la résolution du systéme (1.4). C’est le meilleur algorithme en terme
de cout en temps de calcul pour la résolution de systéemes faisant
intervenir des matrices tridiagonales.

Exemple Résolvons le systéeme tridiagonal suivant par ’algorithme de

Thomas
2 -1 0 0 T 5
-1 2 -1 0 To B -7
o -1 2 -1 T3 6
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On a a partir de la premiére relation (1.7) ay = 2. De plus

_ ciby _ =DH(=D) _ 3
Qy = ay — LE = 2 2

— c — 2 __ 4
ay=ay— TE=2-5=3,

— ¢ — 3 _ 5
q=ay— L =2—-7=1

Calculons maintenant y = (y1,y2, s, ¥4). On en utilisant les troisiéme
et quatriéme relations (1.7)

?/1:57

f _
?J2:f2——2y1:—7+§=79
31

93=f3—ﬁy2=3
%)

4
Y= fa——ys=—-1+3=2
a3

Calculons enfin x = (x1, x9, x3,x4). Les deux derniéres relations (1.7)

entrainent
Ty = Z_i = 1,
T3 =Ys — % =
=y — 28 = -1

a2

— ar2
Tr=Y1— 4 —

1.3 Normes matricielles et conditionnement

1.3.1 Normes vectorielles

Définition 1.7 On appelle norme vectorielle une application notée ||.||
de R™ vers R, telle que
(i) lz] =0 z=0
(i) [[Az]| = |A|||lz]| Yz € R", A € R
(iii) [z + y|| < ||lz|l + |ly]|, Vz,y € R™ (L’inégalité triangulaire)
1
n 2
Exemple Norme euclidienne : |||y = (Z xf)
i=1
Norme [y, : ||7]|0 = max |z
1<i<n

n
Norme [; : ||z|y = > |x]
i=1
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1.3.2 Normes matricielles

Définition 1.8 Supposons qu’on dispose d’une norme vectorielle ||.|| sur
R™ et soit A une matrice carré de taille n x n. On définit la norme de

A notée || Al|, dite nome subordonnée a la norme |.|| de R", par
Ax
= sup A = e
w20 2l o=

On a alors les propriétés suivantes des normes matricielles
(i) [JAz|| = 0 & A = 0 (matrice nulle)

(ii) ||AA|l = |M|||A]] pour toute matrice A et A € R

(iii) ||[A+ B < ||Al| + || B]|, pour toutes matrices A et B
(iv) ||A.B]| < ||A|l|| B]| pour toutes matrices A et B.

La derniére propriété est caractéristique des normes matricielles. On peut
alors montrer le résultat suivant (pour la preuve voir [2]).

Proposition 1.6 (i) La norme matricielle subordonnée a la norme
euclidienne ||| de R™ est définie par

||AH2 =V )\max

oll Amax €st la plus grande valeur propre de AT A. En particulier si A
est symétrique alors

[A]l2 = p(A). (1.8)

(ii) La norme matricielle subordonnée a la norme [; de R" est définie

par
n

41 = s 3o
1=

(iii) La norme matricielle subordonnée a la norme /o, de R" est
définie par

1<i<n

n
Al = max Y ||
j=1

On a le résultat important suivant.

Proposition 1.7 Soit A une matrice carré monotone de taille n x n
alors :
(i) si Ay =1 pour un certain y € R™ alors || A7 ||« = ||¥leo
(i) si Ay > 1 alors Ao < [[y]l.
ott le 1 désigne ici le vecteur unité (1,---,1)" de R™.
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Preuve Montrons d’abord la seconde inégalité. Supposons que Ay > 1
oul=(1,...,1), 'inégalité est ici comprise composante par
composante. Comme A est monotone alors A~! > 0 il résulte de
I'inégalité précédente que 0 < A~ < y et donc

1A 1 le < [yl (1.9)

Soit maintenant x € R™ tel que ||z||o = 1. Alors =1 <z <1, d’on
puisque A est monotone —A~11 < A7z < A7!1 et par suite
|A™ 2]|oo < ||A7'1||o ce qui entraine d’apres (1.9) que

1A 2o < [[Ylloo, Yz € R™ tel que ||z]|oo = 1. (1.10)

D’aprés la définition de la norme matricielle il résulte de (1.10) que
1A oo < [[ylloo-

Pour ce qui est de la premiére inégalité il suffit de remarquer que

y = A7'1, l'inégalité (1.10) implique alors que ||A™ ||« = [|y]loo. O

1.3.3 Conditionnement d’une matrice

Soit ||.|| une norme matricielle subordonnée a une norme de R" encore
notée ||.||. On définit le conditionnement d’une matrice A relativement a la
norme matricielle ||.|| comme étant le nombre

k(A) = [ AlIATYI.

Si A est non inversible alors on conviendra que
k(A) = o0

La proposition suivante donne les propriétés du conditionnement (pour la
preuve voir [2]).
Proposition 1.8 (i) Pour toute matrice A on a k(A) > 1.
(ii) Si A est symétrique alors le conditionnement de A relativement a
la norme euclidienne ||.||> est donné par

k(A) = iméx (1.11)

Ol Amax €t Anin désignent respectivement la plus grande et la plus
petite valeur propre de A.
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Le résultat suivant résume toute 'importance du conditionnement d’une
matrice (pour la preuve voir [6]).

Proposition 1.9 Soit z la solution du systeme linéaire Az = b.
Perturbons le second membre b en le remplagant par b et notons par
Z la solution du nouveau systéme Az = b. On a alors 'inégalité

b — bl
2]

k(A) (1.12)

ou k(A) désigne le conditionnement de A relativement & la norme
matricielle subordonnée a la norme ||.|| de R™.

Remarque Le membre gauche de (1.12) désigne l'erreur relative
commise sur la solution x du systéme Ax = b alors que le rapport du
membre de droite représente I'erreur relative commise sur le second
membre b. Si k(A) est proche de 1 alors une petite erreur relative sur
le second membre entraine une petite erreur sur la solution x du
systéme. On dit dans ce cas que la matrice A est bien conditionnée.
Par contre si k(A) est grand alors une petite erreur relative sur b
peut entrainer une importante erreur relative sur la solution z. La
matrice A est alors dite mal conditionnée.

Exemple Considérons le systéme Az = b ol

11 1
A‘(1 1.000001)’ b‘(1>'

L’unique solution z du systéme Az = b est x = (1,0) . Perturbons
légerement le vecteur b en le remplacant par b = (1,1.000001) " et
calculons la solution 7 du nouveau systéeme A7 = b. L’algorithme de
Thomas donne & = (0, 1). Calculons les erreurs relatives commises.
L’erreur sur le second membre est

b—b : 1

16]]2 (L, 1)]|2

alors que celle commise sur la solution x est

e —2lle _ (L =Dl _,
el 1Dl

On remarque qu’'une erreur relative infime sur le second membre a
entrainé une erreur relative énorme sur la solution.
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Calculons le conditionnement de A. Comme A est symétrique on
utilise la relation (1.11) de la Proposition 1.8. Calculons les valeurs
propres de A. Le polynéme caractéristique est donné par

P(\) = A% — 2.000001\ + 0.000001

d’ott Apin = 0.0000005 et Apax = 2.0000005. Le conditionnement de
A est donc k(A) = 23058080 = 4 x 10%. On remarque que la matrice A
est mal conditionnée d’oul I'importante erreur relative obtenue sur la

solution z.

1.4 Equations aux différences

Cas homogéne

On appelle équation aux différences linéaire homogéne une équation de la
forme
AoUip1 + a1t + ...+ apti—pp1 =0, ©>p (1.13)

ol (a;)o<j<p est une suite de réels donnée.

Une solution de ’équation (1.13) est une suite de réels (u;);>, qui satisfait
(1.13). Comme l'équation (1.13) est linéaire l’ensemble de ses solutions est
un espace vectoriel sur R.

On associe a I’équation (1.13) les données initiales suivantes

Uy = Vo, Uy =V, ..., Up_1 = Up_1. (1.14)
Si apa, # 0 'équation (1.13) est dite d’ordre p. On peut montrer par

récurrence le résultat suivant. Pour la preuve voir [7].

Théoréme 1.1 Supposons que apa, # 0. Alors il existe une unique
solution (u;);>, de I’équation (1.13) satisfaisant les conditions
initiales (1.14).

Définition On appelle polynome caractéristique de I’équation (1.13) le
polynome de degré p suivant
T(A) = apA’ + ...+ ap_1 A + ap. (1.15)
Le résultat suivant montre que la solution de 'équation (1.13) peut étre

exprimée en fonction des racines du polynéme caractéristique (1.15). Pour
la, preuve voir |7].
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Théoréme 1.2 Notons par (7;)o<j<k les racines (réelles ou complexes)
du polynoéme caractéristique (1.15) et par m; la multiplicité de la
racine r;. Alors les solutions fondamentales de 1'équation (1.13)
s’écrivent sous la forme

k mjfl )
ui =, ( > Oés,jf) i, 12> p. (1.16)
7=0 s=0

Les coefficients a; ; sont déterminés par les conditions initiales (1.14).

Exemples 1. Considérons I’équation aux différences suivante

ui+1—ui_1:O, 222
U(]:O, 'LL1:1

Le polynoéme caractéristique s’écrit
T(A) =\ —1

d’ott les 2 racines simples ro = 1 et 1 = —1. D’aprés le Théoréeme
1.2 la solution générale s’écrit

U; = Q0 + Oé(),l(—l)l, 1 Z 2.
Les conditions initiales nous aménent a résoudre le systéme

oo+ ag1 =0,
Qo — o1 = 1

d’olt apg = % et g1 = —%. La solution est alors
u=3(1—-(=1)7%, i>2.
2. Considérons maintenant I’équation aux différences d’ordre 3

suilvante

Uip1 — 2u; — Tuj—y —4u;o =0, >3
ug =1, uy = —1, upy = 0.

Le polynoéme caractéristique est donnée par
T(A) =A% —2\2 — 7\ — 4,

qui admet une racine simple rq = 4 et la racine double ry = —1.
Le Théoréme 1.2 entraine

0 1
up = (Z ozs,ois) 4"+ (Z Oés,lis) (=1)
s=0 s=0 )

= ool + (g1 + ag1i)(—1)"
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Les conditions initiales donnent le systéme

Qoo+ ap1 =1,
4060,0 —Qp1 — Q11 = -1,
160[0,0 + Qo1 + 20&1,1 =0

qui admet les solutions oy = —%, g = %, o) = —%. La
solution de I’équation aux différences est donc

2% 1 g
P (e A S )
B (25 52)( Voo

Cas non homogéne

Considérons maintenant le cas d’une équation aux différences linéaire non
homogéne de la forme

aolit1 + a1u; + ...+ apti—pr1 = (i), ©>p, (1.17)
ot le second membre ¢(7) est une fonction de 7. On a le résultat important

suivant. Pour la preuve voir |7].

Théoréme 1.3 Soit w; la solution générale de I’équation homogéne
suivante

agUit1 +aiu; + ...+ Apli—pt1 = O, 1 Z D,

et notons par u; une solution particuliére de 1'équation non
homogeéne (1.17). Alors la solution générale de 1’équation (1.17)
s’écrit
u; = w; + uf.

Remarque La forme de la solution particuliére v} dépend de la forme
de la fonction . Par exemple dans le cas ol ¢ est de la forme
©(i) = c'Q(i), o Q est un polyndéme de degré ¢, alors on cherchera
uf sous la forme uf (i) = ¢ (byi? + by—197' 4+ ... + by), les coefficients
b; seront déterminés par identification.

Exemple Résoudre I'équation aux différences non homogéne suivante
Ujr1 — Uj—1 = 2Z <Z2 + 1) s 1 > 2. (118)
Cherchons une solution particuliére u) sous la forme

uf =2 (i + Bi+7) .
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En remplagant 1'expression précédente de u! dans (1.18) on obtient
le systéeme linéaire

3a =2,
10+ 38 =0,
504 5y =2
apres résolution on trouve a = % 0= —% Y = %. La solution

générale de (1.18) est alors

, (2 20 118
;= 1) 42 S - i —— ), i >2
w =c1+c(—1)" + (32 ot 45>,z_

ol ¢; et ¢y sont des constantes.

Exercices

1. Considérons la matrice tridiagonale suivante

nxn

— Montrer que les valeurs propres de A sont données par

km
=4sin® | —— =1,---,n.
Ak sin (Z(n—i—l))’ k , N

En déduire le rayon spectral et le conditionnement de A.

— Caleuler || A, [Alls, [[A]l.

— Ecrire un script Matlab qui recoit n en argument et renvoi la
matrice A.

— Calculer le conditionnement de A pour

n = 4,10, 20, 50, 100, 200, 300, 500. Tracer le graphe du
conditionnement de A en fonction de n.

— Indiquer un algorithme efficace pour la résolution d’un systéme
linéaire faisant intervenir la matrice A.

2. Soit n > 1 un entier. Posons h = n+r1 et considérons la matrice n X n
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suivante
2 1
w o U 0
2108 1 0
h2 hZ  R2
Ah = : -
: . -1
: . .
-1 3
0 h? h? nxn

— Montrer que A4 est monotone et en déduire que [|4;" ||« < 1.

Indication : Utiliser la Proposition 1.7 en prenant

[ h(1—h) 2hn(1—2h) nh(1—nh)

. Soit A € M,,(R). Montrer que si p(A) < 1 alors la matrice (I — A)

est inversible et que (I — A)™" = > A7,
7=0

— En déduire que si en plus A est symétrique alors le schéma
numérique

Uk = AU® 4+ C, k>0,

ou C' € R", converge pour la norme euclidienne ||.||3 vers un vecteur
UeR"

— Montrer 'estimation suivante

k
U-Y AcC

J=0

1

< k+1
<Ol

2

vk > 1.

. Soient A, B, C' trois matrices carrés d’ordre n. On définit la matrice

suivante
I A B
M = 0o I C
0 0 I

— Montrer que M est inversible et calculer son inverse M .
— En déduire 'inverse de la matrice

102 -1 7 =3
013 1 &5 2
001 0 -1 2
000 1 9 O
000 0 1 O
000 0 0 1



1.4. EQUATIONS AUX DIFFERENCES 19

5. On considére une matrice par blocs sous la forme
A B
M —
ou A, B et C sont des matrices carrées.
— Montrer que M est inversible si et seulement si A et C' le sont.

— Calculer I'inverse de M sous la forme d’une matrice par blocs.
— Application : Calculer 'inverse de la matrice 4 x 4 suivante

1 35 —4
123 7
M= 00 3 -2
00 2 -1

6. Considérons la matrice bi-diagonale de taille n x n suivante

2 1 ... 0
A 0 2
SO
0 0 2
— Montrer que A est définie positive.
— Résoudre le systéme Ax = b, ot b = (by,--- ,b,)" par 'algorithme
de Thomas.

7. Montrer que si r; est une racine du polynome caractéristique
T(A) = ao A + ... + a1 A+ ap,
alors u; = 7’§ est une solution de I’équation aux différences suivante
aglit1 + aru; + ...+ apti—p1 =0, 7> p. (1.19)

En déduire que si le polynome 7 admet p racines simples (r;),_,

alors la solution générale de 1'équation aux différences (1.19) s’écrit
U; = clri + ...+ cpr;.
8. Résoudre 'équation aux différences suivante
Ui+1 + Ui + U1 + Uj—p = 0, 1 > 3
avec les conditions initiales

UOZL Ulz—l, U/2:2.
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9.

10.
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ésoudre 'équation aux différen
Résoudre 'équation aux différences
Uirq — Oy + 1dugy o — 16u;11 + Bu; = 1,

avec les conditions initiales ug = 1, uy = 2, us = 3, ug = 4.

Commande Matlab gallery

La commande Matlab gallery implémente une grande classe de
matrices particulieres.

— Tapez help gallery. Quelles sont les matrices implémentées ?
— Calculer les matrices de Riemann pour n = 15, de Toeplitz pour
n = 10, Krylov pour n = 15, Poisson pour n = 15. Cette derniére
matrice est sous forme sparse convertissez-la avec la commande
full.

— Donner la structure de chacune des matrices précédentes a l'aide
de la commande spy. Que peut-on dire sur la structure de chacune
de ces matrices ?

— Ecrire une fonction Matlab qui implémente la matrice A de
I’exercice 1. Tracer le graphe du conditionnement de A en fonction
de sa taille n. Que remarquez vous ?



