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Chapitre 1

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des es-
paces dont les élements sont des fonctions, et ces fonctions sont telles que
leurs puissances et les puissances de leurs dérivées (au sens des distributions)
sont intégrables au sense de Lebesque. Ces espaces sont des espaces de Ba-
nach. Le fait que les espaces de Sobolev sont complets est tres important pour
démontrer 'existence de solutions a de nombreuses équations aux dérivées
partielles

1.1 Espace H'(Q)

Soit 2 un ouvert de R™. On défini I'espace L*(2) des fonctions mesurables
de carré sommables dans {2 muni du produit scalaire

< fg o= / f(2)g(x)de

L?(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme

| fll2) = (/Q |f(:c)|2dx)%

On note C2°(€2) (ou D(2)) 'ensemble des fonctions de classe C™ et a support
compact sur €2.

Théoreme 1 L’espace C°(Q) est dense dans L*(Q), c’est a dire que pour
tout f € L*(Q), il existe une suite f,, € C(Q) telle que

Jm [1f = fallzae) =0



Preuve. (voir [1], théoreme 3.4.3)

1.1.1 Dérivée faible

Définition 1 Soit u € L*(Q), w; € L*(Q) est dite dérivée faible de u par
rapport a sa i-éme variable si, pour tout ¢ € C°(2), on a

[ g = / wi(2)o(2)dr

w; est notée 2L 52 On note Vu = (wi,ws, - -+ ,wy) € L Q)N le gradient de u

Remarque 1 — St u est dérivable au sens usuel (classique) et % €

ou
Ox;

— La dérivée faible, si elle existe, coincide avec la dérivée au sens des
distributions Dyu, défini par le crochet de dualité
< Diju,¢ >prp= — < u,3 ¢’ >prp, D* est le dual topologique de D =
C(Q) muni de la convergence simple.

~ Inversement si Diu € L*(QQ), c’est a dire il existe w; € L*(Q) t.q

L3(Q), alors la dérivée faible w; coincide avec

< Dju,¢ >= —(w;,¢)12(0)

pour tout ¢ € C(Q), alors 2- = Dyu.

— De méme, on défini la demvee faible d’ordre o = (aq,00,+ - ,an),
D*u = w, € L*(Q) si

(uaDa(b)LQ = (_1)|a| (waa(ﬁ)LQ(Q)

pour tout ¢ € C(Q), ou Dp = ¢

0z 9z5 2 axN

1.1.2 Définition et propriétés

Définition 2 (Espaces de Sobolev ) Soit Q un ouvert de RN, N > 1.
~ 1. L’espace H* () est defini par :

HY(Q) ={f € L*(Q) t.q. Diu € L*(Q);Vi=1;-; N}
— 2. L’espace H™(2), pour m € N*, est défini par:
H™(Q) = {f € L*(Q) t.q. D*u € L*(Q);Va € NV; |a| < m}



Proposition 1 Les espaces H™(S)) sont des espaces de Hilbert lorsqu’on les
munit du produit scalaire

(u,0)gm = Z (D%u,D%) 2

|a|<m

En particulier

1.1.3 Espace H(I), I =|a,b]

Théoréme 2 Soit u € H'(I), alors
— 1. u est absolument continue sur [a,b|:

Va,y € I, u(z) = u(y) + /y o' (t)dt

- 2.
Vo € 1, [u(z) — u(y)] < o =yl 2

— 3. Il existe C' = C(a,b) tel que
Vo € I, [u(z)] < Cllullm

Preuve. 1- f = Du € L?, posons

v(z) = /:f(t)dt

v est asolument continue (primitive d’une fonction de L').
Montrons que DG = f au sens de D'(I). Pour tout ¢ € D(I), on a

b x
DG > — < G = —/ (/ F(O)dt) g () dz

En échangeant I'ordre d’intégration, on a

< DG >— — /j(/tb o ()dz) f(£)dt
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d’oun ,
< DGip>=— [ w0 f(t)it =< fio >

Donc DG = f = Du, par suite G = u + C, ce qui prouve la formule (1).
Les propriétés (2) et (3) découlent de (1).
Théoréme 3 (de Rellich) Si I est borné, alors linjection H'(I) — L*(I)
est compacte.
Preuve. Il suffit de montrer que l'injection H'(I) — C(I) est compacte
car I'injection C'(I) — L2(I) est continue. Pour cela on utilise le théoréme
d’Ascoli. Soit B une partie bornée de H'(I), alors

— B est bornée dans C(I) d’apres la propriété (3)

— B est équicontinue d’apres la propriété (2)

1.1.4 Théoreme de compacité

Le théoreme précédent se généralise a la dimension N > 2 ([1])

Théoréme 4 (Rellich) Soit Q un ouvert borné de RN, (N > 1). Toute
partie bornée de Hj(QY) est relativement compacte dans L*(Q). Ceci revient
a dire que de toute suite bornée de H'(Q), on peut extraire une sous-suite
qui converge dans L*().

1.1.5 Théoréme de densité

Rappel. Un ouvert borné Q de R est dit régulier (ou de classe C') si
le bord de Q est localement le graphe d’une fonction de classe C! et que
est (localement) d’un seul coté de ce graphe.

Théoréme 5 (Densité et prolongement) Soit  un ouvert borné et régulier,
alors :

~ 1. 'ensemble C*>(Q) des restrictions a des fonctions C2(RYN) est dense
dans H(2).
~ 2. 1l existe une application linéaire continue P : HY(Q) — HY(RY)

telle que
Yu € H'(Q); P(u) = u p.p. dans

Preuve. 1- La démonstration se fait par troncature et régularisation. Voir
2], proposition 4.4.2.
2- Essayons de donner la preuve pour le cas le plus simple N =1



Cas I =0, 4 oo].
Prolongeons par réflexion

f u(z), x>0
Pu(z) = { u(—z), =<0

On peut vérifier facilement que v = Pu € H'(R) et ||v]| g1r) = V2||ul| g (r.)-
Cas I =a,b].
Supposons u € H'(0,1), il existe une fonction a € C*°(R) tel que

0<a(x)<1 si x€l=(0,1)
alz)=1 s T <3
alz) =0 s x>1

Posons
v=au+ (1l —a)u

ou @ est le prolongement de u par zéro hors de I = (0,1).

Alors v; = at € H*(0, + 00) et v, = (1 — a)u € H'(—o00,1)

D’apres le cas précédent, il existe Pv; et Pv2 deux prolongements apparte-
nant & H'(R) tel que

1Pvill @y < Cl@)[ullmon, i=12 (Cla) = [lallcr)

Alors Pu = Puv; + Puv, est un prolongement de u appartenant a H'(R), de
plus il existe C'(a)) > 0 tel que

| Pullgrr) < C(a)||ull a0,
]

Définition 3 (Espace HZ(QY)) Soit Q un ouvert de RN, N > 1. On appelle
H}(Q) Uadhérence de C°(Q) dans H'(2), ce qu’on note aussi:

—HI(Q)
Hy(Q) = C(Q)

Si Q =R"Y on a H}(RY) = H'(R") alors que I'inclusion est stricte si  est
un ouvert borné.



Proposition 2 (Inégalité de Poincaré) Soit Q0 un ouvert borné (au moins

dans une direction). Il existe une constante C' > 0 tel que pour toute fonction
v e HHQ),

/Q|v(x)| dx > C’/Q|Vv(a:)| dx (1.1)

Preuve. Pour les fonctions v € C§°(£2), on a déja démontré l'inégalité de
Poincaré (1.1). Par un argument de densité, I'inégalité reste vraie pour toute
fonction v € H}(Q). O

1.2 Théoréeme de trace et formule de Green

Lorsque u est une fonction de L?*(2) ot Q est un ouvert de RY, on ne
peut pas considérer la restriction de la fonction a un ensemble de mesure
nulle car les fonctions de L?(Q2) sont justement définies & un ensemble de
mesure nulle pres. De méme les fonctions de I'espace de Sobolev H'() ne
sont plus régulieres si N > 2. Nous allons montrer dans cette partie qu’il
n’est pas nécessaire que la fonction ait un représentant continu pour que 'on
puisse considérer sa restriction a I' := 9€). C’est ce que nous appellerons la
trace de la fonction sur le bord du domaine.

Cas du demi-espace RY
Commencons par traiter le cas du demi-espace, c’est a dire
RY = {z=(2;zn) e RV"'x R:ay > 0}
On a alors
[:={zr=(2;0):2" ¢ RV}

que nous identifierons & RV,

Théoréme 6 (de trace) Il existe une application linéaire continue, appelée
trace et notée:
% H'(RY) — HP (RN

qui prolonge application restriction usuelle pour les fonctions continues.
Cette application est surjective et son noyau est ker(yy) = Hj(RY).



Preuve. Soit v € C° (R_f), on a

! 2 e ! v /
lv(2’,0)]* = =2 v(x ,xN)%(x N )TN,
0

en utilisant I'inégalité 2ab < (a® + b?), on a

! +Oo / av !
o 0) < 2 / (o(a o)+ 5 o) P

En intégrant par rapport a z’, on a

[ opar <2 [ (o anP + 15 @) P
RN-1 N 8xN

R+

c’est a dire

v(z",0)|| L2gv-1y < [0/l 1wy
Par densité de C’(‘:’O(R—f) dans H'(RY), on obtient la méme inégalité pour
ve HY(RY)

H'YO('U)”LQ(RN*1) < H"UHHI(Rf)
En utilisant la transformée de Fourier par rapport & 2/, on montre que (voir
[DL, Vol. 3])

o)l m2@y-1) < vl @y
de plus 7, est surjective.

La définition de l'espace de Soolev H*(RY), avec s réel, sera donnée en
Annexe. O

Cas d’un ouvert {2

Pour définir la trace d'une fonction sur le bord d’un ouvert de classe C*,
on introduit une partition de I'unité et un systeme de cartes locales pour se
ramener au cas du demi-espace que nous venons de traiter. Nous n’écrirons
pas en détails cette démarche et ne donnons que le résultat (voir [4]):

Théoreéme 7 Soit Q un ouvert borné de classe C*. Alors, il existe une unique
application (linéaire continue) définie de H () dans L*(2) et tel que

Yo(u) = up.p. sur T, siu € H'(2) NC(Q),
de plus Ker(v) = H}(Q).



Formule de Green

Le théoreme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des
fonctions régulieres.
Théoréme 8 (Intégration par parties) Soit 2 est un ouvert borné a frontiére
réguliere, alors, pour touti=1;---; N, on a

[ ubiwds = = [ ubiwds+ [ quterrotm(ud ) ) € (7 @)

ot yu désigne la trace de u sur la frontiére I' et dy(y) désigne l'intégration
par rapport a la mesure surfacique sur I’ (qu’on peut voir comme une mesure
de Lebesque (N — 1)- dimensionnelle), et n = (nq;---;ny) est la normale a
I' extérieure a €.

Preuve. Rappelons que la formule a été établie pour les fonctions de classe
C', on utilise la densité de C'(Q) dans H*(2). Pour plus de détails voir [2],
chapitre 4 . ([l

Théoréme 9 (Formule de Green) Soit Q2 un ouvert de classe C* dans RN tel
que I' soit bornée ou bien ) = Rf. Alors, pour toutes fonctions u € H?(S2)

etve H(Q):
Ju
/ Auvdr = —/ VuVoudx + / —udry
Q Q r on

Précisons une fois encore que dans l’intégrale de bord, il faut comprendre
Yo(u) pour u (la trace de u) sur I et

ou N ou .
%::Z%(ﬁx»mi o, n=(ny---;ny)
i=1 v

1.3 Espace H™(2)

1.3.1 Traces des éléments de H"(f2)

m

Définition 4 HJ*(Q) = AdhD(Q) = D(Q)"



Soit 2 un ouvert borné de classe C? de frontiere 992 = I'. Considérons les
applications (restriction)

70 D) — LA(T)

¢ — @lr
7 D(Q) — L*(D)

0
¢ 3l
Théoreme 10 L’application

v:D(Q) — L*(T)?
ou

u = (U|Fa%|r)
se prolonge par continuité en une application continue de
H?*(Q) — L*(I')?
- De plus, Ker v = H2(Q) et Im v = H¥*(T") x H/*(T)

Espace H*(RY)

Si s > 0, on défini les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire, ou réel,
H(RY) = {u € LA(RY)i € L2(RY))

avec

LIRY) = {v € Lip (RY),(1 + [y*)*?v € L*(RY)}

loc

ol 4 est la transformée de Fourier-Plancherel définie dans L?(RY) par
iy) = @n) " [ ula)e s
RN
SiI" est une sous-variété compacte, H*(I") est définie a 'aide de cartes locales
[4]-
1.3.2 Injections de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que lorsque l'exposant m est
suffissamment grand, les fonctions de H™(£2) ont des propriétés de continuité
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et de différentiabilité au sens classique. On commence par le cas Q = RV.
Rappelons que pour £ entier :

B*RY) := {u € C*R") : | Ilim |Du(z)| = 0, Voo € NV; |a| < k}
T|—-+00
Cet espace est un espace de Banach pour la norme:

lullgs == sup [Du(z)|

N
la|<k zeR

Nous pouvons énoncer un premier résultat :
Théoréme 11 (de Morrey )Soient s € R et k € N vérifiant s > % + k.
Alors :

H*(RYN) — B*(RY) est continue
Preuve. Montrons le résultat pour k = 0, c’est a dire que si s > N/2 alors
I'injection H*(RM) — BY(RY) est continue. Soit u € H*(R"), alors

[ @ = [ ey ey ie < e [ (1+1g) g
RN RN Ry

L’intégrale du second membre est convergente si s > %, alors il existe C' =
C(N,s) > 0 tel que

||a||L1(RN) S C||U| Hs(RN), \V/U € HS(RN>

On sait d’apres le cours d’analyse de Fourier que
ullgo < ||l 1wy

- Le cas général (k > 1) s’obtient en remarquant que

ue H*(RN) = D e H*l*|(RY)
et s — |a| > N/2 pour tout |a| < k. O
On déduit de cette proposition :
Corollaire 1 Soit Q un ouvert de RN borné et régulier (de classe C™).
Alors, pour tout k € N et pour tout m € N tel que m > N/2 + k, lUinjection
H™(Q) — C*(Q) est continue.
Preuve. On peut prolonger toute fonction u de H™(2) en une fonction

u € H™(RY) (voir le théoreme 5 de prolonement). Le théoreme de Morrey
affirme que @ € B¥(RY). On en déduit que u € C*(Q).
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1.4 Espace H ()

Définition 5 H1(Q) = H}(Q) dual topologique
feH(Q)=3C>0tel que | < foo>|< ol Yo € H()

muni de la norme duale

< >
1 f ||t = Suplf’—w
o0 |lollm

Comme D(Q)est dense dans H(f2), on peut considérer que H (Q) —
D'(§2) avec injection i* continue

f — Z*(f) tq < Z*(f),(p >D/7D:< fygp >H71,H6

T =i*(f) est une distribution d’ordre 1
Proposition 3

N
u € H71<Q) <~ Elgl S L2<Q)7 1= 0717"' 7N/ UZQO+Zngz

i=1
Preuve. Découle du théoreme de Riesz, il existe v € H' tel que

N
<up >g = (V) m = (v,9)r2 + Z(Div,Digp)Lz

i=1
Posons gy = v, g; = —D,v, alors
N
<i*(u). >p o= (go,p)r2 + Z(Qi;DiSD)m
i=1
d’ou

N
u=go+ Z D;g;, dans D'

i=1
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