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3.2 Processus VAR

3.2.1 Introduction

Les processus VAR (p), Vector AR, sont une généralisation des processus autorégressisfs au
cas multivarié. Ils ont été introduits par Sims (1980) qui a regu le prix Nobel en 2011 pour
ces recherches sur la cause et 'effet en macroéconomie. Les modeles VAR sont compatibles
avec ’approche économique ot les variables d’un seul systéme sont traitées conjointement

(chaque variable dépend des autres variables).

3.2.2 Représentation VAR

Soit X un processus stochastique de dimension k. X; est un VAR d’ordre p si la forme du

modele dynamique linéaire générale du processus est
Xt =9 + Althl + -+ Apthp + & (1)

A; :i1=1,...,p sont des matrices quadratiques de dimension k.
g; : Vecteur des résidus de dimension k au temps .

0 : Vecteur de constantes de dimension k.

La formule (1) peut étre réécrite de fagon compacte :
A, (L) Xy =0+¢ (1)

avec A, (L) =1y — AL —---— A, LP et E(g) =0, E (ge}) = X, E (e4€),) = 0 pour t # s.

Ce systéme est stable si et seulement si toutes les variables sont stationnaires c.a.d : les

racines de ’équation du polynome retard
det ([, — Ayz — -+ — Ap2") =0

sont en module supérieures a 1.
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Sous cette condition le systéme (1’) a la représentation M A (co)

X, = A7)+ A (L)e

P
= W + &+ ¢1€t71 -+ ¢2€t72 + -
= M+\I]<L)€t

avec : g = I, ¥ (L) = I} _§¢j =AM (L), p= A" (1)6.
Les matrices d’autocovariance (ACV) sont définies par
Px (h) = E((X; — 1) (Xin — )')
On pose § =0 = 1 =0, a partir de (1) on a :
E (X, X,) = AiE (Xo 1 X[) + -+ AE (X0, X1,) + E (2.X1)
d’ott pour h >0 :

Tx(h) = ATy (h—1)+ -+ ATy (h—p), h>0
Ix(0) = Alx(=1)+---+Ax(—p) +X

= Alx (1) +- +ATx () +3%

car v;; (h) = ;; (=h) = Tx (h) = Tx (=h)".

On rappelle que p;; (h) =

(AC) :
Ry (h)=D'T'x (h) D",
avec
_ 1 0 0
4/ 711(0)
O 1
D_l = Y22(0)
0
0 0 !

13
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Exemple : Soit le modele VAR(1) suivant
Xl,t . 0.6 —-0.3 X17t_1 + €14
Xg’t o —-0.3 0.6 Xg,t_l Eat

1 07
avec % = (0.7 1.49) '

1- Donner la représentation compacte.

La représentation compacte est

0.6 -0.3
<I2 N (—0.3 0.6 ) L> Xi = e
avec X; = (ﬁl’t> et g, = <Zl’t) .
2t 2t

2-Le modéle est il stationnaire ?
06 —-0.3
f2 = (—0.3 0.6 ) ‘

10\ (06 -03) | |[/1-06z 03z
0 1 03 06 )7~ 032 1—062

on obtient 0.272% — 1.2z + 1 = 0, les solutions sont z; = % et 29 = %, il est clair que |z;| > 1

On cherche les racines de =0,

=0,

et |z3] > 1 donc le systéme est stable.

3-Donner la représentation M A (00) .

—1
06 —03 06 —03
(IQ - (—0.3 0.6 > L> Xe=a =X = (IQ - (—0.3 0.6 ) L) &t

Donc

explicitement

Xl,t (€1 + 0.6 —-0.3 €1,4—1 + 0.45 —0.36 €1,t—2 I
X27t o €at —-0.3 0.6 €2t—1 —0.36 0.45 E2t—2
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4-Calculer la matrice de variance de ce processus.

D’apres les formules précédentes on a
FX (0) = A1FX (1)I + > et FX (1) = AJ‘X (0)

d’ou
Py (0) = ATy (0) A + %
0 0
Onpose 'y (0) = (%1 (0) 7 ( )) ot Y11 (0) = Var (Xi4) , 799 (0) = Var (Xa) et 715 (0) =
Y12 (0) Y22 (0)
cov (X4, Xoy).

On doit résoudre le systéeme d’équations linéaires suivant :

0.6471; (0) + 0.3675 (0) — 0.097,, (0)
0.187y; (0) + 05575 (0) + 0.187,, (0)

=1
=0.7
—0.09711 (0) + 0.36715 (0) + 0.6475, (0) = 1.49

on obtient

— I'x (0) = (_201;7 _208?l7> . En déduit la corrélation instantanée entre X;, et Xy, :

—0.37

0)= — 20 14904,
P2 (0) = —mm—as

3.2.3 Identification, estimation et validation

Au premier semestre, nous avons vu que pour identifier un processus AR univarié il suffisait
d’utiliser sa fonction d’ ACP, dans le cas d’'un AR multivarié c’est différend, on vient de voir
dans I'exemple la difficulté de calculer les fonctions I'xy dont la dimension augmente avec k
et p. Alors dans le cas VAR, on utilise 2 méthodes : la premiére c’est par tAtonement : par
exemple pour des séries trimestrielles on utilise un VAR(4) et pour des séries mensuelles on

utilise un VAR(12)...etc avec la contrainte : kp < %. La 2éme méthode qui est plus objective

est 'utilisation des critéres d’informations : AIC,...

Pour 'estimation, on peut utiliser la méthode du MV ou bien la méthode des MC (comme au

ler semestre). Dans la validation, on commence par tester la significativité des parameétres
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avec le test de student ensuite on applique les tests de non corrélation et de normalité sur

les résidus.

3.2.4 Prévision
Prévision a ’horizon 1

Xi(1) = E(Xia/It)
- (5 + AlXt + -+ Apthp%»l-

A partir de la représentation VM A
X (1) = p+ier +Pogp g + -+

La forme VAR nous permet de calculer les prévisions et la forme VM A nous permet de

calculer I'erreur prévisionnelle.



