Application ala résolution des éjuations diffé&entielles :

Supposons, par exemple que nous désirions résoudre 1’équation
diffé&entielle  suivante :

d"y(t) d"y(t) dy(t)
b, e +b, TR S +b1T+b0y(t)=
m m-1
w+a d X(t)+ ...... +a1dx(t)+aox(t)

R T dt
La méthode pour rechercher la solution s’énonce comme Suit :

1 — traduction des €guations temporelles dans 1’espace de la place en
utilisant le tableau des propriéé& fondamentales de la transformation
de laplace.

2 — recherche de la solution par simple calcul algéorique.

3 — traduction de la solution dans le temps a I’aide du tableau des
transformations des fonctions les plus souvent utilisees.

Souvent le résultat trouvé en 2 n’est pas directement lisible dans le
tableau des transformées de Laplace. Souvent c’est un quotient de
polyn@me ens. La traduction dans I’espace temps a partir du tableau
est difficile, voir impossible. On préé&e donc dé&omposer la solution
en une somme de fonctions connues.

Num(s)=n f
Den(s) i=1s+ P

©)

ou:
p; : sont les racines des dénominateurs.

Chacun des termes de la somme (3) se trouve dans le tableau des
transformeéss des fonctions usuelles et ont sait que la somme est
conservé par la transformé de Laplace. On obtient donc une



expression temporelle sous forme de combinaison lin&ire de signaux
simples.

Exemple 1 :
Soit a résoudre 1’équation différentielle suivante :

d*y(t)
dt?

+y(t) = sm 2t
avec:
y(0)=1
y(0)=2
En utilisant la transformation de Laplace, on obtient :

$2Y (s)—sy(0)— y (0) +Y (s) = szi -

On dé&ompose le deuxiéne rapport de Y (s) en ééments simples :

3 A LA 11
(s°+4)(s+1) s*+1 s’+4 s+l s°+4
On obtient :
s+2 1 1 S 3 1
Y(s)==

s+1 241 5244 241 $2+1 S2+4

A partir de la table des transforméss de Laplace, on obtient :



! ZS }= ost

| S°+1
7 23 }: sint

| s°+1

1 21 }:linZt

| s°+4 | 2
Finalement :

. 1.
y(t):cost+33|nt—§sm2t

Exemple 2 :

Soit a résoudre le systéme d’équations suivante :

0
dt

dy(t) .
T X(t) +sin(t)

Avec :
x(0)=1

y(0)=1
On écrit d’abord le systéme dans le domaine de Laplace :

= 2y(t) + cos(t)

sX(s) - x(0) = 2Y(s) + —
s°+1
SY(s) - y(0) = X(s) + —
ST +1
SX(s) - 1 = 2Y(s) + —
s +1
1

sY(S) -2 = -X(s) + —
s*+1



s+4 1

X(s) = +
(s) 242 s?+1
2s5-1
Y(s) =
() s?+2

En dé&omposant X (s) en ééments simples, on obtient :

2 1

X(s)= > 2+i T
s*+(+2) \/Esz+(\/§) s°+1

Selon la table de Laplace on obtient :

X(t) = cosv/2t + 22 sin /2t + sint

D’une manié&e analogue, on déermine y(t) :

Y (s) = 2s 1 2s 1

(s) = 2 T2 - 2 2
$°+2 s°+2 52+(\/§) 52+(\/§)
__ s N2 2
(225 (e]

D’ou:

y(t) = 2 cos/2 t - % sin/2 t
Exemple 3 :
Soit aréoudre :

2
d di’z(t) -3 di;(tt) +2y(t) = 46




Avec:
y(0) =-3
y'(0) =5
Sous forme de Laplace, on aura :

5 (5) - 5y(0) — ¥ (0) ~3sY (s) + Y(0) +2Y (5) = 3%2

SZY(S)+35—5—3SY(S)—9+2Y(s)=S;"2
4
Y 2_3s+2|+3s-14=——
(S)[s S+ ]+ S =
Y(s) = 4 L 14-35 _ 35°+205—24
(52—35-1-2)(8—2) s —3s+2 (5—1)(5—2)2
7 4 4

= + + 5
s—-1 s-2 (3_2)
En utilisant la table de Laplace:

-7 4 4
+ + .
s—-1 s-2 (5_2)

y(t) =2" { ] =— e'+4e* +4te*

Exemple 4 :

On veut connaTre le courant i(t) d’un circuit RL auquel on applique
une tension e(t) = Au(t).

L10,0 R1 0,0
A AN

AN\ \




On écrit b d’abord 1’équation du circuit :

i) | i () _
L=~ +Ri®) =e )

On I’a traduit dans 1’espace de Laplace :
Lsl(s)+RI(s) =E(s)

AVec:

E(s) :i

S

On exprime le courant en fonction de la tension :

__1 A _A_b
1= Ls+RE(S)_s(Ls+R)_ R (s—b,)

A I’aide du tableau de Laplace, on obtient :
. A gt
i(t)=—2(1-e

=2 )

Forme généale de la fonction de transfert :

L’une des propriétés fondamentales de la transformation de
Laplace est qu’elle permet de caractériser tout systéme ou éément
lin&ire par une fonction caracté&istique dans le domaines, ce qui est
impossible avec les éjuations temporelles.

On considere un systéme linéaire dont les grandeurs d’entrées et
de sorties sont liées par une éjuation diffé&entielle a coefficients
constants, soit :



d"y(t) d"y(t) dy(t)
b +b, + et b —=+byy(t) =
n dtn n-1 dtn_l tll dt Oy()
d"™x(t) d™x(t) dx(t)
—=+a +oveta —=+aX(t
"odt" "t dt™t &g T
ou: a,,......,a, eth,,......,b,, &ant des constantes.

Si I’on admet que le systéme est initialement au repos, en utilisant les
propriées de la transformation de Laplace, il vient :

a,s"Y (s)+a, " Y (S) +....+a,;SY () +a,Y () =
b,s"X (s)+b,, ;S X (S) +....+ b, X () +b, X (s)

En mettant Y (s) et X (s) en facteur :
Y(s)[a,s" +a,,8" +.t A S 3y | = X(S)[ b, +by, S by by |

D’ou I’on tire immédiatement un rapport de deux polynomes de la
variable s :

Y(s) b,s"+b,S" " +..+b +b
X(s) as"+a, S"+..+a5+8a,

H(s)=

Q) T,

i

Zm:bisi
H(s) =) _

o

—



H(s) est appelé transmittance ou fonction de transfert. C’est un
rapport de deux polyn@mes N(s) et Q(s) lorsque les conditions

initiales sont nulles.
Par conseguent :

Equation différentielle d’un systeme

v v

Transformeé de Conditions initiales
Laplace nulle

v

Fonction de transfert

Ainsi, le quotient des grandeurs de sortie et d’entrée exprimées
dans I’espace de Laplace est appelé fonction de transfert. Sa valeur est
obtenue par le quotient des polynGnes en s formé& par les
coefficients de I’équation caractéristique.

Y(s)= H(s)-X(s)

Cette expression permet de repré&enter graphiquement la relation de
cause aeffet entre ces deux variables

H(s)

X(s) —> —> y(s)

Déerminant les racines des polyn@nes du numéateur N(s) et
du déominateur Q(s), la fonction de transfert s’écrit :



ou:
k=L
a

n

- Les z; sont appelé&s les z&os de la fonction de transfert
- Les p; appeles les pdes de la fonction de transfert

Dans un systame physique, le degré m du polyn@ne déominateur
sera toujours sup&ieur ou &jal au degrén du polynéme numéateur.

Remarque :
Les fonctions de transfert ne sont pas toutes des expressions
algéoriques rationnelles.

Exemple 1:
On veut déerminer la fonction de transfert du réseau éectrique RLc ,
on suppose que le courant i(t)est la grandeur de sortie et la tension

e(t) est la grandeur d’entrée.

R L C

2 (t)

L’équation qui caractérise la relation entre la tension e (t) et le courant
1(t) s’écrit :

di(t)

e(t)= LF

+Rmu0+1ﬁamt
C

Sous forme de Laplace, on aura :



E(s) =Lsl(s)+RI(s) +i 1(s)
cs

Alors:

E(s)= I(s)[Ls+R+i}
cs

La fonction de transfert s’écrit alors :

I(s) 1

B Ly R+i
cs

H(s)=

Exemple 2 :

Soit le réseau dectrique suivant, on désire déerminer la fonction de
transfert sachant que :

U, (t) est le signal d’entrée et u,(t) est le signal de sortie.

ity R

Ue ()

Soit :
u, (t) = Ri(t) +u,(t)

u (t) = % j i(t)dt

Sous la forme de Laplace :
U, (s) =RI(s) +U,(s)

Us(s):c—lsl(s) = I(s)=U.cs



Par consequent,

U, (s) = ResU,(s) +U(s)

U, (s) =U,(s)[Res+1]

U(s) 1

U.(s) Recs+1

Dans le cas ou le systene ne part pas du repos, on est amené a

appliquer le théaréme de la dé&ivation sous sa forme géné&ale, cela
donne :

H(s) =

U, (s) =H (s)U,(s) +V,(s)
OuV,(s) : terme complénentaire dGaux conditions initiales.

Différentes formes d’écriture de la fonction de transfert :

Selon les besoins des calculs des systa@mes, on utilisera des formes de
fonction de transfert mieux adaptées, qui se pré&e facilement a
I’analyse temporelle ou fréquentiel des systemes asservis.

Soit la fonction de transfert d’un systéme sous la forme initiale
suivante :

_Y(s) _N(s) b,s"+b, s""+...4+b +h
X(s) Q(s) as"+a,,s" +...+as+a,

H(s) (4)

S’il y a un poéle a I’origine de multiplicité a, on peut modifier la
représentation (4)

Comme suit :
m m-1
H(s) = b.s +bm—l? +....+Db +Db, _ aN(s)
(a,s" +a, 8" +....+as+3)s*  $"Q(S)

On conclue que le systéne dé&erit par la fonction de transfert H(s)
compte o intégration.



1) Forme de Bode :
On exprime d’abord les racines de chaque polynome :

e (5—2)(5=2;)wermens (s—z,) L
H () ks“(s—pl)(s—pz) ......... (s—p,) K a

Lorsque les racines des polyn@mes sont reelles, on met en facteur les
coefficients de chaque polyn@me et on exprime leurs constantes de
temps.

Sil’on pose :

1 1
Enposant: 7y =—— et 7, =—— les constantes de temps.
La forme de Bode de la fonction de transfert :



Avec:
ky : est appelé gain de Bode est par déinition le coefficient du

numérateur de (5). C’est le gain du Syst@me en r&jime permanent.
2) forme d’Evans :

Pour cette forme, on met en é&idence les coefficients sup&ieurs de
chaque polyn@ne et on exprime leurs racines :

o (5=2,)(5=12, )errerrrnn (s-z,) . avec k= Pn
e kS”‘(S—lol)(S—loz) --------- (5=p0) ‘ %

m

[1(s-2)

H(s) =k L ———

n

[1(s-p;)s”

=1

Exemple :

Soit le systame deerit par I’équation différentielle du 1° ordre
suivante :

dy(®)

0 by y(t) = a,x(t)

by

Sous I’espace de Laplace :



b,sY (s)+b,Y (S) =a,X(s)

His= Y6 2
X(s) by+Dbs

a =0 : aucune inté&ration

On note I’existence d’une seule racine au dénominateur (1 pde) :

La fonction de transfert sous forme d’Evans sera :

Posons :
k=22 il devient :

b,

_Y(E) _ Kk
e R

b,

-
© b

_Y() __k
T Ry

A présent le gain de Bode k; :

H(s) =

k
i)

Soit: k; = K & > gain de Bode

= |

1 0



1 N
Et :z, = —: constant du temps du systéme :

La fonction de transfert sous la forme de Bode sera :

Y(s) 1
X (s) "1+ ST,

H(s)=

Transformation des schémas fonctionnels :

Habituellement, les syst@mes asservis sont représenté&s par des
schémas fonctionnels assez compliqués, il peut comporter un nombre
important de blocs et de boucles. Pour construire la réponse aune
entrée test et analyser 1’évolution du systéme, il est important de
préciser la fonction de transfert qui relie d’une part la grandeur
principale de sortie et la grandeur principale d’entrée.

De ce fait, on est amenéaappliquer un certain nombre de regles
permettant de simplifier le schéna fonctionnel.

La forme canonique des schénas fonctionnels est un moyen de
ré&luire ces derniers en un sché@mas beaucoup plus simple aé&udier
tout en utilisant les lois d’associations des éléments reliés soit en S&ie,
soit en parallele. Cette forme nous permet d’obtenir une fonction de
transfert du systéme sous une forme simple et facile aéudier.

En pratique, il existe trois modes de connexion des &éments
composant le systéme asservi.

Connexion en série :

On appelle connexion en sé&ie, un systéne composéde plusieurs
¢léments tell que la sortie de I’un constitue ’entrée du suivant.

E(s) Hiis) | Xi(8)| H2(s) | Xo(8)] H3(s) | S(9)




Chaque éément est caract&isépar sa fonction de transfert :

MO0 HE=g S

Hl(s): Xl ( )

E(s)

On peut &rire :

X, (8)= H,(8)-E(s) (@)
X,(8)=H,(s)- X, (s) (2
S(8) =Hs(s)-X,(s) (3

En remplagnt (1) dans (2)

X,(8) = H,(s)-Hy(s) - E(9) (4)
Puis (4) dans (3) on obtient:

S(s) =Hy(s)-H,(s)-H;(s)-E(s)

D’ou la fonction de transfert reliant 1’entrée principale a la sortie
principale :

H@-§%H@H@H@

La fonction de transfert d’un systéme composé de plusieurs ¢léments
en sé&ie est le produit de toutes les fonctions de transfert des ééments
en sé&ie.

H(s) =] [H.()

Connexions en parallée :



On appelle une connexion en parallde, un systéme composé de
plusieurs @éments de telle sorte que la grandeur d’entrée est la méme

pour tout les @éments et la grandeur de sortie est la somme des
grandeurs de sortie de chaque éément.

H1(s) Si(s)
—>
+
E(s) | H2(s) S,(s) +i S(s)
+
5 H3(s) S5(9)

Chaque éément est caract&isépar sa fonction de transfert :

Hl(s) = Sl (S)

E(s)

_S5,(s)
H,(s) = E(S)
_S:(8)
H,(s) = E(S)

On peut &rire :

S,(s) =H,(s)-E(s)
S,(8) =H,(s)-E(s)
S;(8) = H;(s) - E(9)

La sortie principale est déerminee par la relation suivante:



S(s) =S,(8) +S,(s) +S5(s)
D'o?:
S(s)=H,(s)-E(s)+H,(s)-E(s) + Hs(s) - E(s)

La fonction de transfert sera &al &:

H«»:§%=H49+HA$+H49

Par conséquent, la fonction de transfert d’un systéme composé de

plusieurs ééments en parallées est la somme des fonctions de
transfert de chaque éément.

H(9) =D H,(9)

Connexion en opposition parallée :

Soit le schéna fonctionnel repréentant une connexion en opposition
parallée.

E(s) + £(s) H(s) S(s)
> > >
+ |Y(S)
H2(s)
%

La connexion en opposition parallée est composeés principalement par
une chame d’action et une chame de ré&ction (positive ou negative).
ou:

H,(s) : est la fonction de transfert de la chaine d’action



H,(s) : est lafonction de transfert de la chame de réction.

Les fonctions de transfert de chaque éément sont :

_S()
H,(s) = )
_Z(8)
H,(s) = 5(9)

et &(s)=E(s)xZ(s)
On peut &rire :

S(s) =H,(s)-&(s) (a)
e(s)=E(s)+Z(s)  (b)
2's)=H,(5)-5)  (c)

En remplagnt (c) dans (b) puis (a) dans (b), on obtient:

S(s) = Hy(s)[ E(s)*+(H,(5)-5(9)) |
La fonction de transfert du systame sera égale &:

CS(s) . H,(9)
T E(s) 1FH,(s)-H,(s)

S(s)
t

Nous remarguons que le numé&ateur est composé€essentiellement des
fonctions de transfert de la chaine d’action ou directe et le
dénominateur forme une somme entre ['unité et la fonction de
transfert de la chame ouverte de ce systame lorsque la chame de retour

est de signe négative.

Toute fois, lorsque la chame de retour est positive, le déominateur

sera plut& la diffé&ence entre ces deux termes.

La forme générale de la fonction de transfert d’une connexion en

opposition parallée sera :



n

— S(S) _ D(S) _ H Hiaction (S)

i=1

. E(S) ) ol (S) _ 1+ ﬁ H iaction (S) ’ ﬁ H retour (S)

H (s)

D(s) : Fonction de transfert de la chame directe

T(s) :Fonction de transfert du systéme ouvert

H...ion (S) : Les fonctions de transfert des @é@ments en sé&ie de la
chame d’action.

H oo (8) : Les fonctions de transfert des @éments en sé&ie de la

chame de retour.
Réduction d’un systéme en un systéme a retour unitaire :

Généralement, I’étude d’un systéme asservi se rameéne a celle d’un
systame aretour unitaire. Habituellement la mesure de la grandeur de
sortie est modifié& par une certaine fonction de transfert

H, (s) différente de 1’unité.

E(s) + £(s) S(s)
> NIt >
-1Y(s)
Hr(s)
%
Avec .
H (S) _ S(S) _ Hl(s) (1)

CE(S) 1+ H,(s)-H,(s)



L’intérét de dette considération résulte dans la possibilité de rendre
cette structure de systéme aretour non unitaire en un systéme aretour
unitaire.

L’expression (1) peut &re &rite de la mani&e suivante :

Hig - O H()
L+H,(5)-H,(8) H,(5)

d'o?:

H(S){ H,(5)-H,(5) } 1
1+H1(S)'H2(S) Hz(s)

avec: H(s)=H,(s)-H,(s)

H,(s)= Hl(s)'Hz(S)
T L H(9)H(9)

et H (s) = = 1(3)

Graphiguement, on obtient.

B [umne) | dg “L [ et oo (9

- 1Y)

Les deux fonctions de transfert des deux schémas fonctionnels fig30 et
31 sont exactement identiques.

Les regles sur les schénas fonctionnels :

En pratique, il faut toujours veiller aré&luire les schémas fonctionnels
compliqués en une représentation la plus simple possible.



Nous repréentons ci dessous quelques regles de simplification des
schémas fonctionnels.

E(s) S(s) E(s) S(s)
—>| His) —> H2s) > —>»| (2HEIH >
—>»| Hi(s)
E—(S) :1—)8(8) E(—)S) (s)2H+(s)1H _;(s)
> Hoe) —A
E(s S(s)
ML) E(S) H1(s)/1£H1(s).H2(s) S(S)
d +HI(s).
H2(s) €
S(s)
H(s) > E(s) L S(s)
S ()/1+H(s) >
E(s S(s E(s S(s
9, 5§ o}
Y(s) Y(s)
> 1H(s) P
E(s S(s E(s S(s
O, % >
Y(s) Y(s)

—> > H(s) —>»




L

E2(s)
—>

(s)H

H(s)

T S(s)
+

(s)H

)S(s)




Exemple 1:
On desire ramener le schéna fonctionnel suivant ala forme la plus
simple:

H3(s) T
H1(s) H2(s) 3

H4(s)

YU')

Etapel :
Il faut toujours commencer par simplifier les boucles inté&ieures pour
arriver aux boucles exté&ieures.

E(s) H1(s)/1+H1(s).H4(s) > H3(s).H2(s) . S(s)
Etape?2 :
E(s) HL(S)(H3(s). HA(S))/(1+HL(5).HA(S)) . S ()S)
Etape3 :

E(s) G/ (1+G) SSS)




Exemple 2 :
On d&ire mettre le schéma fonctionnel suivant sous la forme
canonique.

E(s)+ + S(9)
H1(s) J > H3(s) > H4(s) >

H2(s)
H5(s) <€
Etapel :
E(s + S(s
( HL(s)/(L+H1(s)H2(s)) H3(s)/(1-H3(s)) } H4(s) (2
H5(s) €
Etape2 :

ia’, S(s)
H1E)/(1+HL(EH2(S) ey W(S)/(1-W(S)) >

H5(s) €




Etape3 :

E(s) —_—

G(s).W(s)/ (1+G(s)W(s)H5(3))

3 S(9)

La fonction de transfert du systéme :

e S6) __ COWE)

T E(s) 1+G(s)W(s)H5(s)



