Chapitre 111 : Fonction de transfert d’un systeme asservi

Jusqu’a présent, nous avons supposé étudier la réponse des systemes
asservis par rapport a I’entrée principale. Dans ces conditions, on a
considéré que les perturbations sont nulles. On a symbolisé le systeme
par un schéma fonctionnel ol on ne fait figurer aucune perturbations.
Par conséquent, il faut distinguer I’analyse du systéme par rapport a
I’entrée principale ou par rapport a la perturbation. Selon le principe
de superposition, on peut étudier le fonctionnement du systeme en
considérant séparément chaque signal d’entrée. Lorsqu’on considére
la perturbation comme signal d’entrée, on suppose dans ce cas,
I’entrée principal comme nulle. Soit le schéma fonctionnel
représentant un systeme asservi quelconque figure suivante.

P1 P2

E(s)+_ (s - - S(s)
Hi(s) F» H2(s) H3(s) H4(s) >

Y6)

H5(s) <€

Analyse selon ’entrée principale:
Si I’on vent étudier la réponse du systéme asservi relative a I’entrée
principale E(s) . On considere dans ce cas les perturbations B, et P,

nulles. Le schéma fonctionnel deviendra comme suit.

E(s) +_&(s) S(s)
H1(s) > H2(s) > H3(s) > H4(s) >

Y(s)

H5(s) [€




Dans ces conditions et a la lumiére des regles de transformation des
schémas fonctionnels, la fonction de transfert relative a I’entrée
principale sera égale a :

H(s)= Hl(S)-Hz(S)-Hs(S)-H4(S)
L+ H,(5):H,(5)-Hy(8).H, (5)Hy(5)

Analyse selon la perturbation:

Si ’on veut a présent étudier la réponse du systéme relative a la
perturbation P,, on considere dans ce cas, ’entrée principale E(s) et

la deuxieme perturbation P, nulle. Le schema fonctionnel deviendra
comme suit.

P1(s) + S(s)

> H3(s) > H4(s) >

Hi(s) €= H2(s) € H5(s) <€

La fonction de transfert relative a la perturbation sera :

_ H,(s)-H,(s)
1+ H,(5).H,(s).H,(s).H,(s).H(S)

H(s)

D’une maniére analogue, si on veut étudier la réponse relative a la
deuxiéme perturbation P,, on considere alors que ’entrée principale

E(s) et la premiere perturbation P,(s) comme nulles. Le schéma
fonctionnel deviendra :

P2(s) + S(s)
> H(s) >

Hi(s) €= H2(s) € H3(s) (€ H5(s)




La fonction de transfert sera :

_ H,(s)
14 H,(5):H,(5)-Hy(5).H, (5).Hs (5)

H (s)

Analyse selon ’erreur:

Nous allons maintenant déterminer la réponse du systeme en
considérant comme sortie principale I’erreurs(s). Le schéma

fonctionnel sera comme suit.

(s S(s
+ -

Hi(s) €= H2(s) [€— H3(s) [€— H5(s) (€= H4(s)

La fonction de transfert sera égale a:

1
"1+ Hy(5)-H, (5)-H (s)-H, (5)-Hg ()

H (s)

On peut remarquer que toutes les fonctions de transfert possedant le
méme dénominateur : 1+ H,(s).H,(s).H,(s).H,(s).H;(s)
Ceci caractérise les propriétés propres du systeme quelque soient les

signaux d’entrées. En autre I’équation :
1+ H,(s).H,(s).H,(s).H,(s).H.(s)

Est appelée équation caractéristique du systéme asservi

Relation entre la fonction de transfert et les réponses aux entrées
tests :

Considérons le systeme asservi représenté par le schéma fonctionnel
suivant.



E(s) ; H1(s) S(s)

H2(s)

A ——

On veut étudier maintenant la réponse du systéme relative a I’entrée
principale pour les différentes entrées d’essai.

Te(t) w Ae(t)
IENG VS G BN

Ou:

\ s(t)
> Systeme

H.(5)
1+ H,(s).-H,(s)

H(s)=

a) utilisons d’abord comme signal d’entrée, 1’échelon unite :

e(t) =u(t) =1

m@)== S(S) avec: E(s):U(s):%

H (S)

S(s)=H(s).E(s)=——= = H(s)=s.5(s)

Ce résultat montre que la fonction de transfert n’est que la transformée
de Laplace de la dérivée de la réponse unitaire.
b) d’une maniére analogue, utilisons I’impulsion unité comme
entrée d’essai :



e(t) =4(t)

S(s)
E(s)
S(s)=H(s).E(s) = H(s)=S(s)

H(s) = avec: E(s)=0(s) =1

Pour une impulsion unité, la fonction de transfert n’est que la
transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle.
c) utilisons a présent le signal rampe comme entrée d’essai :

e(t)=r(t) =t

S(s)=H(s).E(s) = H(s)=s>.5(s)

avec: E(s) =R(s) :siz

La fonction de transfert n’est que la transformée de Laplace de la
dérivée seconde de la réponse a une rampe.

Systemes fondamentaux :
Introduction :

L’analyse temporelle d’un systéme quelconque peut dans de trés
nombreux cas étre approximée par un systeme du 1° ordre ou du
second ordre.

Nous allons présenter dans ce chapitre 1’étude de ces deux Systémes
fondamentaux : le systéeme du premier ordre (simple dérivation) et le
systeme du second ordre (double dérivation).

Systeme du 1°" ordre :
Définition:
Un systeme d’entrée X(t) et de sortie y(t) est du premier ordre s’il

est régi par une équation différentielle du premier ordre a coefficients
constants.

rm + y(t) = kx(t)

dt
ou:



k est le gain du systéeme
7 est la constante du temps

Exemples de systéme du 1°" ordre :

a) circuit RC
R
AN
Ve (t) - C Ve (b

[=} =l

La relation entre v (t) et v, (t):

Rc

dv, (t)
o U s(t)=v.(t)

b) circuit RL

L’équation différentielle entre v, (t) et v,(t) :

L dv, ()

R dt +V (1) =V, (t)



c) Systéeme mécanique :

Ou:
J : Moment d’inertie.
f : Coefficient de frottement.

C,,: Couple moteur.

Réponses aux entrées tests :

Soit I’équation générale sous la forme canonique :

0]

ot + y(t) = kx(t)

Si les conditions initiales sont nulles y(0) =0, la transformée de
Laplace de cette expression est :

7SY (S)+Y (s) =kX(s)

La fonction de transfert du systéeme est alors :
Y(s k
O
X(s) C1+7s



X(s) > Ky

1+7s

a) Réponse impulsionnelle :

La réponse impulsionnelle est la réponse a une entrée de type
impulsion o (t) .

X(t) =6(t) = £ [x(1)]

La sortie Y (s) seraégale a:

N | X

V()= X (g ==
1+7s 1+7zs Dog

N

Dans le domaine temps, la réponse impulsionnelle est donnée par:
Kk
2 Lt
y(t)=£ :{—e f}u(t)
1 T

“+s
T

La représentation sous forme graphique sera :

i ¥t



b) Réponse indicielle :

La réponse indicielle est obtenue pour une entrée échelon uniteé :
Soit :
X(t) =u(t) = £ [x()]=X(s) o
s

La sortie a donc pour expression :

k k
Yo :mx(s) :(1+rs)s

Pour déterminer la réponse temporelle, il est préférable de decomposer
I’expression de la sortie sous forme de Laplace en éléments simples
dont la transformée de Laplace inverse est facile a déefinir (formes
usuelles).

Décomposition en éléments simples :
Méthode de fonction simples : (méthode parmi plusieurs).

Si Y(s) se présente sous la forme d’un rapport de deux polynémes

dont le dénominateur est de degré égal ou supérieur a celui du
numeérateur.

Y(s)= Ay + As Fon +A1“+A2

(s—s)" (s—s)" S-S, S—S, S-S,

Ou: s, estun pole multiple de Y (s) de multiplicité n;
S,, S; sont des poles simples de Y (s)

Les différents coefficients de la décomposition se calculent suivant les
relations suivantes :



A= (S_Sl)nY(S)

s=5;
A, = %[(s—sl)"v(s)]s_%
1d?

Ay = 5@[(3—51)“((3)}

s=5

L’absence d’un pole multiple simplifie encore la décomposition

V()= 4 B

—4
S-S, S-S, s—S

Ou: s,S,,...,S, sontdes polessimples

Dons notre cas on a:

V)X A A

(1+7s)s  1l+zs iy

On trouve:
A =—kr
A =k
O

s 1+7s



La transformée inverse de Laplace donne :
_t
y(t)= k[l—e fju(t)

La représentation graphique de la réponse indicielle généralisée sera:

B — At =Tr

Notons que si le gain k est différent de 1 alors, il existe un écart entre

les amplitudes d’entrée et de sortie en régime établi. On admet
généralement une erreur de I’ordre de £5% de la valeur desirée.

Etudions quelque caractéristique de cette réponse pour :

t=7; y(t)=k(1-e™)=0.63k
t=3r; y(t) =k (1-e) =095k

Il faut remarque que le temps qui correspond au temps ou le systéeme
atteint son regime definitif a 5% est appelé temps de réponseT, , il est
égal a environ 3 fois la constantes de tempsz .

La figure suivante présente la réponse de plusieurs systemes du
premier ordre de méme gain k et de différentes constantes de

temps .



Ou:
T3>-TZ>-Z'1

Nous constatons que r caractérise la rapidité du systeme a atteindre

son régime permanent. Plus le systéme atteint son régime permanent
rapidement. Nous voyons que pour une constante de temps trés petite,
la réponse se rapproche de ce que serait celle d’un systeme idéal ou

y(0) =kx(t)

Réponse a une rampe unitaire :

La ramper(t) est I’intégrale de la fonction échelon unité
Soit :
x(t)=r(t) =t = £[x®)]= X(5)=R(s)=—
S

La sortie a pour expression :

k

k
YO = X = ee

Une décomposition en éléments simples mous donne :



k k kr kz?
Y(s) = ———— =tk
(1+7s)s* s s 1+7s

D’ou la réponse temporelle :
ot
y(t)= k(t—r+re ’]

La représentation graphique est :

b0

En calculant le signal d’erreur entre la valeur d’entrée et celle de sortie
pour k =1, on obtient :

e =lim(x®)-y(®) = lim(r(l_ein

t>w t>w

On obtient : e(t)=r

On remarque ainsi que la sortie n’arrivera jamais a rattraper la rampe.
On observe que la rampe d’entrée est atteinte par la sortie avec un
retard z .



Systeme du 2¢™ ordre :
Définition :
Un systéme physique d’entrée X(t) et de sortie y(t) est du 2°™ ordre,

s’il est régi par une équation différentielle du 2 eme ordre a
coefficients constants.

d’y() . dy(® _
b, e +by o +byy(t) =a,x(t)

Ou: b,,b,b,,eta, sont les coefficients de I’équation différentielle

Exemples de systémes du 2™ ordre :

a) Circuit RLC :

I L
o ANA, A .
Ve (L) = C w=it)
2
LeB%O e M)y 1y, 1)

dt?

b) Systéeme mécanique:
k

AAAN—

m x(t)

1|
1]
t

yit)



Ay |y

L f L k() =x(0)

La fonction de transfert est alors (conditions initiales nulles)

H(S) _ Y(S) — %
X(s) b,s*+bs+h,

La fonction de transfert d’un systéme du second ordre peut également
étre factorisée en faisant apparaitre des parametres particuliers.

k

2
(s] +£s+1
W, @,

H(s) =

ou:

k=2

h . est le gain statique du systéme (gain en régime permanent)
0

fb , _— .
@, = ,|— : est appelée pulsation libre ou pulsation naturelle ou
b2

pulsation propre du systéme non amortie (rd /s >0).

Z= 5 % - . est appelé amortissement du systeme ou facteur
0™~2

d’amortissement.

X(s) (5]2 L2z y(s)




Réponse aux entreées test

Pour plus de facilité, nous allons déterminer les réponses permanentes
pour les entrées en échelon et en rampe. Le régime transitoire sera
déterminé a partir de la réponse impulsionnelle. La réponse temporelle
correspondant sera définie comme la somme des deux régimes.

a) Régime permanent :

Pour une entrée en échelon unité x(t) =u(t) , la réponse permanente

. . : a
est une constante égale au gain statique k = b—°
0

y, () = ku(t)

Pour une entrée en rampe x(t) =tu(t), la réponse permanente est une
.. 21
rampe de pentek , retardée a I’origine de At=— .
Wy

b) Régime transitoire (Réponse impulsionnelle)

L’entrée est définie parx(t)=0o(t), soit dans le domaine de
Laplace X (s)=1.
La sortie a pour expression dans 1’espace de Laplace.

Yt (S) = K

1 22
=P+ s+l
@, @,

Pour décomposer la sortie Y, (s)en eléments simples, il est nécessaire

de factoriser le dénominateur en faisant apparaitre les racines du
polynéme caractéristique :

izsz+ 2Z5i1-0
23 2



On constate que la nature des racines de 1I’équation caractéristique
dépend du signe déterminant :

2
2

A=
Ce qui ameéne a distinguer trois cas en fonction des valeurs du facteur
d’amortissement Z .

z>-1: A >0, le dénominateur possede deux racines réelles distinctes

S, =— 2@, tapNz? -1

z=1:A=0, le dénominateur posséde deux racines réelles
confondues :

S 2 =0

z<1: A<0, le dénominateur posséde deux racines complexes
conjuguées :

S, =— Loy T ayN1- i

z>1 i z=1 i z <l al
o P2
——O0—F—+ R —0——+—® R » R
P1 Pz P1:P2
°© P

Examinons chacun des cas:



a) z>-1:

S, =@, (—z +4/2° —1)

Si I’on pose:
1 1
s=— et §5,=—
Tl T2
Ou T, et T, sont les constantes de temps.

La réponse se décompose en deux éléments simples :

b C

Ay Ay

Il vient :

() =Aem ' zze[é]

Le régime transitoire est donc une combinaison linéaire de deux
exponentielles du type de celle des systemes du premier ordre.
Ou: A et A, sontdéterminés a partir des conditions initiales d’ou :

A= et A= Al
T,-T, T,-T,

La forme générale du régime transitoire :

t t
y(t)=k %( le—%e( )

La réponse temporelle complete qui correspond a I’application d’un
échelon unité a pour expression :



L L
y(t) =k 1—T1ET2 o le—TlT_—sze[ o

Le comportement du systéme est non oscillant et amorti comme le
montre la figure suivante :

vk

Lorsque le coefficient d’amortissement z augmente, la réponse du
systeme devient plus amortie et le temps de réponse augmente.

b) z<1:

S, = @, (—Zi J\/l—T)

On décompose en élements simples pour aboutir aux formes
suivantes :

s+a ot b

s+a)’ +b? s+a)’ +b?
(s+a)

Dont les transformées inverses sont respectivement



gt cos(bt) et et sin (bt)

On en déduit la forme générale du régime transitoire :

z

’ _ 92
yt(t):AeZ“’O‘sin[a)oxll—z2 t+arctg 172 j

ou:

La réponse dans le domaine temporelle qui correspond a 1’application
d’un échelon unité s’écrit donc

y(t):k{l— ! - g i sin(a)oxll—zztﬂo)}u(t)
1-z
Ou:
, 2
Q= (arctg 1-2 J
z

La réponse du systéme se compose donc d’un produit d’une sinusoide
de pulsation w, dite pseudo — pulsation ou pulsation propre ou

amortie :

w, =opN1-7°

- . (. 2
Dont la période T, appelée pseudo période Taz—ﬁ par une
w
p
exponentielle de constante de temps 7 :



1
T=—0mo
Zw,

Les oscillations admettent pour enveloppe les exponentielles

Le comportement du systéme peut donc étre considéré comme
oscillant et amorti

h Y(t)

Z1<=Z2<73<Z4<Z5

Y -

On constate que le coefficient d’amortissement, plus il est faible, plus
la réponse est oscillante, donc I’amortissement est moins bon.

C) z=1 :il y a une racine double

S, =—Zw,



. 1

Sil’onpose S =——
Tl

En conservant la méme méthode de calcul, le régime transitoire

s’écrit :

t t
y(t)=Be " +Bte "
La réponse compléte s’écrira :

y(t) =k 1—(1+Tl]eﬂ u(t)

1

Le comportement du systeme est donc non oscillant et amorti. On
qualifie souvent de critique la valeur z=1 du fait qu’elle sépare deux

cas, z>1 et z<1 , correspondant a deux types différent d’expression
mathématique des réponses transitoires.

Particularités du systeme du 2™ ordre :

Nous allons expliquer quelques grandeurs caractéristiques, faciles a
lire, qui permettent de juger les performances du systéme du 2°™
ordre. Le coefficient d’amortissement qui est un paramétre trés
important, caractérise essentiellement 1’allure du régime transitoire.
Pour un systeme tres amorti (z>1), la réponse transitoire & un échelon
est pratiquement celle d’un systéme du 1* ordre. Pour un systéme peu
amorti, on a une réponse oscillatoire, avec un dépassement
D d’autant plus important que z est petit. Le coefficient
d’amortissement peut étre calculé a partir de la réponse temporelle a
un échelon. En effet, si D, et D, désignent les deux dépassements

successifs,



; A
| i | 2 ?50 &
i S
/ i grandeur réglante L
01 }--1 :
S S — L ccccecmmcemom———e S .
. g g
TDE{TE} Tr . Temps
!HI
D _ 27z .
_l:e 1—22 et Dl e 1_22
2
D’ou
Iog&—— 2n si on pose : d—ilog&
D, i-22 ' "2z D,
On obtient :
1
7|0g&
d 2r D,
Z— —




D’autre part, lorsque le coefficient d’amortissement est inférieur a
I’unité, il peut étre lu facilement dans le plan complexe de Laplace :
c’est le sinus de 1’angle que fait avec I’axe des quantités imaginaires,
la droite joignant 1’origine aux poéles de la fonction de transfert du
systéme ou bien des racines de 1’équation caractéristique.

S =2

Pour apprécier la rapidité de réponse du systeme, on définit
généralement trois grandeurs importantes qui sont le temps de
monté T, le temps de pic T, et le temps de réponseT, .

Le temps de montée est le temps nécessaire pour passer de 10% a
90% de la valeur finale.

T =

1
" op1-72 (

7 —arcosz)

Le temps de pic, correspond au temps nécessaire pour atteindre le
premier dépassement.

T 1

’ w,\1-7°

Le temps de réponse est le temps au bout duquel la réponse du
systéme atteint cing pour cent de la valeur finale.



On peut aussi caractériser 1’amortissement de la réponse du systeme
par la détermination de la valeur de I’amplitude au temps du premier
pic qu’on définit généralement par le rebondissement en régime
transitoire M, .

r

M, =1+D, =1+e &7

Pour étre acceptable, le rebondissement ne doit pas dépasser un
certain pourcentage de la valeur définitive.
On admet habituellement un dépassement de I’ordre de 30%.



