Chapitre 2 : Notion de modée : mise en éjuation

Introduction :

En automatisation, la mod@&isation est souvent néessaire, car elle
permet d’étudier et d’analyser le comportement des systémes.
Mod@diser un systame revient a mettre en place un ensemble
d’équations mathématiques qui peuvent exprimer le comportement
physique de ce systame.

La mise en équation d’un systéme est une opération a la fois
extr@nement importante et ddicate, qui peut compromettre
I’ensemble de I’étude de maniére définitive. Un systéne peut le plus
souvent @re dé&omposeen parties assez simples. Pour exprimer le
comportement physique de chaque é&ément par une &uation
mathématique, on fait appel aux connaissances de physique,
d’électromécanique, de génie chimique ou d’autres branches
scientifiques. Aprés avoir désrit chaque é@ément, on aboutit & un
systéme d’équations algébriques ou différentielles du systéme.

Soit un systeme linéaire et invariant, le comportement d’un tel
systame est r&yi par une &juation diffé&entielle ayant pour forme :
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Oou:
X(t) : Représente I’entrée du systéme.
y(t) : Repréente la sortie du systéme.
b.b,, .. b, et a,,a,,,....,a,Coefficients constants de 1’équation
diffé@entielle.
Exemple :

a) Modé@isation des citcuits &ectriques :



1) Soit le circuit &ectrique RC.
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2) Soit le circuit &ectrique RL.
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3) Soit le circuit ectrique RLC :
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b) Mod@isation des systé@mes dectroméaniques :

On considée un moteur &courant continu aexcitation indépendante.
On veut @udier la variation de la position 6(t) lorsqu’on lui applique
une tension aux bornes de I’induit Ua(t).
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On écrit d’abord les équations dynamiques du moteur :



di, (t)

u () =R, (6) +L, +€,(0) = @)

dt
e, (t) = Kgor(t) NG)
C..(1) = Kdi(t) NG
d‘gt(t) C.()-Rat) —(4)
9% _ ot > (5)
Soit ;
i (t) = Sl g)a(a)

Remplagns (2) et (6) dans (3) :
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A partir de (4), on obtient :
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On remplace (8) dans (7) :
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Remplagns (5) dans (9), n obtient finalement :
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d) Modé@isation des systa@nes mé&aniques :

On considere une masse m dont on éudie la variation de la position
autour de la position d’équilibre, lorsqu’on lui applique une force y(t).
Cette masse est liee aun ressort de raideur k et d’un amortisseur
visqueux de coefficient b.
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La masse, la raideur et I’amortissement visqueux du ressort créent des
forces qui vont s’opposer au déplacement X :

2
F({)=m d d)igt) : Force cré&& par la masse
F,(t) = b% : Force cré&& par la raideur du ressort
F, (t) =kx(t) : Force créée par I’amortissement visqueux.

La variation de la position d’équilibre s’écrit alors :

m d;§§t> b d’éit) k()= f (b)

d) Modé@isation des systanes hydrauliques :
On considere un réservoir de section s qui se remplit de fluide de débit

d’alimentation q (t). On s’intéresse a la variation de la hauteur h (t) si
le dédit de sortie est proportionnel ala hauteur du fluide.



Avec :

g, (t) =kh(t)
On obtient :
dh(t)

ST+ kh(t) =q,(t)



Analyse temporelle :
Introduction :

Quand on veut analyser un systé@me asservi lin&ire dans le domaine
temporel, il faut toujours se renseigner sur ces performances
transitoires & coté de ses qualités en reégime statique. Pour bien
pre&eiser ce point et permettre une certaine comparaison entre les
systémes, on est amenésouvent aappliquer aux systames asservis des
entrées parfaitement définies appelés signaux tests ou entreées
typiques. Il existe trois sortes de signaux test :

- Fonction &helon unité
- Fonction rampe
- Fonction impulsion

a) entré& en &helon unité:

On appelle entré en eéhelon unité notée géné&alement u(t), une
fonction définie comme suit :

e(t)=0 t(0
{e(t) =u(t)=1 t=>0
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Généralement, cette fonction n’est définie que pour t = 0. Elle est
souvent utilisé& pour tester les systames asservis lorsque 1’entrée (ou
la référence) est une constante. Parfois, on I’appelle aussi fonction de
Heaviside ou fonction d’existence.

Si elle est retardée d’une valeur 7, on aura:

e(t)=u(t—7)=0 t(0
{e(t):u(t—r):l t>7
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On peut gené&aliser cette entré en effectuant des essais en €helon
non unitaire, d’amplitude A, .

e(t)=0 t0
{e(t) AU t>0

On voit ainsi que cette fonction est nulle pour t{0, on la qualifie aussi
de fonction causale. Une fonction est dite causale si pour tout signal
d’entrée  €(t) véifiant  e(t)=0 pour t{O , la sortie doit
veifier y(t) =0.

On appelle réponse a une entrée échelon unité d’un systéme linéaire
q(t) (réponse indicielle), le signal de sortie lorsque le signal d’entrée

e(t) =u(t) et que toutes les valeurs initiales sont nulles.

b) entrée de vitesse (fonction rampe) :

La fonction rampe, noté gén&alementr (t) , est définie comme suit :

e(t)=0 t0
{e(t) —rt)=tu(t) t>0
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On utilise géné&alement la rampe pour tester les systames asservis
lorsque I’entrée (ou la référence) est une fonction variable dans le
temps. On dit que le systame est soumit aune entré& rampe de pente
unitaire. Si elle est retardée d’une valeur 7, on aura.

e(t)=0 t(0
{e(t) =r(t-7z)=(t-7)ut-r) t=>0
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Souvent, on peut effectuer des essais aune rampe de pente non
unitaire :

e(t)=0 t(0
{e(t) = Ar(t) = Atu(t) t>0

On appelle réponse &une entré rampe unité d’un systéme asservi
linéire R(t) , le signal de sortie du systéme lorsque le signal d’entrée

e(t) =tu(t) et que toutes les valeurs initiales sont nulles.
c) entrée impulsion :

L’impulsion unité notée O(t) est une distribution qu’on appelle
souvent Impulsion de Dirac. Elle est d&inie comme suit :

{e(t) ~5(t)=0 t£0 "

e(t) = 5(t) =00 t=0

C’est une impulsion centrée a 1’origine d’aire égale a ['unité.
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Une explication intuitive de cette fonction peut &re formulée comme
suit :

Soit une fonction porte P(X) d’aire égale a ’unité.
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Pour obtenir une fonction sous forme d’une impulsion unité centrée a
I’origine et d’aire égale a I’unité, on diminue au fur et a mesure la base
Xtout en augmentant la hauteur P(X) . Pour une valeur de X qui tend

vers z&o (origine : ponctuel), on aura P(X) qui tend vers I’infini, car

P(x) est inversement proportionnel aX . Par conséquent, I’intégration
de cette fonction égale a 1’unité.



L’impulsion J(t) n’est pas une fonction au sens mathématique du

terme, car aucune fonction ne peut vé&ifier en méne temps la relation
(1) et (2), c’est plutot une distribution au sens physique du terme.
C’est une fonction d’une durée extrémement bréve, mais d’amplitude
suffisante pour qu’elle ait un effet notable. Elle est généralement
utilisée pour observer le comportement dynamique ou le régime
transitoire du systéne asservi.

On appelle réponse a I’impulsion unité d’un systéme linéaire h(t) , le
signal de sortie du systéme lorsque le signal d’entrée e(t) =o(t) et
que toutes les valeurs initiales sont nulles.

Une impulsion d’aire différente de I’unité es définie comme suit :

e(t) = AS(t) =0 t£0
ifo ASH)dt= A t=0

Si elle est retardée d’une valeur égale &z, on aura une impulsion
d’aire égale a I’unité a I’instant 7.

e(t)=0(t-7)=0 t#7

+00

[ o(t—7)dt=1 t=7
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A partir de ces difféentes fonctions test, on voit apparaiire une
relation qui relie ces entrées :



J_rfo h(t)dt = q(t) = h(t) = 990

et

qt) =
d'o?

dR(t)

dt

= R(t) = j q(t)dt

Tableau reeapitulatif des difféentes entrées tests :

Notation

Forme

entré en &helon unité:

e(t)=0 t(0
{e(t) —ut)=1 t>0

A €l

Y -

entré& de vitesse :

e(t)=0 t(0
{e(t) =r{t)=tu(t) t>0

e(t)

\4

entrés impulsion :

e(t) = 5(t) =0
{e(t) —5(t) =0

e(t)

v~




