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Solution de la Série 2: Processus ARCH

Ex1:

I) Soit le processus suivant: X; = u;\/h; ott uy — N(0,1) et hy = 0.1 +0.5X2 |
1. Calcul de E(Xt), E(Xt/lt—l)a V(Xt) et V(Xt/]t—1)~

-Remarquez que u; et h; sont non corrélés:

BE(X,) = E(Wv%a
= E(w)E (\/h_t>

o

-Sachant que h; est I;_; mesurable:

E(Xi/Li) = VME (/1)
=0

V(X)) = E(X})
E (ufhy)

= E(0.1405X7,)

= 0.1+05E (X7,)

par stationnarité on a F(X?) = F(X? ;) d’ou V(Xy) =02
V(Xt/jtfl) = htV(Ut/[tfl)
- ht'

2. Ecrire X7 sous forme AR.
On a hy = 0.1+ 0.5X2 ,, on ajoute X? des deux cotés:

X2 =014+05X2, + X7~ My
On pose v; = X2 — h; et on montre que v; est un BB faible:
E (Ut/-[t—l) = ht — ht
=0
d’out E (v;) = 0. Soit k # 0 :
cov (v, vg) = E ((Xt2 — ht) (Xffk — ht_k))
E (('LL ht — ht) (U?ﬁkht,k - ht,k))
= E (U? — 1) E (ht (uf_kht—k‘ — ht—k:))
= 0.



Finalement X? = 0.1 4+ 0.5X? ; + v, ~ AR(1).
3. Calculer la Kurtosis de ce processus. Conclure.

E(X;l)2
B(X?)"

B(X!) = E(ufh})
— 35 ((01+05x2,)")

= 3E(0.0140.1X7 , +0.25X; )
= 3(0.01+0.1E (X7 ,) +0.25E (X} ))

On rappelle que la kurtosis K = on commence par calculer le moment d’ordre 4:

Par stationnarité on a £ (X} ) = E(X}) et E(X?,) = V(X;) = 0.2, alors

EB(x) — 0.034+0.3 x 0.2
t 1—3x0.25

= 0.36.

d'ou K = 9.

On conclut que la distribution est leptokurtique.( Les queues de distribution sont plus
épaisses que celle de la loi normale).

IT) Méme questions avec hy = 2+ 0.3X?2 | et by = 3 + 0.2X72 .

C’est votre tour, & faire exactement comme dans 1.

IIT) Soit le processus suivant: X; = u;\/hy ott uy — N(0,1) et hy =1+ 0.1X2 | + 0.2X2,.
1. Calculer: E(X;), E(X;/I;_1) et V(X;/I;_1). Ecrire X? sous forme AR, en déduire V (X;).
-E(X:) =0et E(X;/L;—1) =0 (Méme démonstration que I).

-hy =1+0.1X2, +0.2X2 ,, on ajoute X7 des deux cotés:

X2 =1+01X2, +02X7, + v

ou v; est un BB, d'out X7 ~ AR (2). Donc V(X;) = E(X?) = 15753 = 1. 4286.
2. Calculer la Kurtosis de ce processus.

E(X)) = E(uhi)
— 3E ((1 FOIXE 0.2xf_2)2)
= 3E(1402X7,+0.01X;" | + 04X/, + 0.04X7 | X7 , + 0.04X} ,) (1)
= 3(1402E(X7,) +0.01E (X;")) + 04F (X7,) + 0.04E (X}, X7 ,) + 0.04F (X;",))

Par stationnarité on a: E (X2 ) = F (X2,) = V(Xy) et E (X)) = E(X},) = E(X}),
il nous reste a calculer £ (X7 ;X7 ,)!
E(X71X7p) = E(uiy (1+0.1X7, +02X7 ) X7 ))
= 140.1E(X;',) +02E (X; , X/} ).

Encore une fois par stationnarité on a: F (XE_QXE_3) — B (Xt2—1Xt2—2); don E (th_lth_2) _
75 (14+0.1E(X!,)), on remplace dans (1)

0.012 0.12
(1 —0.03-0.12 - W) E(X}') =3+ 1.8 x1.4286 + R
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don B (X) = %2 = 6.852 1. Et la kurtosis K = 325 = 3.3574.
Ex2:

I) Soit le processus ARC'H (1) suivant: X; = usv/hy ott ug — N(0,1) et hy = o+ 0.4X2 ;.
1.Calculer: E(X;), E(X:/1;—1) et V(Xi/Li—1).

E(Xt) = O,E(Xt/[tfl) =0 et V(Xt/[tfl) = ht.
2. Sachant que V(X;) =5, calculer a.
V(Xy) = B(X7)
a+04E (X7 )
Donc V(X;) = 55 = =3
3. En prenant la valeur de o trouver en 2, calculer la Kurtosis.

(Méme calcul que I 3.)
4. Montrer que:

1) E<Xt/It—10) - 0, ll) V(Xt/lt—l()) - 0'410Xt2—10 + 3

-1) En utilisant la propriété des esperances itérées:

1—0.4%
0.6

E(Xi/Ii-10) = E(E(X¢/Ii-1)/I1-10)

= E(0/I;_1)

= 0.
i)

V(Xi/Lio) = E(X?/Ii-10) — BE(X;/1-10)?
= E(X}/Ii-10)
On sait que X? ~ AR (1), donc
X7 = 3+04X72, +u,

= 3404 (3+04X7 ,+v1) + vy
= 3(14+04)+04°X2, +0.4v,_; + v

= 3(1404+--+04°) + 04X} | +0.4% g+ -+ 1,
1—0.4119

9
’ i=0

d’ou le résultat.

IT) Soit le modele X; = 0.8X; 1 +¢&; on &, = ug/1.5+ 0.4? | et uy — N (0,1).
1. Calculer: E(Xt), E(Xt/[tfl% V(Xt) et V(Xt/[tfl)-

E(Xt) =0.8F (Xt—l) + FE (5,5) s
sachant que E (&) = 0 = E(X;) = 0.



E(Xt/]t—l) = 0.8Xt_1 + FE <€t/]t—1) s
puisque E (5t/It—1) = 0 donc E<Xt/It—1) = 0.8Xt_1.

V(Xt) =V (0.8Xt_1 + €t)
= 0.64V(X;_ 1) + Vi(ey).
Calculons la variance de &; :

1.
.6

ot

=2.5

Vie) =E (154 04e} ) = V(ey) =

e}

dot V(X;) = 25— = 6.9444

1-0.64
2. Donner l'intervalle de confiance a 95% de X ;.

On rappelle que: IC (X;41) = [)A(t (1) £1.964/V (e (1))} .

Xi(1) = E(Xga/lh)
= 0.8X;.

et
(1) = Xepn— X (1)
= &tn

er1/Ly ~ N (0,15 + 0.422) d’on
10 (X)) = |0.8X, £1.96\/15 + 0.463}

Ex3:

I) Calculer les moments conditionnels et non conditionnels et la Kurtosis du processus
GARCH(1,1) stationnaire.

Soit X; ~ GARCH (1,1) = X; = us\/hy ot uy — #dN(0,1) et hy = g + a; X2 | + B1hs_1.
-Moment d’ordre 1 non conditionnel

BE(X,) = E(ut\/E)

-Moment d’ordre 1 conditionnel

E(Xi/Li) = VME (/1)
=0



-Moment d’ordre 2 non conditionnel
V(X)) = E(X7)
= FE(h)
= E(oao+ a1 X7+ Brhi)
= ap+aE (X7 ) + BE (hia)

En remarquant que F (h;_1) = E (h;) = V(X), on aura

&%)

V(Xy) = FR—y B

-Moment d’ordre 2 conditionnel

V(X,/Li1) = heV(ug/Li1)
— h.

-La kurtosis:
E(X}) = E(uth)

= 3E(h})

= 38 (a0 + 0 X2 + i)’

= 3E (af + 20001 X7 1 + o X + 2008 1 + 201 8, X7 1 + B3hi )

= 3(af+ 20001 E (X2,) + oiE (X)) + 2008, E (hy—1) + 2018, E (X7 1hes) + B1E (B71))
On a: E(X2,) = E(ly-1) = V(Xy),E(hl,) = 1E(X}) et E(XZ ) = E(h).

Donc:
(1 - 30‘% - 5? - 204151) E (Xt4) = 30‘3 + 6o V(Xy) 4 603,V (Xy)

d’ou
1+oq+ B

(1—a—5) (1 — (a1 + 51)2 - 20‘%)

B (X1) = 30

Enfin,
(1= (a1 +5)%)
(1= (o +6,)° = 203)
IT) 1. Ecrire le modeéle GARCH (1, 1) avec les coefficients: ag = 1, a; = 0.1, ; = 0.8

K =3

X; = us\/ hy ot up — iidN(0,1) et hy =1+ 0.1X7 , + 0.8h;_;.

2. Calculer: E(Xy), E(X;/1;—1) et V(X;/I;_1).
D’aprés I:
E(X;) =0,E(X¢/I;-1) =0 et V(X,/I,-1) = hy

3. Ecrire X7 sous forme ARM A, en déduire V (X;).
hy =1+ 0.1X? | + 0.8h;_;, on ajoute X? des deux cotés:

X7 =1401X2, +08h_1 + X7 — Iy
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On pose v; = X2 — hy, qui est un BB faible donc h; = X2 — v;, d’ol
X} =1+09X?, —08v_ ;1 +v; ~ARMA(1,1)

On déduit V(X,;) = =5 = 10.

4. Calculer la Kurtosis de ce processus.

On trouve K = 3.3529.

ITI)- Soit le processus suivant: Y; = 3+ 0.7Y;_1 +¢&; ou & est le modele GARCH (1,1)
défini en II.

1. Déduire de II: E(Y;), E(Y:/I,_1), V(Y,) et V(Y;/I,_1).

3
E(Y;) - ﬁ - ].0, E(}/;/It_l) == 3 + 0.7}/;5_1,
10
V(K) = m =19.608 et V(}/t/ft_1> = V<€t/]t—1) = ht.

2. Donner 'intervalle de confiance prévisionnelle de Y;,; au seuil 5%. Conclure.

IC (Yip1) = |3+ 0.7Y; £ 1.964/1 4 0.12 4 0.8k | .



