Chapitre III– La symétrie dans les réseaux

Partie III- 

LA SYMETRIE DANS LES RESEAUX

Introduction  

On appelle symétrie, l’invariance d’un objet ou d’une structure, par rapport à certaines opérations. L’opérations qui transforment un objet en lui – même est appelés opérations de symétrie. Les opérations de symétrie peuvent être :

Une translation, une rotation, une inversion ou une combinaison de celles-ci telle que le produit des rotations par l’inversion et produit des rotations par les translations. L’opérateur est appelé élément de symétrie. 

On appelle éléments de symétrie l’ensemble des points fixes ( points, droites ou plan) d’une opération de symétrie.

Les éléments de symétrie utilisés en cristallographie sont :

· le centre de symétrie associé à l’inversion.

· Le plan de réflexion ou miroir associé aux réflexions.

· Les axes de rotation propres et impropres.
1 - Les opérations de symétrie

1-1 Les translations.

[image: image43.wmf]                                                             Dans cette opération l’objet initial et l’objet final

                                                             sont rigoureusement superposables ;

                                                             Elle laisse l’objet invariant 

                                                             Le réseau cristallin est considéré comme étant Infini.
                                                             Les translations de la forme T = ua +vb + wc sont

                                                             donc des opérations de symétrie.

Figure 3.1 – translation d’un objet selon T
L’opération de translation est souvent notée (E, Tuvw). ‘E’- désigne l’identité. 

1-2 - Les rotations autour d’un axe - ou rotations propres

[image: image44.bmp]                                                           

Les rotations, désignées par R (u, ) sont caractérisée par l’axe de rotation u et 

l’angle de rotation n, avec ‘ n entier appelé ordre de la rotation. L’axe de 

rotation d’ordre n est noté An Cn  ou   simplement  par un chiffre (1, 2, 3, 4 et 6)
[image: image45.bmp]
Figure 3.4 : Un objet possède un axe de symétrie d’ordre ‘ n’ s’il apparaît identique à lui-même après une rotation de n.

L’axe de rotation d’ordre 1 ou C1 (=360°) est également une identité.

Les seuls axes de symétrie possible pour un réseau cristallin sont donc en dehors de l’identité, les axes 2, 3, 4 et 6

Soit A,  un nœud du réseau dans un plan par lequel passe un axe de rotation ‘n’ ┴  à ce plan. Soit B, un autre nœud situé à une période ‘a’ de A.

Dans ce cas un autre axe de rotation ‘n’ passe aussi par B. Par une rotation = 2/n autour de A, B vient en B’. De même, une rotation –  autour de B, amène A en A’. 
[image: image46.wmf]
Figure 3.5

La distance A’B’ est égale à  p  fois  a soit :

       A’B’= p.a =  a + 2a sin(– /2) = a ( 1 – 2 cos 


(3.1)
→cos p)/2     

       comme | cos  ≤ 1  → p= 0, 1, 2, 3 et -1
	p
	0
	1
	2
	3
	-1

	Cos φ
	1/2
	0
	- 1/2
	-1
	1

	Φ = 2/n
	2/6 = 60°
	2/4 = 90°
	2/3 =120°
	2/2 =180°
	2=0, 360°

	n
	6
	4
	3
	2
	1
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Dans une rotation l’objet initial et l’objet final se superposent rigoureusement après un certain nombre de rotation. 

1-3 La Réflexion ou miroir

L’opération est une réflexion. L’objet  initial et l’objet final se superposent comme une main droite sur une main gauche. Un plan de symétrie ou miroir est noté m 
[image: image48.wmf]
1.4 – L’inversion

L’inversion ‘ I ’ ou  ‘ ī ’est une opération de symétrie qui transforme un vecteur r en son opposé –r et ne laisse qu’un point de l’espace invariant : Le centre de symétrie. 

L’objet initial et l’objet final ne sont pas superposables. L’objet final est l’image dans un miroir de l’objet initial.

Figure 3.7 : L’inversion

2 - Quelques produits d’opérations de symétrie.

2.1-  Rotation – inversion ou Roto- inversion 


Figure 3.8 : Roto- inversion
Une inversion I suivie par une rotation d’angle autour d’un axe u contenant le centre d’inversion est appelée roto- inversion.

Ce produit est désigné par : 
[image: image4.wmf]R

(u, ). On utilise également la notation In ou tout simplement Ī = 
[image: image5.wmf]2

,
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EMBED Equation.3[image: image7.wmf]3

, 
[image: image8.wmf]4

 et 
[image: image9.wmf]6

 Se sont des axes de rotation impropre 

Le produit d’une rotation d’ axe binaire 2 et d’une inversion dont  le centre se trouve sur cet axe est équivalent à une symétrie par rapport à un plan ou miroir  



Figure 3.9 : équivalence entre un miroir et une rotation de inversion(axe 2 et  ī)

2.2- Rotation réflexion ou Roto- réflexion.



Figure 3.10 : Roto- réflexion

La roto réflexion est le produit d’une rotation autour d’un axe d’un angle  suivit d’une réflexion par le plan perpendiculaire à cet axe, et est notée S (u, ). Le roto réflexion équivaut à une roto inversion d’angle +
La roto réflexion et la roto inversion sont des opérations de 2ieme espèce ; elles transforment une main droite en une main gauche et vis versa.
Exemple d’éléments de symétrie dans un cube


3 - Représentation des opérations de symétrie

Les transformations par symétrie peuvent s’obtenir en combinant les opérations élémentaires : Translation, rotation et inversion.  D’une manière générale, une opération de symétrie géométrique peut être représentée par une application affine de type : 
X’ = R X + T    T -         (3.2)                   indique une translation  

ou par une matrice de la forme :
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EMBED Equation.3[image: image12.wmf]÷
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(3.3)
Les éléments rij  représentent une rotation propre  (le déterminant (= 1) ou impropre ((= -1) et les ti – une translation

La translation : OM’ = OM + t

(3.4)
L'inversion -I : OM’ = - OM

(3.5)
 Et peut être représenté par une matrice 
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(3.6)
La rotation propre An; matrice semblable à   
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La roto inversion  In ; matrice semblable à 
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La roto réflexion Sn ; matrice semblable à 
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4 - Les 32 classes de symétrie ou 32 groupes ponctuels

On combinant les divers éléments de symétrie, on recense 32 classes de symétrie répartie comme suit :

a) Onze groupes de 1ère sorte  ou propres

· Cinq (05) groupes cycliques formés par les axes de rotation

1, 2, 3, 4 et 6

· Quatre (04) groupes formé par des axes binaire ┴ aux axes principaux : groupes diédraux 
222, 32, 422, et 622 (le 1er chiffre indique l’axe principal, le second un axe ┴ au 1er, et le 3iem un axe se déduisant par symétrie)

· Deux groupes particuliers : 23 (groupe du tétraèdre)  et 432 (groupe de l’octaèdre)
b) Vingt et un (21) groupes de 2ieme (sorte) ou impropres

· - Onze  (11) groupes contenant le centre d’inversion :

ī , 2/m,
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· -Dix (10) groupes ne contenant pas le centre d’inversion
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2m, 3m, 4mm,  6mm
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5 - Classement des groupes en systèmes. 

	Système
	Holoédrie

Symétrie du réseau*
	Hémiédrie
	Tetartoédrie
	Réseau de Bravais

	triclinique
	ī
	1
	
	
	
	
	P

	Monoclinique
	
[image: image32.wmf]m

2


	2
	m
	
	
	
	P, C

	Orthorhombique
	mmm
	222
	mm2
	
	
	
	P, C, I, F

	Trigonal
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m
	32
	3
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	3
	
	R

	Quadratique
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	P, I

	Cubique
	m3m
	432
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3m
	m3
	23
	
	P, I, F

	Hexagonal
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* Le groupe ponctuel qui possède la même symétrie du réseau est appelé Classe Holoèdre ou Holoédrie, les autres classes sont dites mérièdre : 

· La symétrie est de moitié → hémiédrie

· La symétrie est le quart   →  tétartoèdrie
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Figure 3.2 : Rotation de l’objet d’un angle  autour d’un axe u ┴  au plan  (X,Y)
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Figure 3.6 : Miroir – m 
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Figure 3.11 : Axe 4, 3, 2 et Plan miroir -  m
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