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CHAPITRE 2. PROCESSUS ARCH/GARCH 3

2.4 Estimation d’'un ARCH(q)

On utilisera la méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle. Soit le processus

ARCH (q) suivant : &; = u;/hy ott uy ~ iidN (0,1) et
q
ht = Qg + Z OéiS?_i.
i=1

N PN / . .. ,
Le parametre d’intérét est 6 = (g, a1, ..., ;)" . La vraisemblance conditionnelle des données

€g+1, ---, En Sachant €y, ..., g, est donnée par

n
L(0/er,..eq) = [ foler/eartiy)
t=q+1
N . ’ o . . q 2
ou la densité conditionnelle de ¢; est : €;/e¢—1,...,e¢—g ~ N (0, ap+ >0 aiat_i) ,avec t > q.
La fonction critére & maximiser est

n

n—q 1 1 €

029 = o) 5 3 o 0+ St -5 32—
t=atd i=1 t=a+lag + ) qigf

i=1

On cherche # qui maximise le log-vraisemblance [ :

6§ = argmaxl (6/c1, ..., £q)
0

C’est un probléme d’optimisation non linéaire, il faut utiliser les procédures numériques pour

trouver la solution.

Exemple

Soit X; un processus ARC H (1), donner le log vraisemblance conditionnel d’un échantillon

provenant de ce modéle et en déduire le vecteur gradient et la matrice hessienne 7
Solution
Xy = wn/ap + a1 X2 | avec uy ~ #dN (0,1), donc le log-vraisemblance conditionnelle de

I’échantillon Xs, ..., X,, sachant X; :

1o/x) ="
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Le vecteur gradient est

< % ) 1 - Qg + OélXt{l — XE ( 1 >
o | =75 2 :
Dar 297 (awo+ olef_l)2 Xi

92 921
. . 92 EEYY) . .
Le calcul de la matrice hessienne a%? agzlal est laissé comme un exercice.
8a18a0 6&?

2.5 Prévision et intervalle de confiance

On va étudier la prévision d’un processus AR(1) + ARCH(1).

Soit X; ~ AR(1) + ARCH(1) alors X; = ©X;_ 1 + & ol & = us\/ag + ie? ;| et uy ~
#idN (0,1) .

La prévision a I’horizon 1 :
X, (1) = E(Xp/L)
fry ngt
L’erreur de prévision est
€¢ (1) = Xt+1 — )?t (1)
= &t
Sachant que €,.1/I; ~ N (0,9 + algf), alors I'intervalle de confiance de X, ; au seuil 5%

est [)A(t (1) £1.961/ap + alaﬂ :

On remarque que l'intervalle de confiance dépend de &, contrairement au cas d'un AR(1)+BB

(semestrel).

2.6 Simulation d’'un ARCH(1)

Nous allons simuler 500 observations du modeéle ARCH (1) suivant : €, = us\/h; avec u; ~

iidN (0,1) et hy = 1 + 0.8¢2_,.
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Le programme est écrit en R :
#Simulation d'un ARCH(1)
n=500
# Geéneérer les valeurs de ut qui suit N(0,1)
ut=rnorm(n-+20)
#Initialisation de ht et de eps
ht=rep(0,n+20)
eps=ht
for (i in 2 :(n+20))
{htl[i]=140.8%*eps]i-1] "2
eps[i]=ut[i]*ht[i-1]~0.5}
eps=eps]-(1 :20)]
par(mfrow=c(3,1))
plot.ts(eps)
acf(eps)
acf(eps”2)

On obtient le graphe de ¢; et les corrélogrammes de ; et de €2. On remarque que le processus
ARCH(1) s’apparente & un bruit blanc, d’aprés le corrélogramme de la série ( pas de pics

significatifs), mais on voit bien qu’il v a une corrélation pour la série £2.
9 t
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F1G. 2.1 — Graphe de la série et corrélogrammes de ¢; et de &2



