Corrigé de la série N°1 S2
Module Analyse

Exercice 1 (changement de variable)

NI = 2e dx, On fait le changement de variable suivant
1 14¢*

. .. dt  dt
Soitt = e*, ondérive dt =e*dx = dx = prialon

Les bornes sont: pourx = 1,t=-e
pourx = 2,t = e?

On remplace dans I;, on obtient

1—]62 : dt—fez L @+ 01
S Tvee ), 1+ M ¢’

I, = In(1+e?) —In(1+¢) = I L+e’
1 =1In e n e)=ln|—T——)

2) L= 01 e*s (2x)dx .On fait le changement de variable suivant

, . dt  dt
t =e* ondérive dt=e*dx =dx = priain
Ona:s (2x) = — =

Les bornes sont: pourx =0,t=1
pourx =1, t=e
On remplace dans I,, on obtient

, —fet t2 — ¢2 dt—lje(tz t—z)dt—l t3+le_
2 ) 2 t 2, 203 Tt

3
vour, =42 +2-1]

1))

1 . .
3) 15 = fo V1 — x2dx, Onpose x = sint alors dx = costdt et t = arcsin x
Les bornessinx = 0,t = arcsin0 =0

. . VA
sinx=1t=arcsinl = p

L n n n
2 2 2
I; = j 1—x%dx = f J1—(sint)?costdt = j |cos t| costdt = f (cos t)?dt
0 0 0 0

I; = %fg(l + cos 2t)dt = %[t + %Sin ZtE = %.

sinx

4) Iy = [tanxdx = [——dx.
Onposet = cosx alors dt = —sinxdx



dt
I4=ftanxdx=f—T=—ln|t|+C=—ln|cosx|+C.
5 1=

x4+4

On poset = x? alors dt = 2xdx et dx = d—;

X dt 1 dt 1 dt 1/(1 t
b= (Gn)G) == me = 5(5“’”““" (5)) +C

2

Is = %15 = iarctan (x?) + C.

sinvx
Vx

On poset = +/x oubien t? = x et dx = 2tdt

Ig=[T-2tdt =2[sintdt  Is=-2cost+C.

6) 16 = dx

Exercice 2 : (Intégration par parties)

1) I, = [ Arcsinxdx
On pose U = Arcsinx — U =

Et V=1-V=x
La formule de l'intégration par parties
fUVv'dx=UV - [UVdx

1
1—x2

D’ou

X 4 (1—x?)"2d

1 =xArcsinx—j x=xArcsinx—fx 1—x°) 2dx

1 V1 — x2

1

1 1 1 -x®)72"

= x Arcsinx + Ej (—2x) (1 —x?)"2dx = x Arcsinx + 2 T +C

u’ UB '—jz+'1

1
, 1(1—x%)"zt!
= x Arcsinx + — 1

-3+1

I, = x Arcsinx + V1 — x2 + C.

+C

2) I, = [ sin(lnx) dx
Onpose U =sin(inx) » U =

Et V=1-V=x

cos(ln )

X

Alors



cos(Inx)

I, = fsin(ln x)dx = xsin(lnx) — f

X
I, = fsin(ln x)dx = xsin(lnx) — f cos(lnx) dx

On fait une deuxieme intégrations par partie, donc

On pose | = [ cos(Inx) dx, tel que

F =cos(lnx) » F' :M et
G =1-G=x
On obtient,

J = [cos(lnx)dx = x cos(lnx) + [ sin(lnx) dx,

On remplace | dans I,, on q,

I, = fsin(ln x)dx = xsin(lnx) — x cos(lnx) — f sin(lnx) dx

2 j sin(lnx) dx = xsin(lnx) — x cos(In x)

I, = [sin(lnx) dx = g[sin(ln x) —cos(lnx)] + C.

3) I = [xx? cos x dx
2

OnposeU =x%2 - U = 2x
Et V =cosx >V =sinx

Alors
0

0

I; = j x2 cos x dx = [x%sinx]°x — 2] x sinx dx

s -5 /s

-z 2 -7
0 .

Posons | = [ zx sinx dx,
2

faisant une deuxieme intégrations par partie, on pose :
F=x->F =

Et G =sinx > G =—cosx

On obtient,

0 0
Ji =j x sinx dx = [—x cos x]°x +f cosx dx,
_ 2 _r
2

I



= [-xcos x]°x + [sinx]°x
2 2

Remplagant | dans I3, on trouve,

0
I; = jnxz cos x dx = [x2sinx]°z — 2[—x cos x + sinx]°x,

= 2 2
2

Exercice 3 (Fractions rationnelles)

x%+2x+3
1) I = fx2+2x+2 dx, on remarque que,
P(x x2+2x+3 . R ) )
R(x) = ©) — ne possede pas des poéles réels, on ne peut pas décomposer

Q(x)  x2+2x+2
R(x) en éléments simple de premiere espéce.

11 — fx2+2x+3dx: fdx-l—f 1

x242x+2 x242x+2

J

La forme canoniquede x?+2x+2=(x+1)? + 1.

Rappel : la forme canonique de ax? + bx + ¢ est

2
ax2+bx+c=a(x+£) — 2 avec A= b? — 4ac.
2a 4a
_jx2+2x+3d _jd +j 1 p
7 ) x2 4 2x 4+ 2 = x x2 4+ 2x + 2 x

1
(x+1)2+1

= [dx+ [

X,

Onposealors U =x+1,dU =dx et

1
I =x+jU2+1dU=x+arctanU+C

I, =x+arctan (x + 1) + C.

1

P(x) _
xZ—x+1

2) L= Q(x)  x2-x+1

poOles réels, on ne peut pas décomposer R(x) en éléments simple de premiere espéce.

dx, on remarque que,R(x) = ne possede pas des

2
La forme canonique de x> —x + 1 = (x — %) + %.

I, = —1 dx = - d
2_sz—x+1 x—j 1\ 2 x
X




2

- f - 1)2 ) <ﬁ>2dx

1
On posealors t = x — p dt =dx et

x3
3) 13 = fxz_ dx,

_P(x) _ x* x3
R(x) = Q(x)  x2-4  (x-2)(x+2)

on décompose R(x), on a

R(x) admet deux poles réels simples: x = 2,x = -2,

a
R(x)=E .
) =E@)+ —+ 777

On remarque que d°P > d°Q, on fait alors la division Euclidienne pour trouver E(x)
(Ia partie entiére de R(x))

P(x) = E(x) X Q(x) + Reste, on trouve,

R(x) = x +——+—

x+2,Par identificationonaa = b = 2,

Par conséquent :

x3 2 2
Et IS:fx _4dx=f(x+E+m)dx

—
w
Il

2
x?+2!n|x—2|+21n|x+2|+C.

dx
Y L=lms

P 1 1 A , : _
R(x) = 00 = 2D = reeDGrD R(x) admet trois poles réels simples :
x=0, x=1, x=—1,ondécompose R(x),ona
a b c o o —_
R(x) = E(x) +;+E+E.Comme d°P < d°Q, alors E(x) =0 et
R(x) =2+ 2 4+ _° Paridentificationona: a = -1,b=c= Z
x  x—1  x+1 2



-1 1 1

-1 x| 2(x-1) | 2(x+1)

_ (-1 1 1
Bt Iy =] x(x2— 1)dx f(x +2(x—1)+2(x+1)) dx

Donc

I, = —In|x| +%ln|x— 1] +%ln|x+ 1| + C.

Exercice 4 : Intégration des fonctions en sinx et cosx :

i n-1 -
1 I1=[—""d f(smx+ L ax = [ 1dx — ; on utilise un changement de
1+smx 1+sinx
variable
. 2t
(smx =—
1+t
2
L X ) _ 1= . :
Soit:t = tan( /2), alors { cosx = —— ; on obtient

2dt
| dx =
1+t2

2at on remplace t=tan(*/,)

1+t — — 4 . .
I =x- f — =x— Zf(1+t)2 X+ 1+t+c on trouve que:
2
I1 =x+ m + c.
_ . Cr x .
2112 = f5+3 ——dx ; posons:t = tan(*/,), on trouve que :
248 dt dt 1 t
— 1462 _ — : — = L
12={ e 2[ms=lz5, onsatque [o—= -arctan (a) +c.
1+t
t X
Alors 2 = —arctan( ) +c = %arctan (%) +c.

3]13 = [sinx?dx = [ 2%

dx :%f(l — cos 2x)dx =%[x—%sin2x] +c.
4] 14 = [ cosx®dx = [ cosxcosx?dx Intégration par partie
Soit: U = cosx? - U' = —2sinxcosx .
V' =cosx >V =sinx.
Ona:I4 = sinxcosx?® + 2 [ cos x sin x? dx
avec [ cosxsinx?dx = [(sinx)’ (sinx?)dx = ésin x3+c dou
14 = sin x cos x? +§sin3|c3 + c.

5] I5 = [sinx? cosx3dx, delaforme [ sinxP cosx?dx, p=2, g= 3 (impair)



I5 = jsinxz cos x2 cos x dx
= j sinx? (1 —sinx?) cosx dx = f(sin x?cosx — sinx* cosx) dx.
Posonst = sinx — dt = cos xdx , on obtient
I5 = [(t? — tYH)dt = §t3 —§t5 +c= %sinx3 —%sinxs + c.
6] 16 = [ sin3xsin2xdx
On sait que : sinp sing = %(cos(p —q) —cos(p + q));

16 devient 16 = %f(cos(Bx — 2x) — cos(3x + 2x)) dx = %f(cosx — cos 5x)dx.

1
16 —Esmx+1—osm5x+c

Exercice 5 : (Intégration de Riemann)

1) fx) =«a constante sur [a, b]
Soit la subdivision d = {a = xy, x4, ..., x, = b} de [a, b].
Les sommes de Darboux :

S = ZMkAxk, M, = sup f(x), Axy = x5 — X1
[xk 1Xk]

5-Zk=1 mAxy, my = ﬂ f(x)
[Xp—1,%k]

Ona M, = a et m; = a, on remplace, on trouve que :

= ) A= G = %0) + (6 = 1) + o+ Gtn = X 1) = €ty = %0)
k=1
=alb—a)

De méme pour 8 telque s = a Y-, Ax, = a(b—a) ;
On a limpy, 0 S = limpy, 08 = a(b — a), la fonction f(x) = a est donc intégrable au
sens de Riemann et f:f(x)dx = a(b — a).
2)f(x) = x3 sur [0,1].
k

Soit la subdivision d = {xo =0,x;, = %, s Xpe =~ = 1} de [0,1]. On a donc

3
1 : : K
X = Xg-1 = 7 la fonction f(x) = x3 est croissante, alors M), = x; = (;)

3 k-1 3
et my = Xp_q = (—— donc:



10K\ _ 1 kK\3  n2(n+1)?
6o B htes 0= Bt = () =T

n 4n*

4n*

1 /k-1\3 1 k-1\3 _ (n-1)2n2
=Y mp (X — Xpoq) = ZLlZ(T) = ;Zﬁn( - ) = '

. _ . _ 1
On alim,_ e S, =lim,_ e 8, = "

et f01x3 ==

Exercice 6 : (Calcul des sommes )

alors la fonction f(x) = x3 est Riemann intégrable

k
> limy, 4 o0 >~ yn_ 1sm( Z)
. . b b-
On sait que llmn_>+ooTZZ=1f(ck) = fa f(x)dx, ¢, =a+ kTa, en comparant , on

trouveque a=0, b =% et f(x) =sinx.

VA
T kn 7
Donc limp, 400~ k=1 sm( ) = fz sinx dx = ?[—cosx] = 1.

. 1
> limy e ;Z;cl:l tan; = fo tanx dx = —Incos 1.

1
> limy 0 2R 1ln( +k) = lim %Z’f In (ﬁ) = lim = Z" In <1+ > f In(1 +
n-+oo n—>+oo n

x) dx
(intégrale par partie)

Exercice 7 :
T T

1)— I(mn) = fz

0

2
sinx™ cos x"dx = j sinx™ 1sinxcosx™dx par parties
0

U=sinx™!>U =(m-1)sinx™?cosx

n+1

. 1 )
V' =sinxcosx™ >V = ——CosX , on obtient

m-—1

1
Immn) = |- P

oL n+1

2
sinx™ 1 cos x"“] + f sinx™ 2% cos x™*2 dx.
0

s
-1 m-1 % . .
— J@sinx™ % cos x™ cosx?dx =— [2sinx™"? cos x™ (1 — sinx?)dx.

T
-1 m—1 — .
fZ sinx™ ™% cos x™ dx — — [2sinx™ cos x™ dx. d’ou
n+1 n+1 -0

m-1 m-1 m—1
I(m,n) = ml(m —2,n) —ml(m,n) ,alors I(m,n) = ml(m —2,n).



T

2) jzsinxgcosxzdx—I(SZ)—EI(S—ZZ)—leIHZ)
o T 842 21078

7><5 3 1102
=—X=X—=X~—
10 8 6 4(')

705,31 (> 7 05,31~
1(8,2) = =x=x=x= [2sinx®cosx?dx = — X=X =X = [2cosx?dx
1078 6" 4 J0 107876 470

s
= T . . 7 5 3 1 = 7T
Avec fOZ cosx?dx = " (voir Exercice 1). AlorsI(8,2) = XXX X, E



