
Corrigé de la série N°1 S2 

                                                  Module Analyse  

Exercice 1 (changement de variable) 

1)   𝑰𝟏 = ∫
𝒆𝒙

𝟏ା𝒆𝒙
𝒅𝒙

𝟐

𝟏
,  On fait le changement de variable suivant 

Soit 𝑡 = 𝑒௫, on dérive      𝑑𝑡 = 𝑒௫𝑑𝑥  ⥤  𝑑𝑥 =
ௗ௧

௘ೣ
=

ௗ௧

௧
 

Les bornes sont : pour x = 1, t = e 

                              pour x = 2, t = eଶ 

On remplace dans Iଵ, on obtient 

𝐼ଵ = න
𝑡

1 + 𝑡

𝑑𝑡

𝑡
= න

𝑑𝑡

1 + 𝑡
= [𝑙𝑛(1 + 𝑡)]௘

௘మ
௘మ

௘

௘మ

௘

, 

𝐼ଵ = 𝑙𝑛(1 + 𝑒ଶ) − 𝑙𝑛(1 + 𝑒) = 𝑙𝑛 ቆ
1 + 𝑒ଶ

1 + 𝑒
ቇ . 

2) 𝐼ଶ = ∫ 𝑒௫𝑠   (2𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴
 .On fait le changement de variable suivant 

𝑡 = 𝑒௫, on dérive      𝑑𝑡 = 𝑒௫𝑑𝑥 ⥤ 𝑑𝑥 =
ௗ௧

௘ೣ
=

ௗ௧

௧
 

On a: 𝑠   (2𝑥) =
௘మೣି௘షమೣ

ଶ
=

௧మି௧షమ

ଶ
 

Les bornes sont : pour x = 0, t = 1 
                               pour 𝑥 = 1, 𝑡 = 𝑒 
On remplace dans Iଶ, on obtient 

𝐼ଶ = න 𝑡 ቆ
𝑡ଶ − 𝑡ିଶ

2
ቇ

𝑑𝑡

𝑡
=

1

2
න (𝑡ଶ − 𝑡ିଶ)𝑑𝑡 =

1

2
ቈ
𝑡ଷ

3
+

1

𝑡
቉

ଵ

௘

=
1

2
ቈቆ

𝑒ଷ

3
+

1

𝑒
ቇ − ൬

1

3
+ 1൰቉

௘

ଵ

௘

ଵ

 

D’où 𝐼ଶ =
ଵ

ଶ
ቂ

௘య

ଷ
+

ଵ

௘
−

ସ

ଷ
ቃ. 

 
3) 𝐼ଷ = ∫ √1 − 𝑥ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
,  On pose 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡  alors  𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡  et  𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 

Les bornes 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0, 𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 0 = 0 

                       𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 1, 𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 1 =
గ

ଶ
. 

𝐼ଷ = න ඥ1 − 𝑥ଶ𝑑𝑥 = න ඥ1 − (𝑠𝑖𝑛 𝑡)ଶ 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡

గ
ଶ

଴

ଵ

଴

= න |𝑐𝑜𝑠 𝑡| 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡

గ
ଶ

଴

= න (𝑐𝑜𝑠 𝑡)ଶ𝑑𝑡

గ
ଶ

଴

 

𝐼ଷ =
ଵ

ଶ
∫ (1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑡)𝑑𝑡 =

ଵ

ଶ
ቂ𝑡 +

ଵ

ଶ
𝑠𝑖𝑛 2𝑡ቃ

଴

ഏ

మ
=

𝝅

𝟒

ഏ

మ
଴

. 

4) 𝐼ସ = ∫ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = ∫
௦௜௡ ௫

௖௢௦ ௫
𝑑𝑥 . 

On pose 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥   alors    𝑑𝑡 = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 



𝑰𝟒 = න 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = න −
𝑑𝑡

𝑡
= − 𝑙𝑛|𝑡| + 𝐶 = − 𝒍𝒏|𝒄𝒐𝒔 𝒙| + 𝑪. 

5) 𝐼ହ = ∫
௫ௗ௫

௫రାସ
  

On pose 𝑡 = 𝑥ଶ alors 𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥 et 𝑑𝑥 =
ௗ௧

ଶ௫
 

𝐼ହ = ∫ ቀ
௫

௧మାସ
ቁ ቀ

ௗ௧

ଶ௫
ቁ =

ଵ

ଶ
∫

ௗ௧

௧మାସ
=

ଵ

ଶ
∫

ௗ௧

௧మାଶమ
=

ଵ

ଶ
൬

ଵ

ଶ
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

௧

ଶ
ቁ൰ + 𝐶,  

 

𝐼ହ =
ଵ

ଶ
𝐼ହ =

ଵ

ସ
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

௫మ

ଶ
ቁ + 𝐶. 

 

6)     𝐼଺ = න
𝑠𝑖𝑛 √𝑥

√𝑥
𝑑𝑥 

On pose 𝑡 = √𝑥  ou bien  𝑡ଶ = 𝑥 et 𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡 
𝑰𝟔 = ∫

௦௜௡

௧
2𝑡𝑑𝑡 = 2 ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡          𝑰𝟔 = −𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒕 + 𝑪. 

 
Exercice  2 : (Intégration par parties) 

 
1) 𝐼ଵ = ∫ 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

On pose 𝑈 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 → 𝑈′ =
ଵ

√ଵି௫మ
 

       Et    𝑉 ′ = 1 → 𝑉 = 𝑥 
La formule de l’intégration par parties 

            ∫ 𝑈𝑉 ′ 𝑑𝑥 = 𝑈𝑉 − ∫ 𝑈′𝑉𝑑𝑥 
D’où  

𝑰𝟏 = 𝑥 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 − න
𝑥

√1 − 𝑥ଶ
𝑑𝑥 = 𝑥 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 − න 𝑥 (1 − 𝑥ଶ)ି

ଵ
ଶ𝑑𝑥 

  = 𝑥 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 +
1

2
න (−2𝑥)ᇣᇤᇥ

௎ᇲ

(1 − 𝑥ଶ)ି
ଵ
ଶᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௎ഁ

𝑑𝑥 = 𝑥 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 +
1

2

(1 − 𝑥ଶ)ି
ଵ
ଶ

ାଵ

−
1
2

+ 1
+ 𝐶 

 = 𝑥 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 +
1

2

(1 − 𝑥ଶ)ି
ଵ
ଶ

ାଵ

−
1
2

+ 1
+ 𝐶 

𝐼ଵ = 𝑥 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 + √1 − 𝑥ଶ + 𝐶. 
 

2) 𝐼ଶ = ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 

On pose   𝑈 = 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) → 𝑈′ =
௖௢௦(௟௡ )

௫
 

       Et    𝑉 ′ = 1 → 𝑉 = 𝑥 
 
Alors 



𝐼ଶ = න 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) − න
𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥)

𝑥
 𝑥 𝑑𝑥 

𝐼ଶ = න 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) − න 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 

On fait une deuxième intégrations par partie, donc 
 
On pose 𝐽 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥, tel que  

𝐹 = 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) → 𝐹ᇱ =
ି௦௜௡(௟௡ ௫)

௫
      et 

             𝐺ᇱ = 1 → 𝐺 = 𝑥 

On obtient, 
 
𝐽 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) + ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥)  𝑑𝑥, 
 
On remplace 𝐽 dans 𝐼ଶ, on a, 
 

𝐼ଶ = න 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) − න 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥)  𝑑𝑥 

2 න 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥) 

𝐼ଶ = ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 𝑑𝑥 =
௫

ଶ
[𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥)] + 𝐶. 

 

3) 𝐼ଷ = ∫ 𝑥ଶ଴

ି
ഏ

మ

𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 

On pose 𝑈 = 𝑥ଶ → 𝑈′ = 2𝑥 
       Et    𝑉 ′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 → 𝑉 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 
 

Alors 

𝐼ଷ = න 𝑥ଶ
଴

ି
గ
ଶ

𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = [𝑥ଶ𝑠𝑖𝑛𝑥]
ି

గ
ଶ

଴ − 2 න 𝑥
଴

ି
గ
ଶ

 𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑑𝑥 

Posons   𝐽 = ∫ 𝑥
଴

ି
ഏ

మ

 𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑑𝑥,  

faisant une deuxième intégrations par partie, on pose : 
                            𝑭 = 𝒙 → 𝑭ᇱ = 𝟏    
           Et             𝐺 ′ = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 → 𝐺 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
 
On obtient, 

𝐽 = න 𝑥
଴

ି
గ
ଶ

 𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑑𝑥 = [−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥]
ି

గ
ଶ

଴ + න 𝑐𝑜𝑠 𝑥
଴

ି
గ
ଶ

  𝑑𝑥, 



  = [−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥]
ି

ഏ

మ

଴ + [𝑠𝑖𝑛 𝑥]
ି

ഏ

మ

଴ . 

Remplaçant 𝐽 dans 𝐼ଷ, on trouve, 

𝐼ଷ = න 𝑥ଶ
଴

ି
గ
ଶ

𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = [𝑥ଶ𝑠𝑖𝑛𝑥]
ି

గ
ଶ

଴ − 2[−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥]
ି

గ
ଶ

଴ , 

𝐼ଷ =
గమ

ସ
− 2. 

Exercice 3  (Fractions rationnelles) 

1) 𝐼ଵ = ∫
௫మାଶ௫ାଷ

௫మାଶ௫ାଶ
𝑑𝑥, on remarque que, 

𝑅(𝑥) =
௉(௫)

ொ(௫)
=

௫మାଶ௫ାଷ

௫మାଶ௫ାଶ
 ne possède pas des pôles réels, on ne peut pas décomposer 

𝑅(𝑥) en éléments simple de première espèce. 

𝐼ଵ = ∫
௫మାଶ௫ାଷ

௫మାଶ௫ାଶ
𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑥 + ∫

ଵ

௫మାଶ௫ାଶ
𝑑𝑥, 

La forme canonique de      𝑥ଶ + 2𝑥 + 2 = (𝑥 + 1)ଶ + 1. 

Rappel : la forme canonique de  𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐  est 

𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎 ቀ𝑥 +
௕

ଶ௔
ቁ

ଶ
−

∆

ସ௔మ
  avec ∆= 𝑏ଶ − 4𝑎𝑐. 

𝐼ଵ = න
𝑥ଶ + 2𝑥 + 3

𝑥ଶ + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 = න 𝑑𝑥 + න

1

𝑥ଶ + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 

     = ∫ 𝑑𝑥 + ∫
ଵ

(௫ାଵ)మାଵ
𝑑𝑥, 

On pose alors  𝑈 = 𝑥 + 1, 𝑑𝑈 = 𝑑𝑥   et 

   𝐼ଵ  = 𝑥 + න
1

𝑈ଶ + 1
𝑑𝑈 = 𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑈 + 𝐶 

    𝐼ଵ = 𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥 + 1) + 𝐶. 

2) 𝐼ଶ = ∫
ଵ

௫మି௫ାଵ
𝑑𝑥,    on remarque que ,𝑅(𝑥) =

௉(௫)

ொ(௫)
=

ଵ

௫మି௫ାଵ
 ne possède pas des 

pôles réels, on ne peut pas décomposer 𝑅(𝑥) en éléments simple de première espèce. 

La forme canonique de 𝑥ଶ − 𝑥 + 1 = ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
+

ଷ

ସ
. 

𝐼ଶ = න
1

𝑥ଶ − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 = න

1

ቀ𝑥 −
1
2ቁ

ଶ

+
3
4

𝑑𝑥 



   = න
1

ቀ𝑥 −
1
2ቁ

ଶ

+ ቆ
√3
2 ቇ

ଶ 𝑑𝑥 

On pose alors  𝑡 = 𝑥 −
ଵ

ଶ
, 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥  et 

   𝑰𝟐  = න
1

𝑡ଶ + ቆ
√3
2 ቇ

ଶ 𝑑𝑡 =
2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ൮

𝑡

√3
2

൲ + 𝐶 

    𝑰𝟐 =
𝟐

√𝟑
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 ቆ

𝒙ି
𝟏

𝟐

√𝟑

𝟐

ቇ + 𝑪. 

3) 𝑰𝟑 = ∫
𝒙𝟑

𝒙𝟐ି𝟒
𝒅𝒙,  

𝑹(𝒙) =
௉(௫)

ொ(௫)
=

௫య

௫మିସ
=

௫య

(௫ିଶ)(௫ାଶ)
, 𝑹(𝒙) admet deux pôles réels simples : 𝒙 = 𝟐, 𝒙 = −𝟐, 

on décompose 𝑹(𝒙), on a  

𝑹(𝒙) = 𝐸(𝑥) +
𝑎

𝑥 − 2
+

𝑏

𝑥 + 2
. 

On remarque que 𝒅°𝑷 > 𝑑°𝑸, on fait alors la division Euclidienne pour trouver 𝑬(𝒙) 
(la partie entière de 𝑹(𝒙)) 

𝑃(𝑥) = 𝐸(𝑥) × 𝑄(𝑥) + 𝑅𝑒𝑠𝑡𝑒 , on trouve, 

𝑹(𝒙) = 𝑥 +
௔

௫ିଶ
+

௕

௫ାଶ
,Par identification on a 𝒂 = 𝒃 = 𝟐, 

Par conséquent : 

௫య

௫మିସ
= 𝑥 +

ଶ

௫ିଶ
+

ଶ

௫ାଶ
, 

Et   𝑰𝟑 = ∫
௫య

௫మିସ
𝑑𝑥 = ∫ ቀ𝑥 +

ଶ

௫ିଶ
+

ଶ

௫ାଶ
ቁ 𝑑𝑥 

        𝑰𝟑  =
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐 𝒍𝒏|𝒙 − 𝟐| + 𝟐 𝒍𝒏|𝒙 + 𝟐| + 𝑪. 

4) 𝑰𝟒 = ∫
𝒅𝒙

𝒙(𝒙𝟐ି𝟏)
 

 

𝑅(𝑥) =
௉(௫)

ொ(௫)
=

ଵ

௫(௫మିଵ)
=

ଵ

௫(௫ିଵ)(௫ାଵ)
, 𝑹(𝒙) admet trois pôles réels simples : 

 𝑥 = 0,     𝑥 = 1,     𝑥 = −1, on décompose R(x), on a  

𝑅(𝑥) = 𝐸(𝑥) +
௔

௫
+

௕

௫ିଵ
+

௖

௫ାଵ
. Comme  𝑑°𝑃 < 𝑑°𝑄, alors 𝐸(𝑥) = 0  et 

𝑅(𝑥) =
௔

௫
+

௕

௫ିଵ
+

௖

௫ାଵ
. Par identification on a :  𝑎 = −1, 𝑏 = 𝑐 =

ଵ

ଶ
. 



Donc      
ଵ

௫(௫మିଵ)
=

ିଵ

௫
+

ଵ

ଶ(௫ିଵ)
+

ଵ

ଶ(௫ାଵ)
 

Et   𝑰𝟒 = ∫
ଵ

௫(௫మିଵ)
𝑑𝑥 = ∫ ቀ

ିଵ

௫
+

ଵ

ଶ(௫ିଵ)
+

ଵ

ଶ(௫ାଵ)
ቁ 𝑑𝑥 

        𝑰𝟒  = − 𝒍𝒏|𝒙| +
𝟏

𝟐
𝒍𝒏|𝒙 − 𝟏| +

𝟏

𝟐
𝒍𝒏|𝒙 + 𝟏| + 𝑪. 

Exercice 4 : Intégration des fonctions en 𝒔𝒊𝒏𝒙 et 𝒄𝒐𝒔𝒙 : 

1]   𝑰𝟏 = ∫
ୱ୧୬ ௫

ଵାୱ୧୬ ௫
𝑑𝑥=∫

(ୱ୧୬ ௫ାଵ)ିଵ

ଵାୱ୧୬ ௫
𝑑𝑥 = ∫ 1𝑑𝑥 − ∫

ଵ

ଵା௦௜௡௫
𝑑𝑥   ; on utilise un changement de  

variable 

Soit : 𝑡 = tan൫𝑥
2ൗ ൯,  alors  :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑠𝑖𝑛𝑥 =

ଶ௧

ଵା௧మ

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
ଵି௧మ

ଵା௧మ

𝑑𝑥 =
ଶௗ௧

ଵା௧మ

         ; on obtient 

𝑰𝟏 = 𝒙 − ∫

మ೏೟

భశ೟మ

ଵା
మ೟

భశ೟మ

= 𝒙 − 2 ∫
ௗ௧

(ଵା୲)మ
= 𝒙 +

ଶ

ଵା୲
+ 𝑐

௢௡ ௥௘௠௣௟௔௖௘ ௧ୀ୲ୟ୬൫௫
ଶൗ ൯  

ሯልልልልልልልልልልልልልልልልልሰ on trouve que :      

𝑰𝟏 = 𝒙 +
𝟐

𝟏ା𝒕𝒂𝒏൫𝒙
𝟐ൗ ൯

+ 𝒄. 

2] 𝑰𝟐 = ∫
𝟏

𝟓ା𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝒙
𝒅𝒙  ;   posons : 𝑡 = tan൫𝑥

2ൗ ൯, on trouve que : 

𝑰𝟐 = ∫

మ೏೟

భశ೟మ

ହା
భష೟మ

భశ೟మ

= 2 ∫
ௗ௧

ଶ୲మା଼
= ∫

ௗ௧

୲మାସ
 ,        on sait que       ∫

ௗ௧

୲మାୟమ
=  

ଵ

ୟ
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

௧

௔
ቁ + 𝑐 . 

Alors    𝐼2 =
ଵ

ଶ
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

௧

ଶ
ቁ + 𝑐 =

𝟏

𝟐
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 ൬

𝒕𝒂𝒏൫𝒙
𝟐ൗ ൯

𝟐
൰ + 𝒄 . 

3] 𝑰𝟑 = ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 𝒅𝒙 = ∫
ଵିୡ୭ୱ ଶ௫

ଶ
𝑑𝑥 =

ଵ

ଶ
∫(1 − cos 2𝑥)𝑑𝑥 =

ଵ

ଶ
[𝑥 −

ଵ

ଶ
sin 2𝑥] + 𝑐  . 

4]  𝑰𝟒 = ∫ 𝒄𝒐𝒔𝒙𝟑𝒅𝒙 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥ଶ𝑑𝑥     Intégration par partie 

Soit :  𝑈 = cos 𝑥ଶ → 𝑈ᇱ = −2 sin 𝑥 cos 𝑥  .   

   𝑉′ = cos 𝑥 → 𝑉 = sin 𝑥 . 

On a : 𝑰𝟒 = sin 𝑥 cos 𝑥ଶ + 2 ∫ cos 𝑥 sin 𝑥ଶ 𝑑𝑥  

 avec ∫ cos 𝑥 sin 𝑥ଶ 𝑑𝑥 = ∫(sin 𝑥)′ (sin 𝑥ଶ)𝑑𝑥 =
ଵ

ଷ
sin 𝑥ଷ + 𝑐        d’où  

𝑰𝟒 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐 +
𝟐

𝟑
𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟑 + 𝒄. 

5]   𝑰𝟓 = ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟑 𝒅𝒙, de la forme      ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝒑 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝒒 𝒅𝒙, p=2, q= 3 (impair) 



𝑰𝟓 = න sin 𝑥ଶ cos 𝑥ଶ cos 𝑥 𝑑𝑥

= න sin 𝑥ଶ (1 − sin 𝑥ଶ) cos 𝑥 𝑑𝑥 = න(sin 𝑥ଶ cos 𝑥 − sin 𝑥ସ cos 𝑥) 𝑑𝑥 . 

Posons𝑡 = sin 𝑥 → 𝑑𝑡 = cos 𝑥𝑑𝑥 , on obtient 

𝑰𝟓 = ∫(𝑡ଶ − 𝑡ସ)𝑑𝑡 =
ଵ

ଷ
𝑡ଷ −

ଵ

ହ
𝑡ହ + 𝑐 =

𝟏

𝟑
𝐬𝐢𝐧 𝐱𝟑 −

𝟏

𝟓
𝐬𝐢𝐧 𝐱𝟓 + 𝐜. 

6]  𝑰𝟔 = ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙𝒅𝒙 

On sait que : sin 𝑝 sin 𝑞 =
ଵ

ଶ
(cos(𝑝 − 𝑞) − cos(𝑝 + 𝑞)); 

𝑰𝟔  devient  𝑰𝟔 =
ଵ

ଶ
∫(cos(3𝑥 − 2𝑥) − cos(3𝑥 + 2𝑥)) 𝑑𝑥 =

ଵ

ଶ
∫(cos 𝑥 − cos 5𝑥)𝑑𝑥. 

𝑰𝟔 =
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝒙 +

𝟏

𝟏𝟎
𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 + 𝒄. 

Exercice 5 : (Intégration de Riemann) 

1)  𝑓(𝑥) = 𝛼           𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 [𝑎, 𝑏] 
Soit la subdivision 𝑑 = {𝑎 = 𝑥଴, 𝑥ଵ, … , 𝑥௡ = 𝑏} de [𝑎, 𝑏]. 
Les sommes de Darboux : 

𝑆 = ෍ 𝑀௞∆𝑥௞,     𝑀௞ = 𝑠𝑢𝑝ต
[௫ೖషభ,௫ೖ]

𝑓(𝑥),    ∆𝑥௞ = 𝑥௞ − 𝑥௞ିଵ           

௡

௞ୀଵ

 

𝓈=∑ 𝑚௞∆𝑥௞,     𝑚௞ = 𝑖𝑛𝑓ต
[௫ೖషభ,௫ೖ]

𝑓(𝑥)          ௡
௞ୀଵ  

On a 𝑀௞ = 𝛼  𝑒𝑡 𝑚௞ = 𝛼, on remplace , on trouve que : 

    𝑆 = 𝛼 ෍ ∆𝑥௞ = 𝛼[(𝑥ଵ − 𝑥଴) + (𝑥ଶ − 𝑥ଵ) + ⋯ + (𝑥௡ − 𝑥௡ିଵ)] = 𝛼(𝑥௡ − 𝑥଴)

௡

௞ୀଵ

= 𝛼(𝑏 − 𝑎) 
De même  pour 𝓈  tel que 𝓈 = 𝛼 ∑ ∆𝑥௞ = 𝛼(𝑏 − 𝑎)௡

௞ୀଵ  ; 
On a lim∆௫ೖ→଴ 𝑆 = lim∆௫ೖ→଴ 𝓈 = 𝛼(𝑏 − 𝑎), la fonction 𝑓(𝑥) = 𝛼 est donc intégrable au 

sens de Riemann et ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼(𝑏 − 𝑎)
௕

௔
. 

2)𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 sur [0,1]. 

Soit la subdivision 𝑑 = ቄ𝑥଴ = 0, 𝑥ଵ =
ଵ

௡
, … , 𝑥௞ =

௞

௡
… 𝑥௡ = 1ቅ de [0,1]. On a donc 

𝑥௞ − 𝑥௞ିଵ =
ଵ

௡
, la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑥ଷ est croissante, alors 𝑀௞ = 𝑥௞

ଷ = ቀ
௞

௡
ቁ

ଷ
  

et  𝑚௞ = 𝑥௞ିଵ
ଷ = ቀ

௞ିଵ

௡
ቁ

ଷ
 donc : 



𝑆௡ = ∑ 𝑀௞(𝑥௞ − 𝑥௞ିଵ) = ∑
ଵ

௡
ቀ

௞

௡
ቁ

ଷ
=

ଵ

௡

௡
௞ୀଵ

௡
௞ୀଵ ∑ ቀ

௞

௡
ቁ

ଷ
=

௡మ(௡ାଵ)మ

ସ௡ర
௡
௞ୀଵ       et 

𝓈௡ = ∑ 𝑚௞(𝑥௞ − 𝑥௞ିଵ) = ∑
ଵ

௡
ቀ

௞ିଵ

௡
ቁ

ଷ
=

ଵ

௡

௡
௞ୀଵ

௡
௞ୀଵ ∑ ቀ

௞ିଵ

௡
ቁ

ଷ
=

(௡ିଵ)మ௡మ

ସ௡ర
௡
௞ୀଵ  . 

On a lim௡→ାஶ 𝑆௡ = lim௡→ାஶ 𝓈௡ = ଵ

ସ
   alors la fonction 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 est Riemann intégrable  

et  ∫ 𝑥ଷ =
ଵ

ସ

ଵ

଴
. 

Exercice 6 : (Calcul des sommes ) 

 lim௡→ାஶ
గ

ଶ௡
∑ sin ቀ

௞గ

ଶ௡
ቁ௡

௞ୀଵ  

On sait que  lim௡→ାஶ
௕ି௔

௡
∑ 𝑓(𝑐௞) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

௕

௔
  𝑐௞ = 𝑎 + 𝑘

௕ି௔

௡

௡
௞ୀଵ ,  en comparant , on 

trouve que  𝑎 = 0, 𝑏 =
గ

ଶ
 𝑒𝑡  𝑓(𝑥) = sin 𝑥. 

Donc         lim௡→ାஶ
గ

ଶ௡
∑ sin ቀ

௞గ

ଶ௡
ቁ = ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = [− cos 𝑥] = 1.଴

ഏ

మ
ഏ

మ
଴

௡
௞ୀଵ  

 lim௡→ାஶ
ଵ

௡
∑ tan

௞

௡

௡
௞ୀଵ = ∫ tan 𝑥 𝑑𝑥

ଵ

଴
= − ln cos 1. 

 lim௡→ାஶ ∑ ln ቀ
௡

௡ା௞
ቁ

భ

೙
= lim 

ଵ

୬
௡→ାஶ

∑ ln ቆ
௡

௡ቀଵା
ೖ

೙
ቁ
ቇ௡

ଵ
௡
௞ୀଵ = lim 

ଵ

୬
௡→ାஶ

∑ ln ቆ
ଵ

ଵା
ೖ

೙

ቇ = ∫ ln(1 +
ଵ

଴
௡
ଵ

𝑥) 𝑑𝑥 
( intégrale par partie) 
 
Exercice 7 : 

1) −      𝐼(𝑚, 𝑛) = න 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ 𝑑𝑥 = න 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ିଵ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ 𝑑𝑥   𝑝𝑎𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑠

గ
ଶ

଴

గ
ଶ

଴

 

𝑈 = sin 𝑥௠ିଵ → 𝑈ᇱ = (𝑚 − 1) sin 𝑥௠ିଶ cos 𝑥 

𝑉′ = sin 𝑥 cos 𝑥௡ → 𝑉 = −
ଵ

௡ାଵ
cos 𝑥௡ାଵ  , on obtient 

𝐼(𝑚, 𝑛) = ൤−
1

𝑛 + 1
𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ିଵ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ାଵ൨

଴

గ
ଶ

+
𝑚 − 1

𝑛 + 1
න 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ିଶ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ାଶ 𝑑𝑥.

గ
ଶ

଴

 

               =௠ିଵ

௡ାଵ
∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ିଶ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ 𝑐𝑜𝑠𝑥ଶ𝑑𝑥 =

ഏ

మ
଴

௠ିଵ

௡ାଵ
∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ିଶ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ (1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥ଶ)𝑑𝑥.

ഏ

మ
଴

 

              =  
௠ିଵ

௡ାଵ
∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ିଶ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ 𝑑𝑥 −

௠ିଵ

௡ାଵ
∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥௠ 𝑐𝑜𝑠 𝑥௡ 𝑑𝑥.

ഏ

మ
଴

ഏ

మ
଴

  d’ou 

𝐼(𝑚, 𝑛) =
௠ିଵ

௡ାଵ
𝐼(𝑚 − 2, 𝑛) −

௠ିଵ

௡ାଵ
𝐼(𝑚, 𝑛) , alors  𝐼(𝑚, 𝑛) =

௠ିଵ

௡ା௠
𝐼(𝑚 − 2, 𝑛). 



2)  න 𝑠𝑖𝑛𝑥଼𝑐𝑜𝑠𝑥ଶ𝑑𝑥 = 𝐼(8,2) =
8 − 2

8 + 2
𝐼(8 − 2,2) =

7

10
×

5

8
𝐼(4,2)

గ
ଶ

଴

=
7

10
×

5

8
×

3

6
×

1

4
𝐼(0,2) 

        𝐼(8,2) =
଻

ଵ଴
×

ହ

଼
×

ଷ

଺
×

ଵ

ସ
 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥଴𝑐𝑜𝑠𝑥ଶ𝑑𝑥 =

଻

ଵ଴
×

ହ

଼
×

ଷ

଺
×

ଵ

ସ
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥ଶ𝑑𝑥

ഏ

మ
଴

ഏ

మ
଴

 

Avec ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥ଶ𝑑𝑥 =
గ

ସ

ഏ

మ
଴

     (voir Exercice 1). Alors𝐼(8,2) =
଻

ଵ଴
×

ହ

଼
×

ଷ

଺
×

ଵ

ସ
×

గ

ସ
=

଻గ

ଶవ
. 


