Chapitre 2

Controle Optimal de Problemes
Elliptiques (EDPs)

On va s’intéresser plus particuliérement a des systemes dont 'état est décrit par une
équation aux dérivées partielles (EDP) elliptique . On va d’abord préciser dans quel cadre
on se place (théorie variationnelle) et définir rigoureusement ce qu’on entend par solution

faible d’'une EDP ou solution au sens des distributions.

2.1 Théorie variationnelle elliptique dans les espaces de Hilbert

Sauf mention du contraire, on considere dans toute la section un espace de Hilbert V de
dual (topologique) V'; on identifiera V' a V' grace au théoreme de Riesz si nécessaire. On

note || ||y la norme de V.

2.1.1 Théoréme de Lax-Milgram

On suppose connues les propriétés élémentaires des fonctions et fonctionnelles convexes
ainsi que la notion de Gateaux-différentiabilité (voir [ET] par exemple). Nous rappelons

toutefois une propriété importante de semi-continuité des fonctionnelles convexes.

Définition 2.1.1 Une fonction J de V dans R U{4o00} est semi-continue inférieurement

(sci) sur V' si elle satisfait auz conditions équivalentes :
e Va€R, {ueV | Ju)<a} estfermé

e VueV, liminf J(u) > J(u) .

u—u
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Théoréme 2.1.1 Toute fonction convexe sci pour la topologie forte (celle de la norme)

de V' est encore sci pour la topologie faible de V. O

En pratique ce résultat s’utilise sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 Soit J une fonctionnelle conveze de V' dans R U{4o00} sci (par exemple
continue) pour la topologie forte. Si v, est une suite de V faiblement convergente vers
v alors

J(v) < liminf J(vy,) .

n—-+o0o
O
Commencons par un résultat tres général de minimisation d’une fonctionnelle convexe sur
un ensemble convexe fermé de V' qui généralise celui que nous avons vu dans le chapitre

précédent.

Théoréme 2.1.2 On suppose que V est un Banach réflexif. Soit J une fonctionnelle de
V dans R, convexe et semi-continue inférieurement. Soit K un sous-ensemble conveze,
non vide et fermé de V.. On suppose que J est propre ( c’est-a-dire qu’il existe un élément

v de K tel que J(v,) < +00. Alors le probléme de minimisation suivant :

{ Trouver u tel que (2.1.1)

J(u)=inf { J(v) |ve K },
admet au moins une solution dans l'un des cas suivants :

e soit J est coercive i.e.  lim  J(v) = +oo0,
[[o]lv —+o0

o soit K est borné.

Si, de plus, J est strictement conveze la solution est unique.

Preuve.- On pose d = inf { J(v) | v € K }; d < 400, sinon J serait identiquement égale
a +oo sur K.

Soit une suite minimisante, c¢’est-a-dire une suite u,, de K telle que J(u,) — d. Mon-
trons que cette suite est bornée dans V. Si K est borné, c’est clair. Sinon, on suppose que
J est coercive. Si u, n’est pas bornée, on peut en extraire une sous-suite encore notée u,
telle que ngrfoo ||un|ly = 4+00. La coercivité de J implique alors que J(u,) converge vers
400 ce qui est en contradiction avec le fait que d < +o0.

V' est un Banach réflexif, donc sa boule unité est faiblement compacte; on peut donc
extraire de la suite u,, une sous-suite encore notée u,, qui converge faiblement vers u dans

V. On va montrer que u est solution de (2.1.1).
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Remarquons tout d’abord que K est un ensemble convexe (fortement) fermé, donc faible-
ment fermé (voir [Br| par exemple). Par conséquent la limite faible u de la suite u,, de K
est bien un élément de K.

D’autre part, on sait que J est sci; on a donc

up, = w dans V = J(u) < liminf J(u,) ,

n—-4o0o

ce qui donne

J(u) <liminf J(u,) = lm J(u,)=d < J(u) .

n—-+o00 n—-+o0o

On a donc J(u) =d et u € K : u est bien solution.

e Montrons a présent 'unicité lorsque J est strictement convexe; soient u et v deux

solutions distinctes de (2.1.1). u et v sont dans le convexe K donc utrv aussi. Par
conséquent
J J
g< gty LTI
2 2
Il y a contradiction, et de fait la solution est unique. O

Rappelons enfin le Théoreme 1.2.9 démontré dans le chapitre 1 :

Théoréme 2.1.3 Soient K un sous-ensemble convexe, non vide de V' et J une fonction-
nelle de K vers R convexe et Gateauz-différentiable sur K. Soit u dans V'; alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est solution du probléeme (2.1.1) .

(ii)) u e K et Vv € K, VJ(u).(v—u)>0.

0

Une application tres importante de ces deux théoremes est le théoreme de Lax-Milgram:

Théoréme 2.1.4 Soit V un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue sur

V x V. On suppose que a est V- elliptique (ou coercive), i.e.:
Ja >0, YweV  alv,v) > alvl} . (2.1.2)

Soit L € V'. Alors le probléeme :

(2.1.3)

Trouver uw € V tel que
Vo eV a(u,v) = L(v)

a une solution unique.



30 CHAPITRE 2. CONTROLE OPTIMAL DE PROBLEMES ELLIPTIQUES (EDPS)

Preuve.- On pose

YoeV, Jw)= %a(v,v) — L(v) .

Il est facile de voir que J est convexe a cause de la bilinéarité de a et de la linéarité de L.
J est strictement convexe grace a la V-ellipticité de a. La V-ellipticité de a entraine aussi

la coercivité de J; en effet, nous avons :
J(v) > a|vl}; = L(v) > allol} = [ Lllv]lv]lv -

Enfin il est clair que J est continue pour la topologie forte de V', donc sci. De plus comme
elle est convexe, elle est aussi sci pour la topologie faible.

Par conséquent, d’apres le théoreme 2.1.2 le probleme
1
min { ia(v,v) —L(v) |veV }, (2.1.4)

admet une solution unique u.
Gréace au Théoreme 2.1.3 on peut maintenant caractériser cette solution u dans le cas ou

a est symétrique. Un calcul élémentaire montre que
YoeV VJ(u).(v —u) =a(u,v —u) — L(v —u) .
Donc la solution u est caractérisée par :
YoeV a(u,v —u) — L(v—u) >0,
c’est-a-dire
YoeV a(u,v) = L(v) .

Lorsque a n’est pas symétrique le résultat est encore vrai mais la démonstration est moins
immédiate (elle est en tout cas différente). Nous renvoyons a [DL] Tome VI, p 1206. O

Nous allons interpréter ce résultat. Soit v dans V et A, € V'’ défini par :

V—-R

Ay v a(u,v) .
Soit maintenant I'opérateur A de V dans V' défini par

YVueV Au=A,.

11 est facile de voir que A est linéaire et que le probleme (2.1.3) est équivalent a :

{ Trouver v € V tel que (2.1.5)

Au=1L .

On a alors la proposition suivante, conséquence immédiate du théoreme de Lax-

Milgram :
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Proposition 2.1.1 L’opérateur A est un isomorphisme (algébrique et topologique) de V'
dans V'.

Preuve.- A est linéaire. Le théoréme de Lax-Milgram prouve que A est un isomoprhisme
algébrique de V dans V’. La continuité de A provient de celle de a; plus précisément, pour
tout w de V :

| (Au,v)y | |a(u,v)|
[Aullyr = sup —————— =sup ——— < la|| [Jul]v .
v#0 [vllv vto  |lvllv
(u,v)yy désigne le crochet de dualité entre V et V'
On conclut que A~! est aussi continu grace au théoreme de I'application ouverte. O

Cas particulier important

Soient V' et H deux espaces de Hilbert tels que V' est inclus dans H avec injection continue.
On suppose également que V est dense dans H. On peut identifier H et H’ par le théoréme

de Riesz et on a grace a la densité :
VcCHcCV, (2.1.6)

avec injections continues et denses. H s’appelle I’espace pivot.

Remarque 2.1.1 On ne peut pas identifier en méme temps V et V' et H avec H', car
alors (2.1.6) devient absurde. On ne peut faire qu’une “identification” a la fois; c’est la

précédente qu’on utilisera.

On va voir que sous certaines conditions, on peut considérer I'opérateur continu A de V'
dans V’/, comme un opérateur non borné de D(A) C V dans H. Nous allons illustrer cela
avec 'exemple A = —A.

Rappelons tout d’abord quelques propriétés des espaces de Sobolev dont nous aurons

besoin.

2.1.2 Généralités sur les espaces de Sobolev

Pour plus de précisions on pourra se référer a [DL].

Soit © un ouvert borné de R™, (n < 3 en pratique) de frontiere réguliere I'. On appelle
D(Q) l'espace des fonctions C*° & support compact dans Q. Son dual D'(f2) est I'espace
des distributions sur €.

u 7 . LY .
est définie de la maniére suivante :

Pour toute distribution u € D'(2), la dérivée 3
L
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de
Vg € D(Q) <@,<p> Ef—<u, 890> .
0zi "/ proyp(@) 0zi [ pr(o),p(@)
On notera indifféremment la dérivée de u au sens des distributions D;u = gu = O;u.
T

si @ € N, on note D% = 0" u--- 9%"u et |a| = a1 + - -+ + apy; on obtient

Yo e D(Q) (D, @)pra)p@ = (~1) {u. D) pra) pie) -
Définition 2.1.2 On définit les espaces de Sobolev H™(2) de la maniére suivante :
H'(Q) ={ueL*Q) | g—;@ ceL*Q), i=1---n},
H™Q)={ueD(Q) | Due L*Q), |a|] <m } .
Remarque 2.1.2 H°(Q) = L?(Q).

Nous allons énoncer une série de propriétés des espaces de Sobolev, sans démonstration.

On pourra consulter [DL, LM] par exemple.

Proposition 2.1.2 H™(Q) muni du produit scalaire :
(Uy )y = Z / D%u(z) D%v(x) dz ,
jaj<m /<

est un espace de Hilbert.

Proposition 2.1.3
H™(Q) c H™(Q)

et l'injection est continue, pour m > m/.

Définition 2.1.3
HYNQ) = {ue HI(Q) | ur=0}.
C’est aussi l’adhérence de D(Y) dans H(Q).

I

H™Q) ={ ue H'(Q) e

o

:0’ j:]-a"'>m_1}7

0
ot n est la dérivée de u suivant la normale extérieure a I' la frontiére de Q) :
n

% = Z Ou cos(i, €;) ,
n :

ot 7 est la normale extérieure a T' et Q est supposé “régulier” (de frontiére C*>° par exem-

ple).
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Définition 2.1.4 (Dualité) Pour tout m € N, on note H™"(Q2) le dual de H]'(2).

Théoréeme 2.1.5 (Rellich) Si Q est un ouvert borné de R™, alors pour tout m € N,
Vinjection de Ht1(Q) dans H™(Q) est compacte .

En particulier l'injection de H!(2) dans L?(f2) est compacte. En pratique, cela signifie
que toute suite bornée en norme H/(f)) converge faiblement dans H!(Q) (apres
extraction d’une sous-suite) et fortement dans L?(().

Nous allons a présent donner un exemple important d’application du Théoreme de

Lax-Milgram pour la résolution de problemes aux limites.

2.1.3 Probleme homogene de Dirichlet

Dans cet exemple on choisit V = H!(Q) muni du produit scalaire :

n
(u,v); = / Z [(Dju D;v) 4+ uv] dx .
Q=1
On se donne la forme bilinéaire suivante
d n
a(u,v) = / Z(Dlu Div) doz = / Vu(z) Vo(z) dz .
Qi Q
a est bilinéaire de V' x V dans R; elle est continue car :

|a(u, 0)| < lullv [Jo]lv

de maniere évidente, et symétrique.

a est V-elliptique d’apres 'inégalité de Poincaré
Vue Hy(Q)  ulfaiq) < CllVulfa - (2.1.7)
En effet on obtient alors
L+ O)IVullZ2(q) = IVulliz) + l[ull 2y = lluli
c’est-a-dire

1

> lul|?.
> 1+CHUH1

a(u,u)

Soit f € H~Y(Q) et L(v) = / f(x) v(z) dr pour tout v de H} ().
Q

On sait que le probleme variationnel

! = x) v(z) dz
Vv e H,(2) /QVu(x) Vo(z) dx—/Qf() (x) dz |
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admet une solution unique u € H}(Q).
Quelle est ’interprétation de ce probléme variationnel 7
Soit ¢ € D(2) C HX(Q);

(=AU, ©)pr(a) D) = /Qvu(iﬂ) V() dov = (f, 0)pa)p@) -

On obtient
—Au = f dans D'(Q) .

Comme u € H(Q), on a également : v = 0 sur I'. Ce probléme est le probleme de

Dirichlet homogeéne pour le laplacien :

(DH) {—Au = f dans

u = 0 surl,
et on a le résultat suivant :
Théoréme 2.1.6 Lopérateur —A (laplacien) est un isomorphisme de H(Q) sur H=1(Q).

0

Par ailleurs H(Q2) C L?() avec injection dense et continue. Donc
HY Q) cL* Q) c H Q).

On peut considérer (—A) comme un opérateur non borné  valeurs dans H = L%(Q). Le

domaine de (—A) est alors
D(-A)={uec H Q)| Auec L*(Q) }.
On montre que si (2 est de frontiere assez réguliere
D(-1) = HX(Q) N HA(Q) ,
et on méme le résultat suivant :

Proposition 2.1.4 L’opérateur —A est un isomorphisme de H?(2) N HL(Q) muni de la
norme du graphe sur L*(Q).
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Remarque 2.1.3 C’est surtout l’exemple du Laplacien qui nous servira. Toutefois ce qui
précéde (en particulier le théoréme 2.1.6 ) est encore vrai pour une forme bilinéaire a plus
générale que celle qui induit le Laplacien, pourvu qu’elle vérifie

(

a(p, 1) =/Q izjaij(m)aitp(x) 95 (x) dw+/§2ao(96) p(x)(r) dx |

avec a;j,a, € L(Q) telles que (2.1.8)

doa >0 V¢ eR"” Zaijgifi > a(z €2 et ap(x) >0 p.p. dans Q .

i %

En conclusion, quand on parlera de solutions, ce sera toujours de solutions faibles ,

i.e. au sens des distributions. On trouvera d’autres exemples dans [Li].

On va maintenant montrer comment controler le systeme via 1’équation d’état. On
va introduire une fonction de controle, grace a laquelle on va pouvoir agir sur le systeme.
L’action ne doit pas se faire n’importe comment mais de maniére optimale par rapport a
un critere (ou cout ) donné. Ceci justifie la terminologie de Controle Optimal. Nous

allons, a présent modéliser ceci et en donner une traduction mathématique précise.

2.2 Formulation du probleme de contréle optimal

On se donne (comme dans la section précédente) V' et H deux espaces de Hilbert tels que

VcHcCV
L ) (2.2.9)
avec injections denses et continues .
On considere également une forme
a bilinéaire, continue et V' — elliptique (voir 2.1.2) , (2.2.10)

et on note A Iisomorphisme qu’elle induit de V' sur V'’ (voir Théoréme 2.1.1).
On se donne successivement
e l'espace de Hilbert U des fonctions de contréle et un opérateur B € L(U, V).

Pour chaque controle w dans U, ’état du systeme est donné par y la solution de
I’équation d’état :

Ay=f+Bu , yevVv, (2.2.11)
ou f € V'. Cette équation donne y en fonction de u de fagon unique : on note

y = y(u).
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e 'observation de vy :
z(u) = Cy(u) , (2.2.12)

ou C € L(V,H) et H est un espace de Hilbert.
e une fonctionnelle coat J :
Vuel J(u) = %HCy(u) 2+ %(./\/'u,u)u , (2.2.13)
ou zg € H est ’état désiré et N est un opérateur lindaire défini positif autoadjoint :
N eLU,U) et Ja>0tel que (Nu,u)y > alul? . (2.2.14)
En pratique on choisit souvent N = aldy.
e un ensemble de contraintes sur le controle :

Uyga sous-ensemble convexe fermé non vide de U . (2.2.15)

Le probleme de contréle optimal se formule alors de la maniére suivante:

P) Trouver u € U,y tel que
Ju)=min { J(v) |v €Uy } .
Enoncons tout d’abord un résultat d’existence et d’unicité :

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.2.10) et (2.2.14) il existe un unique @ dans Uyq
tel que
J@)=min { J(v) |v €Uy } .

Preuve.- C’est une application directe du Théoreme 2.1.2. 1l suffit d’en vérifier les hy-

potheses.
e U,y est bien non vide, convexe et fermé.

e J est convexe car A est linéaire. Plus précisément, 'application u +— y(u) est affine

et donc l'application ¢(u) = y(u) — y(0) est linéaire.
1 1
J(u) = 5lICy(w) = y(0)) + Cy(0) = zallt; + 5 (Nu, uh

1 1
= 5 llce() + Cy(0) — zallf, + 5 (Nu, wy -

Posons

m(u,v) = (Cl(u),Cl(v)y + Nu,v)y , et
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L(v) = (24 — Cy(0),Cl(v)3
7 est bilinéaire et continue et L est linéaire, continue sur /. Comme

J(0) = ga(v,0) — L) + 3 Cy(0) — zull%

J est donc convexe. Elle est méme strictement convexe car v — m(v,v) lest, du fait

que N est défini positif.

e L est continue. De plus v — 7(v,v) est continue (fort) donc fortement sci; comme

elle est convexe elle est aussi sci faible. Par conséquent J est sci.

e Montrons enfin la coercivité de J.
Voeld w(v,v) = [CL)|[F + Nv,v)u = (Nv,v)y > vlvlZ -

De plus
L(v) < [L(v)] < [Cy(0) = zalln[ICII[II(w)]| < o [[vller ;

Par conséquent
Vo2 1 2
J () 2 Sllvllz = collvller + SlICy(0) — 2al3
ce qui montre bien la coercivité.

0

Remarque 2.2.1 On a le méme résultat d’existence st N = 0, a condition de supposer
Uya borné dans U. L’unicité en revanche dépend de la stricte convexité de J et des pro-

priétés de C.

Que faire maintenant ?

On sait que le controle optimal existe et est unique : il faut donc se donner les moyens

de le calculer; ceci va se faire en deux temps :

1. On vad’abord établir des conditions nécessaires (et si possible suffisantes) d’optimalité,

essentiellement par dérivation.

2. Il faudra ensuite exploiter les équations obtenues pour obtenir des informations sur
le controle optimal, et/ou mettre en place des méthodes numériques permettant de

le calculer.
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2.3 Conditions d’optimalité du premier ordre

Il s’agit de donner une caractérisation du contrdle optimal; pour cela on va appliquer le
Théoreme 2.1.3. 1l suffit de montrer que la fonctionnelle J est Gateaux-différentiable et

de calculer sa Gateaux-différentielle. Ainsi nous aurons la caractérisation désirée, a savoir

@ est le controle optimal < Vv € Uyg VJ(u).(v —u) > 0.

Lemme 2.3.1 La fonctionnelle J définie précédemment est Gateaux-différentiable sur U
et

Vv € Ugqg VJ(u).(v—u) = (Cy(u) — 24, C(y(v) —y(u)))y + Nu,v —u), .
Preuve.- On a vu que A est un isomorphisme de V sur V', et donc ’équation d’état s’écrit
y(u) = A7H(f + Bu) .

(On vérifie bien que l'application u — y(u) est affine de H dans V).
Soient u et w dans U, et calculons

lim J(u+ tw) — J(u) .

t—0t+ t

J(u+tw) = %HCy(u + tw) — 24|37, + %(./\/(u + tw), (u + tw))y -
Cy(u+tw) = C[A™L f + A7 B(u + tw)] = Cy(u) + tCA™ ' Bw .

ICy(u + tw) = zall3, = |Cy(u) — 24 + tCA™ Buwlf3, ,
= ||Cy(u) — zall3 + t*|CA™ Bw|)3, + 2t (Cy(u) — zd,CA_le)H .
De méme
(N (u+tw), u + tw)y = Nu, u)y + t2(Nw, w)y + 26N u, w)y

car N est symétrique. Finalement

J(u+ tw) — J(u)
t

et par passage a la limite quand ¢ — 0" on obtient

= L (leA™ Bul, + (W wh] + (Cyw) — 20.CA™ Bu), 4 (Mo, why

Vu,weld  J'(u).w = (Cy(u) — zd,CAlew)H + Nu,w)y -

En prenant w = v — u et en remarquant que A~'B(v — u) = y(v) — y(u) on a le résultat
annonceé. O

Finalement
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Théoreme 2.3.1 u est controle optimal si et seulement si
Yo € Ugg VJ(a).(v—1u) = (Cy(a) — z4,C(y(v) — y(u)))s + Nt,v —w),, >0 (2.3.16)

O
Nous allons transformer I'inéquation précédente pour la rendre plus facilement “exploitable”.

On va commencer par un exemple “standard”.

2.3.1 Cas d’un controdle distribué et du probleme de Dirichlet
On choisit V = H} () et H = L?(2) ( on rappelle que V' = H~1(f2)). La forme bilinéaire
est donnée par (2.1.8) :

(

a@@:K;%hmwwm@wm M+A%m¢mwmm,

avec a;j,a, € L>(Q) telles que
Ja>0 VEeR” Za”@@ > O‘(Z £2) et ao(x) > 0 p.p. dans Q .
i

\ i

L’opérateur A associé est 'opérateur elliptique du deuxieéme ordre :
0 0y
Ap = — — | aij=— | +aop,
=Y ( %j) %
Pour simplifier la présentation on va prendre A = —A.
On choisit Y = H = L?(Q) et f € H. Le controle est dit distribué car il agit dans

tout le domaine 2. On prend également
N =ald (ot «a>0), B=1Id, C est I'injection canonique de V dans H = H et z4 € H ;

ainsi la fonctionnelle coiit est

1

ﬂm=54@@w—%m9m+%éﬁmm%

ou y(-,v) est I'état du systéme associé au contrdle v donné par
—Ayw)=f+v (€ L*Q), ye Hy ().
Le probleme
min J(v) , v € Uyq ,

admet une solution unique @ et d’apres le Théoréme (2.3.1), @ est controle optimal si et

seulement si

Vv € Ugq VJ(@).(U—@):/Q(y—zd)(y(v)—gj)d:ﬂ—ka/ﬂﬂ(v—a)deO, (2.3.17)
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y désignant 1’état y(u) associé a u.

On définit I’état adjoint p comme étant la solution du probleme adjoint suivant :
A'p=z—7 (€ LX), pe Hy(Q), (2.3.18)

ou A* désigne l'opérateur adjoint de A. Notons que ce probléme admet une solution
unique. D’autre part, dans notre cas A est un opérateur autoadjoint. Grace a cette

définition, on obtient

=) - gde = [ &9 0) = pydo

On peut alors appliquer la formule de Green (intégration par parties). En effet p, 7 et
y(v) sont dans H}(£2). On a donc

/Q AP [y(v) — gl dz = — /Q VPV (y(v) - §) di = /Q BIA (y(v) - §)] dz .

Remarquons qu’on n’a pas de termes de bord car les fonctions envisagées sont dans H}(€2).
Si les fonctions étaient dans H'(Q) il faudrait définir “proprement” (c’est-a-dire par den-
sité) les traces des fonctions de H'(f2) sur le bord de Q ainsi que la dérivée normale de
ces fonctions.

Finalement, il vient, pour tout v € Uyg

/(—p) [—A(y(v)—g)}dx+a/a@—a)dxzo,
Q Q

c’est-a-dire avec I’équation d’état

/Q (o —p)(v—u)dx >0. (2.3.19)

La solution du probléme de contréle optimal est donc caractérisée par le systeme suivant,
dit systeme d’optimalité du premier ordre .
—Ay=1udans Q, §=0 sur 0N
—Ap=2z3—17ydans Q, p=0 sur 0N (2.3.20)
(ot —p,v — ﬁ)Lg(Q) >0, YveUy
Remarque 2.3.1 L’inéquation (2.5.19) est en réalité 'expression d’une projection sur

Uaa et peut s’écrire comme une équation via l'opérateur de projection my,, de L2(2) sur

Uug- En effet
(@t =P, v = @) 21y 2 0, Vv € Una
s’écrit

<Z_L— g,v — a)LQ(Q) >0, YveUy

c’est-a-dire
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2.3.2 Cas général

Nous allons maintenant passer au cas général (plus abstrait). Soit toujours u la solution

(unique) du probleme de controle optimal et y = y(u) 'état associé. Nous savons que
VweUa  (CY—24,Cly(v) —y(@)])y + Na,v =)y, >0,
c’est-a-dire avec I'équation d’état et le fait que A est un isomorphisme de V dans V'’
Vv € Uy (Cy — 2a,CAT' B(v — ), + (N, v — )y, >0 (2.3.21)

Formellement, on a envie de prendre ’adjoint de CA~!B (ce qu’on va effectivement faire).
Faisons tout d’abord un bref rappel sur les opérateurs adjoints.

Considérons d’abord C : V. — H. Comme H est un espace de Hilbert, il est identifiable
a son dual H’: on note A I'isomorphisme canonique entre H et son dual. L’isomorphisme

A :H — H’ vérifie donc :
V(z1,20) € H? (21, 22)3 = (21, A22) 4y 3¢ (crochet de dualité) .

Par exemple, si H = L?(Q) alors A = Idrz2(q) mais ce n’est pas toujours le cas bien sur.
L’isomorhisme A entre H}(Q2) et H~1(Q) est Popérateur —A. Dans ce cas, si (21,22) €
H(Q) x HL(Q), nous avons

(zl,zg)H:/Vzlv,zQ:/zl(—Azg)dx,
Q Q

(21, 22)p = “(21, = D22) 210 = (21, ~D22) gy g1

car L?(f2) est ici I'espace pivot H entre V = H}(Q) et V' et

(z, W)y = (2,w) g stwe H .
Soit C* l’adjoint de C. C* est défini de H' dans V' et nous avons

VzeeH, VpeV (2,Cp)yy = <Az,C<p>H,’H = (C*Az, @)qu .
Appliquons cette relation a (2.3.21) : il vient
Vv € Uyg (C*A(CY — za), AT B(o =)y, + (N,v =)y >0 (2.3.22)

On définit alors I’état adjoint p par

A*p=C"N(zq — Cy) , (2.3.23)
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ou A* est 'adjoint de A. Rappelons que A est défini de V dans V' et A* de V dans V'

également (car V est réflexif) et que

V(@ﬂﬁ) eV XV <A*Qpa¢>\/’,v = <90?Aw>V7V’ = a(¢,¢) .

A* est aussi un isomorphisme de V sur V' de sorte que I’état adjoint est défini de maniere

unique. On obtient alors
WweUyg (AP, A'Bv—1)),, , + Ni,v—a), >0,

et donc

\V/UGUad —<ﬁ,B(v—ﬂ)>V’v,+(Nﬂ,v—ﬁ)u20.

De la méme facon, soit Ay I'isomorphisme canonique entre U et U’ et B* : V — U’

lopérateur adjoint de B. On obtient
Ywel, VyeV  (y,Bv)yy = (B*y, )y = (A By,v), -
Finalement, nous avons
VwEUw  (Nu—Ay'Bpv—u),>0. (2.3.24)
Nous obtenons donc le résultat “abstrait” suivant
Théoréme 2.3.2 Soit A un opérateur associé a une forme bilinéaire vérifiant les hy-

pothéses du Théoréme 2.1.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que @ soit controle

optimal est que les (in)équations suivantes soient vérifiées:

Ay=f+ Bua, (2.3.25a)
A*p=C"A(zq — Cy) , (2.3.25b)
W€ Upq et (Nu—A'B*pv—u), >0, Yo€Uy . (2.3.25¢)

Ces relations forment un systéme d’optimalité du premier ordre.

Ce systeme d’optimalité est tout-a-fait analogue au systeme obtenu dans le chapitre
précédent (Théoreme 1.2.10).
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2.3.3 Quelques exemples de contraintes sur le controle
Cas sans contraintes

Nous examinons ici le cas ou U,y = U. La condition (2.3.25¢) donne alors
AS'B*p—Nu=0.

On peut donc calculer le controle optimal en résolvant le systeme d’EDPs linéaires couplées
suivant

Ay—BNIA'B'p=f,

A*p+C*Ay =C*Azq
et en posant @ = N 1A' B*p.

Dans le cas du probléeme de Dirichlet homogene on obtient précisément

_ D
~ag-L—y,

«
—Ap+y=24,

et u = g. Remarquons qu’on a un résultat supplémentaire de régularité dans ce cas
Q@

la. En effet, comme f et @ sont dans L?(Q) alors § € H%(Q) N H}(Q). De méme p €

H2(Q) N HL(Q). Par conséquent & € H?(Q).

On peut ainsi, au cas par cas obtenir des résulats de régularité sur le controle.

Cas ou U,, est un cone positif

Nous nous plagons dans le cas d’un probleme de contrdle gouverné par une équation de

Dirichlet homogene de sorte que le systeme d’optimalité est de la forme

Ay =udans 2, g =0 sur 0N

A*p=zq— 1y dans Q, p=0 sur 9

(aﬂ—ﬁ,v—ﬂ)Lg(Q) ZO, \V/UGUad
On suppose que

Uw={veL*Q) | v>0pp. dans Q } .

Soit ¢ € L2(), ¢ > 0 et posons v = @ + ¢. La troisitme inéquation du systeéme
d’optimalité devient

Vo >0 /(au—p)cpdxzo,
Q

et par conséquent ot — p > 0 p.p. dans €.
Prenons successivement v = 2u > 0 et v = 0 dans la troisiéeme inéquation du systéme

d’optimalité : nous obtenons

A&m-@amzo.
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Comme (au — p) u est une fonction positive presque partout cela implique que
(o — p)(z) u(z) = 0 presque partout dans €2 .
Cette relation est une relation de complémentarité. Nous allons préciser encore : posons
Qo={zeQ | ax)=0}etQyr={2ecQ | ulx)>0}.
I est clair que 2 = Q, U2} & un ensemble de mesure nulle pres.
Sur Q4,4 > 0 et donc au — p = 0. On obtient donc u = L plus généralement
e
1 _
u=_ sup(0,p) .

En effet sur ,, w = 0 et donc p < 0. Sur 4, p = aw > 0. Finalement le controle optimal

est obtenu en résolvant le systeme suivant :

1

Agj——sup((),p):f, gj:OsuraQ,
o

A'p+g=2q, p =0 sur 01 ,

1
u = —sup(0,p
-, sup(0,)
On pourra traiter a titre d’exercice le cas ou
U ={veL*Q) | & <v<& pp. dans Q)

ou &, & sont donnés dans L>°(Q2)

2.3.4 Cas d’un systeme gouverné par un probleme de Neumann

Nous nous placons maintenant dans la cas ot V.= H(Q2) et H = L%(Q). On choisit la

forme bilinéaire ¢ comme dans le théoreme de Lax-Milgram. Par conséquent
VLeV' AyeV a(y,p) = L(p), YoeV .
Prenons
u= LQ(Q),H = LQ(Q)7 B =1, C injection canonique de V dans LQ(Q),
FeLXQ) et ge H2(09) .
La forme linéaire L est choisie comme suit

L(p) = /Q f(@) o) de + / 9(1) o) dv .
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Cette définition a bien un sens car toute fonction ¢ de H!(2) posséde une trace au bord

qui appartient (quasiment par définition) & l’espace H %(F) dont le dual est précisément

Hfé(I’). Le terme / g(7) p(y) dv . est en fait (g, QDF>H7 L’équation d’état est alors
r

1 1.
2 H2

)

Vo e H(Q)  aly.¢) = Lip) + /Q u(®) o(z) da |

ce qui s’interprete
Ay=f+u dans Q
9y

— = sur I' .
vy g

C’est un probleme de Neumann . La dérivée normale par rapport a A a été définie
précédemment. Nous avons toujours un controle distribué et nous gardons la méme fonc-

tionnelle cotit J. Appliquons le théoréeme général 2.3.2.
(] Au = IdLQ(Q) et A= IdL2(Q)
e Comme C est linjection canonique de V = H(Q) dans L?(2), I'adjoint C* est

I'injection canonique de L%(2) dans V' (qui n’est pas H1(Q) !!). Par conséquent ,
C*AC = C*C : V — V' est I'injection canonique de V' dans V'’

La relation (2.3.25b) donne : A*p = zy — ¢ (a priori dans V' mais en réalité dans L?()
si on choisit z4 € L?(€2)). Interprétons cette relation :
VoeV  (A"p, o)y =(2a~Y, Ohyy=(2a—Y: )y -

Donc

A5l = [ (ca=i)la) e(@) o

et il n’y pas de terme de bord : donc = 0 sur I On obtient finalement la

8I/A*
carctérisation suivante : % est controle optimal si et seulement si
ou
Ay = f+ udans Q, —y:gsurf. (2.3.26a)
v
* _ op
A*p=2z;—7y dans Q, =0surl. (2.3.26b)
U A+
U € Uy et /(au —p)(v—u)dex>0, YveE Uy . (2.3.26¢)
Q

On peut retrouver ce résultat par un calcul direct avec la formule de Green.

Pour étre complet il faudrait étudier le cas de controles frontieres qui est le cas de loin
le plus réaliste en pratique. Nous ne le ferons pas car cette étude nécessite la mise en
place d’outils d’analyse fonctionnelle élaborés. Il faut en effet introduire les espaces et les
opérateurs de trace pour définir correctement les problémes. Le lecteur intéressé pourra

consulter [Li].
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2.4 Interprétation Lagrangienne

Dans tout ce qui suit on prendra I'exemple d’un probleme de contréle distribué pour un
systeme décrit par un probléme de Dirichlet homogene. Plus précisément : §2 est un ouvert
borné de R™ | n < 3, de frontiere (réguliere) I' et on étudie le probleme
. 1 2 o 2
min J(y,u)zi (y — zq) dx—i—a u” dx
Q Q
(P) —Ay=f4+udansQ, y=0 surl,
u € Uyy

avec f, zq € L2(Q), u € L%(Q) et a > 0 (ou Uyq est borné dans L?(Q2)). Remarquons que y
a une propriété de régularité supplémentaire car f+u € L2(Q) et —A est un isomorphisme
de x € H?(Q) N HX(Q) sur L?(2). Par conséquent X qui est I'espace d’état “naturel”.
Rappelons aussi que lorsque n < 3, alors X C C, ().

On a vu que si u est solution, une CNS est

—Ay=1udans Q, §=0 sur 9N
(S) —Ap=2z5—17 dans Q, p =0 sur 99
(ot — p,v — ﬂ)Lg(Q) >0, YwveUy
C’est une condition nécessaire et suffisante car nous sommes dans le cadre convexe: J
est convexe et les contraintes sont affines. Nous allons interpréter le systeme (S) en termes

de Lagrangien.
On définit le Lagrangien du probleme sur X x L2(Q) x L?(Q) par

L(y,v,q) = J(y,v) + (p, =AYy — f = V) 2(q) ;

c’est en fait un Lagrangien “partiel” car on n’a pas inclus les contraintes sur v.
L est convexe en (y,v) et linéaire en q. D’autre part c’est une fonction C! et on a pour
tous (z,v) € X x L?(Q)

Vi) L@, 4, q)(2,0) = (§ = 24, 2)p2q) + @ (U, V) 2y + (¢, =Bz =) 12(q)

c’est-a-dire avec (S)
Vi £, 4, q)(2,0) = (AP, 2) 12y + (4, —A2) 120y + (@l — ¢, V) [2(q)

Vi) L4, q)(z,0) = (=D +q, —=Az) 29y + (@U—q, V)21 -
En particulier

V(y’v)ﬁ(g,ﬂ,ﬁ)(z,'l)) = (Oéﬂ -D, U)LQ(Q)
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et donc
V(z,v) € X X Upq Vi £ w,p)(z—g,v—u) =(at—p,v—10)g (24.27)
Comme L(-,-,p) est convexe, cela signifie qu’il atteint son minimum en (g,a) :
V(z,0) € X xUsq  L(§,0,D) < L(2,v,p) . (2.4.28)
De méme, pour tout ¢ € L?(£2)
Lq) = J@8) + (4, DG — f — ) oy = I 8) = LG, 0,7) -
Finalement

V(z,0,q) € X x Ugg x L*(Q)  L(7, 7 (2.4.29)

S
A\
o
<
&
g
IN
o
uN
J@
"\6}

Le triplet (7, ,p) est un point-selle de £ sur X x Uyg x L%(Q). L’état adjoint p est le
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte :—Ay = f + v.

Réciproquement.- Supposons que (7,1, p) est un point-selle de £ sur X x U,q x L?(2).
Donc (7,1, p) € X x Ugg X L*(Q) et la relation (2.4.29) est vérifiée : La condition (a) est

équivalente a

J(@0) + (¢, =AF = f =) a0y < J(G:0) + (D, —AF— [ =)z Vg€ LX),
c’est-a-dire
(=P, =Dy~ [ =020y <0 VgeL*9).
Donc —Ag=f+uavecy € X et u € Uyg ( I'équation d’état est satisfaite : relation de
réalisabilité).

La condition (b) donne en particulier pour tous (z,v) € X X Ugyqg tels que —Az =v + f

J(gvﬁ>+(]§7_Ag_f_ﬁ)LQ(Q):J(Q7E)SJ(27U)+ D, —AZ—f—'U :J(Z7U)'
—_——
=0 L2(Q)
Par conséquent (y,u) est solution de (P). Finalement, nous pouvons résumer la situation

dans le théoreme suivant :
Théoréme 2.4.1 Soit (g,u) € X x Uyq. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(1) (y,u) est solution de (P)

(Q) tel que (y,u,p) est solution de (S).

(2) On peut trouver p € H} u,
(3) On peut trouver p € HL(Q) tel que (§,7,p) est point-selle du Lagrangien L sur X x
Uad X LQ(Q).
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Nous sommes donc ramenés (comme au chapitre précédent) a la recherche de points-
selles pour laquelle il existe des algorithmes spécifiques que nous développerons plus tard.
Remarquons que la contrainte sur le controle v € U,y est gardée en I'état. Nous allons

maintenant étudier ’éventuel multiplicateur associé a cette contrainte.

2.5 Conditions d’optimalité incluant toutes les contraintes

Nous avons vu que 'état adjoint est un multiplicateur de Lagrange associé a 1’équation
d’état : —Ay — f —v = 0. Lorsque y € H! la quantité —Ay — f — v “vit” dans I'espace
H7YQ) et p € HL(Q) l'espace dual. En ce sens p est un variable duale (obtenue par
intégration par parties, c’est-a-dire par dualité). Nous allons essayer d’exhiber la variable
duale de la contrainte v € U,y. Pour l'instant nous ne particulariserons pas U4 et nous
allons considérer le cas général. Nous devons au préalable introduire quelques notions de

base d’analyse convexe non lisse.

2.5.1 Sous-différentiel

Dans ce qui suit X est un espace de banach de dual X”.

Définition 2.5.1 Soit f : X — R U {+oo} et a € dom f (i.e. f(a) < +00). Le sous-
différentiel de f en a est ’ensemble Of (a) (éventuellement vide ) des d € X' tels que

f(@) = fla) +{d,x —a)pr x -

Remarque 2.5.1 o f : X — R U {400} atteint son minimum en a € dom f si et

seulement si

0 € df(a).

e Sif,g: X >R U{+o0} eta € dom fnN dom g, on a

9f(a) + dg(a) C O(f + g)(a) -

o Comme

0f(@)= (N{de X' | (dz—a)yy<fl@)-fla)},
TEX
df (a) est un sous-ensemble conveze, fermé pour la topologie (X', X) comme intersection
de convexes fermés.

e Pour tout X\ >0 on a O(A\f)(a) = Adf(a) .
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Dans le cas ou f est la fonction indicatrice d’'un sous-ensemble non vide K de X :

d 0 size K ,
F@) E 1g(x) = { .
+o00 sinon

le sous-différentiel de f est le cone normal de K en a :
Olk(a) = Nig(a) ={de X' | (d,x —a) » <0 pourtout z € K } .
Enfin la démonstration du résultat suivant est laissée en exercice :

Théoréme 2.5.1 Si f: X — R U{+oo} est Gateauz-différentiable en a € dom f, alors

Of(a) ={f'(a)} .
O

Pour plus de détails sur ces notions 1a on peut consulter [Azé]. Nous terminons par un

exemple important.

Cas des contraintes de bornes dans L*(Q)

On choisit X = L%(Q) et K un sous-ensemble fermé, convexe non vide de L?(Q2) Nous

allons préciser le sous-différentiel de 1x en u (c’est-a-dire le cone normal & K en u ):

Proposition 2.5.1 Soit u € K. Alors

A A
AE@lK(u)<:>)\:c[u+z—HK(u+E)]

pour tout c réel strictement positif, ot Il est la projection de L*(Q) sur le convere K.

Dans le cas ou
K={velL*Q) | a(z) <v(x) <bz) p.p. dans Q } ,

ot a et b sont des éléments de L*°(2) par exemple, on a

Alz)

C

A € 01k (u) <= A(z) = cmin [max <0,u(:n) +

- b(m)) su(z) + —a(x)| p.p. dans ).

Démonstration - Remarquons tout d’abord que 91 i (u) est un sous-ensemble de L?(£2). On
rappelle également que si Ik est la projection de L?(€2) sur le convexe fermé K, I'image

I (w) d’un élément quelconque de L2(§2) est caractérisée par

Vo e K (w =g (w),v — g (w)) 20y < 0.
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Soit A € Ol (u): A est caractérisé par
VUGK ()\,U—U)LQ(Q)SO

c’est-a-dire, pour tout ¢ > 0

Vv e K <u—|—§—u,v—u> <0.
¢ ()

D’aprés ce qui précede (en posant w = u + —)
c

A A A
A€ 01k (u) <:>U:HK(U+E) <:)>\:c[u—i—z—HK(u+z)] .
Dans le cas ol
K={velL*Q) | a) <wv(z) <b(z) p.p. dans Q } ,

calculons l'expression de la projection IIx. Elle “coincide” avec la projection presque

partout:

Mgv(z) =< a(z) si v(zr) <a(z) = min{(max [a(z),v(z)]),b(z)} p.p. dans Q.

b(x) si u(z) + )\(cm) > b(x)
w(z) =9 alz) si u(z) + )\(cm) < a(z)
u(z) + A@) sinon.

On obtient donc

>0 si u(z) + M) > b(x) et alors u(z) = b(x)
A(z) <0 si u(z) + )\ix) <a(z) et alors u(x) = a(z)
=0 sinon.
ce qui donne avec la relation A = c¢[u + % — g (u+ %)]
>0 si u(z) + )\(cm) > b(x) et alors A\(z) = clu(x) + )\(cm) —b(x)]
Ax) <0 si u(z) + )\(cx) <a(x) etalors A\(z) = clu(x) + )\(cx) —a(x)]

=0 sinon.
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Finalement, on vérifie bien que

M) = cmin [max (0,u(a:) + AT - b(a:)) Ju(@) +

2.5.2 Le systeme d’optimalité revisité

Nous sommes en mesure de réécrire le systeme d’optimalité (S) en faisant intervenir le
multiplicateur de Lagrange A € L?(Q) associé a la contrainte sur le controle . En effet si

on pose

la relation

(i = p,v — W) o) > 0, Vv € Usg
signifie que
A€ oly,,(a) .

On obtient donc le systeme d’optimalité suivant :

—Ay=1u dans Q, 7 =0 sur OS2
—Ap=z5—y dans ), p=0surdf2
ai=p—2N, A€ L*Q)

A€ oly,,(u)

(S)

I1 est important de savoir décrire 01y, (@) pour pouvoir mettre en place des algorithmes

de résolution d’un tel systeme.
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