Premiere partie

Optimisation en dimension finie






Chapitre 1
Généralités

L’ optimisation (c’est-a-dire les techniques permettant de chercher les minima ou les maxima
de fonctions ou de fonctionnelles) intervient dans pratiquement tous les processus de modélisation
actuels. Qu’il s’agisse de problemes directs (ajustement de données, contréle optimal, résolution
de systémes linéaires par moindres carrés, etc . ..) ou inverses (identification de parametres, contrdle
de frontieres libres etc..), il est rare qu’un probleme d’optimisation plus ou moins complexe n’in-
tervienne pas a un stade donné de la modélisation et/ou de la simulation. Avant de donner les
définitions et principes de base de la théorie de I’optimisation, nous allons présenter quelques
exemples simples permettant d’introduire et d’illustrer par anticipation notre propos.

1.1 Quelques exemples

1.1.1 Détermination de coefficients en combustion

On considere un mélange de gaz et on appelle 7' le taux d’introduction de chaleur dans ce
mélange. On appelle « la variable (par exemple la proportion d’un des gaz dans le mélange). La
loi donnant 7" en fonction de « est de la forme

T(a) = f[l — e + (1 — f)[1 — e 92" (1.1.1)

ot les paramétres 2 déterminer sont (f, a1, by, az,by) € R5. Comme indiqué précédemment, on
fait n mesures de T pour différentes valeurs de « de sorte que T'(«;) ~ T3, @ = 1,---,n. On
obtient alors la formulation au sens des moindres carrés du probleme :

mlnz Lf(l - e_aleaibl) + (]‘ - f)(l - 6_a2eaib2) - E]2 ) (fa ai, bl,a27 b2) € RS : (112)
=1

1.1.2 Un exemple en hydrologie

En hydrologie dans des problemes de corrélation hydropluviométrique, le débit d’un bassin )
est une variable aléatoire dépendant linéairement de n variables aléatoires X7,...,A), (pluviosité
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moyenne sur le bassin, différents indices de répartition de précipitation dans le temps etc. . .), selon
la relation :

Y=by+ b1 X1 + b2 Xo+ -+ b &) . (1.1.3)

On doit en général, chercher les coefficients by, b1, - - -, b, (dits de régression). Pour cela on
effectue p observations (ou mesures) portant sur les variables A; et J; onnote Y = [y1, y2, ..., Yp)
le vecteur des valeurs observées de Y et X = [2;5], ¢ = 1,---,n, j = 1,---,p, la matrice ob-

servée : x;; est j-iéme observation de la variable A;. Le probleme d’identification des parametres
b; se formule alors de la maniére suivante

p n 2
minz Yj — bo—i-z xijbi , (bo, by, -, bn) e R, (1.1.4)
j=1 i=1

Toutefois, si on résout le probleme de minimisation ci-dessus on risque de trouver des débits
négatifs ce qui n’a pas de sens ! On impose donc une condition (ou contrainte) supplémentaire sur
les débits qui doivent étre positifs. Le probleme se modélise alors comme suit

p n 2
minz Yj — b0+z x5 b
Jj=1 i=1
(b07 bl,"‘, bn) 6RH+1 5 (115)
n
b0+z bixij ZO.
i=1

1.1.3 Un exemple en chimie : probléeme de I’équilibre chimique

On considere un mélange de m éléments chimiques. On a prédéterminé que les m atomes
différents peuvent se combiner pour produire 7 composés. Soit ; le nombre de moles du composé
J (i.e. Nx; est le nombre de molécules du composé j, ou N est le nombre d’ Avogadro), a;; est le
nombre d’atomes d’un élément ¢ dans une molécule de composé j et Nb; le nombre d’atomes de
I’élément 7 dans le mélange. On veut identifier x; ¢’est-a-dire la composition exacte du mélange.
L’équation de bilan des masses donne un premier type de contraintes

n
E aijxj:bi,izl,---,m
=1

auxquelles s’ajoutent des contraintes naturelles
z;j>20,j=1,---,n.

D’autre part, le second principe de la thermodynamique nous apprend qu’un mélange de composés
chimiques a température et a pression constantes atteint son état d’équilibre lorsque 1’énergie libre
du systeme est minimale (Principe de GIBBS). Cette énergie libre est donnée par

n

f(xlv"'axn)zzxj [Cj+1n nxfj ]7

= 2j=1%j
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0
avec ¢; = R—] +1n P, F]O désignant 1’énergie libre de GIBBS par mole du composé j a la
T

température 71" et a la pression d’une atmosphere, P est la pression totale et R la constante des
gaz parfaits.
Le probléme revient donc 2 minimiser f sous contraintes

n
. Zj

min E zj |¢j+In| =——
; > =1 T
j=1 j=

n

E aijxj:bi,i:1,~-,m,

Jj=1

z;j>20,5=1,---,n..

p

(1.1.6)

Remarquons que ce probléme n’est pas un probleéme formulé au sens des moindres carrés comme
dans les exemples précédents. Toutefois, c’est encore un probléme de minimisation d’une fonction
de plusieurs variables.

1.2 Formulation mathématique

Les exemples précédents peuvent tous s’écrire sous la forme générale suivante

min J(z)
g(x) <0,
h(z) =0,
x € R"”

(P)

N

ou
— J : R™ — R est une fonction de plusieurs variables (x = (x1,---,2,)) a valeurs réelles.
Cette fonction (que 1I’on minimise) est appelée indifféremment fonction coiit, objectif ou
critere.
— g : R™ — RP est une fonction de plusieurs variables z € R™ a valeurs dans RP : elle a p
composantes et on peut écrire

g(l’) = (g1($)7 o 7gp('1")) )
chaque fonction g; étant définie sur R et a valeurs dans R. La fonction g représente les
contraintes en inégalité. La notation g(z) < 0 signifie qu’on considére les inégalités com-

def .
posante par composante : g(z) <0 <> Vi=1,...,p gi(x) <0.
— h : R™ — RY est une fonction de plusieurs variables € R™ a valeurs dans R? : elle a ¢
composantes et on peut écrire

hz) = (hi(z),-- - he(2)) ,

chaque fonction h; étant définie sur R™ et a valeurs dans R. La fonction h représente les
contraintes en égalité .
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Remarque 1.2.1 Plus généralement, on peut remplacer ’espace de dimension finie R™ par un
espace vectoriel topologique sur R (de dimension a priori infinie). Nous nous bornerons a étendre
(quand ce n’est pas trop compliqué) le cadre fonctionnel aux espaces de Hilbert réels.

Précisons maintenant que qu’on entend par minimisation (ou maximisation) d’une fonction. Soit
C I’ensemble des contraintes, c’est-a-dire par exemple dans le cas précédent

C={zeR"|g(x) <0, h(z)=0}.
On suppose que C est non vide ; un élément x de C sera dit réalisable.

Définition 1.2.1 (Minimum (maximum) local)
Soient C un ensemble non vide d’un espace de Hilbert réel H et f une fonction de C dans R. On
dit que x* € C réalise un minimum local de f sur C si on peut trouver une boule de H centrée en
x* : B(z*) telle que

Ve e B(z*)NC f(z*) < f(x).
On dit que x* € C réalise un maximum local de f sur C si on peut trouver une boule de H centrée
en x* : B(z*) telle que

Ve e Bxz*)NnC f(z¥) > f(z).

On rappelle qu’une boule de H centrée en z* de rayon p > 0 est I’ensemble
Bz, p)={zecH]|lz 2" <p},
ou || - || désigne la norme de H.

Définition 1.2.2 (Minimum (maximum) global)
On dit que x* € C réalise un minimum global de f sur C si¥x € C f(z*) < f(x) .

On dit que x* € C réalise un maximum global de f surC si¥z € C f(z*) > f(x) .
Nous donnons ci-dessous une illustration des différents cas de figure.

Maximum global

Maximum local

Minimum local

Figure 1.1a : Exemples de minima et de maxima locaux et globaux
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R

Figure 1.1b : Infinité de maxima et minima globaux

Figure 1.1c : Pas de maximum global - Infinité de maxima et minima locaux

Les minima et maxima sont dits stricts si les inégalités dans les définitions précédentes sont
strictes. On s’intéressera essentiellement a la recherche des points réalisant des minima car la re-
cherche des maxima peut se ramener a celle des minima comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.2.1 Si x* réalise un maximum (local ou global) de f sur C, x* réalise un minimum
(local ou global) de — f sur C. Plus précisément

max { f(z), z€C}= —min{—f(z),zeC}.

Démonstration - Donnons la preuve pour un maximum global : c’est exactement la méme pour un
maximum local.
Soit z* tel que f(z*) = max{ f(z), x € C }. On a donc

Ve el f(z) < f(a)
evrel - f(z)> —f(")
< —f(z*)=min{ —f(x), z€C}
< f(e*)=—min{ —f(z),ze€C}.
O
Remarque 1.2.2 Par abus de langage, on dit souvent que t* est un minimum pour la fonction

J ou de la fonction J : il faudrait dire que x* réalise un minimum pour J ou que J(x*) est une
valeur minimale de J.
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On ne peut évidemment résoudre le probleme général sans quelques hypotheses sur J, g et h
qui permettront au moins d’assurer I’existence de solutions. Nous préciserons ces hypotheses dans
le prochain chapitre, mais nous aurons besoin des définitions suivantes.

1.3 Notion de convexité

1.3.1 Définitions

Le cas ot les données sont convexes est un cas trés important car les problémes quadratiques
sont a la base de nombreux algorithmes non linéaires. Nous rappelons quelques définitions et
propriétés. Dans tout ce qui suit H désigne un espace de Hilbert réel. On désigne par | - || sa norme
et (-, -) son produit scalaire.

Définition 1.3.1 (Ensemble convexe)
On dit que ’ensemble C C H est convexe si

V(z,y) eCxC,Vte[0,1] tze+(1—-t)yeC.

Autrement dit, C est convexe s’il contient tout “segment” reliant deux quelconques de ses
points.

Exemple 1.3.1 (Ensembles convexes)

1. Un intervalle [a, b] est convexe dans R.

2. Une réunion disjointe d’intervalles de R n’est pas convexe. (R* par exemple).

Définition 1.3.2 (Fonction convexe)
On dit que la fonction J : C C H — R U {+o0} est convexe si C est convexe et si

V(z,y) €CxC Ve [0,1] J(te+(1—1ty) < tJ(x)+ (1 —t)J(y).

Définition 1.3.3 (Domaine d’une fonction convexe)
Soit J : H — R U {+00} une fonction convexe. On appelle domaine de J I’ensemble

domJ={zecH | Jz)<+oo}.

Cet ensemble est convexe.
Lorsque le domaine de J est non vide J est dite propre.

Définition 1.3.4 (Fonction strictement convexe)
On dit que la fonction J : C — R U {400} est strictement convexe si C est convexe et si

V(z,y) € C x Cavec xz # y, ¥t €]0,1] J(tr+ (1 —t)y) <tJ(z)+ (1 —t)J(y) .
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Figure 1.2 : Exemple de fonction convexe
(la corde AB est au-dessus de 1’arc AB)

Exemples 1.3.1 Fonctions convexes et strictement convexes

— J(x) = ||z||? est strictement convexe.
— Toute application affine, c’est-a-dire de la forme

J(x) = (bx)+ 5,

ou b et z sont des éléments de H et 5 € R est convexe mais pas strictement.
— Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre n semi-définie positive et b un vecteur de R™.
Alors J définie par

1
J(x) = 5 (Az,x), — (b,x),, ,
est convexe. Si de plus A est définie positive, J est strictement convexe.
(, ), désigne le produit scalaire de R™.
Plus généralement si A est un opérateur linéaire de H (espace de Hilbert) dans H, auto-
adjoint et monotone c’est-a-dire

V(z,y) eHxH  (A(z) - A(y),z—y) >0,

et b € H, alors J définie par
1
J(x) = 3 (Az,z) — (b,x) ,

est convexe.
Les figures suivantes donnent quelques exemples de fonctions non convexes.
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A A

Figure 1.3 : Exemple de fonctions non convexes
(la corde AB n’est pas au-dessus de 1’arc)

La fonction f apparaissant a gauche dans la figure 1.3 est telle que son opposée —f est
convexe : une telle fonction est dite concave. Le graphe de droite montre qu’une fonction peut
n’étre ni convexe, ni concave.

//

Figure 1.4 : Exemples de fonctions convexes, non strictement convexes

Définition 1.3.5 (Programmation convexe)
On dit que le probléeme (P) est un probleme de programmation convexe quand les fonctions
J,gi,i=1,---,p sont convexes et les fonctions hj,j = 1,-- -, q sont affines.

Définition 1.3.6 (Programmation linéaire)
On dit que le probléme (P) est un probléme de programmation linéaire quand les fonctions
J,gi,i=1,---,p, hj,j=1,---,q sont affines.

Le cas de la programmation linéaire est certes un cas particulier de la programmation convexe
mais il se présente plutdt comme un cas singulier pour lequel on n’est pas toujours siir de trouver
des solutions. De ce fait, les méthodes employées pour la résolution de ces problémes sont des
méthodes tres spécifiques et non pas des cas particuliers des méthodes de programmation non
linéaire que nous allons présenter. La résolution des problemes de programmation linéaire releve
de la Recherche Opérationnelle dont nous ne parlerons pas ici. On pourra par exemple consulter
[10] a ce sujet.
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1.3.2 Continuité des fonctions convexes

Donnons maintenant quelques propriétés (topologiques) importantes des fonctions convexes.
Dans tout ce qui suit J est une fonction de H vers R U {+o00}. On suppose que le domaine de J
est non vide.

Théoreme 1.3.1 (Continuité)

Soit J : H — R U {400} convexe. Il est équivalent de dire

i) Il existe un ouvert non vide ) sur lequel J est majorée par une constante a réelle et ne vaut pas
constamment —oo

ii) J est propre, dom J est d’intérieur non vide et J est continue sur 'intérieur de son domaine.

Démonstration - 1l est clair que (ii) entraine (i).
Pour démontrer le résultat réciproque nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 1.3.1 Si, au voisinage d’un point u, € H, une fonction convexe J est majorée par une
constante finie, alors J est continue en u,,.

Nous démontrerons ce lemme ensuite.

Supposons donc (i) vérifié : 2 est donc inclus dans I’intérieur du domaine de .J qui est en particulier
non vide. Donc J est propre. Soit u € € tel que J(u) > —oo. D’aprés le lemme (1.3.1), J sera
continue en u, donc finie sur un voisinage de u. Pour tout v € int(dom.J), il existe p > 1 tel que
w = u + p(v — u) appartienne encore a int(dom J) car I'intérieur d’un convexe est convexe (ce

. 1
que nous admettrons). L’homothétie h de centre w et de rapport 1 — — transforme u en v et 2 en
P

un ouvert h(2) contenant v. Pout tout v de h(£2), on a par convexité

< 2 4 e < 2 s L
J(') < ’ J(h ())+pJ( ) < ’ +pJ( ).

Par conséquent : tout point v de int(dom.J) posseéde un voisinage h(2) sur lequel J est majorée
par une constante finie. D’apres le lemme (1.3.1), J est continue en v. U

Démonstration du lemme (1.3.1)

On se rameéne par translation au cas ot u, = 0 et J(0) = 0. Soit V un voisinage de 1’origine tel
que J(u) < a < 400, pour tout u de V. Posons W = V N —V et donnons nous ¢ €]0, 1]. Si
u € €WV, on par convexité

g € W, done J(u) < (1 —€)J(0) + sJ(g) <ca,

u

—g €W, done J(u) = (1+¢)J(0) —eJ(—-) > ca.

Finalement
Yu € eW |J(u)] < ea,

d’ou la continuité. O
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Corollaire 1.3.1 Toute fonction convexe propre sur un espace de dimension finie ( H = R") est
continue sur l’intérieur de son domaine.

Démonstration - Si I'intérieur du domaine de J est non vide, il contient n + 1 points affinement

indépendants u;, 1 < ¢ < n+ 1. D’apres I’inégalité de convexité, J est majorée par Jmax J(u;)
<i<n—+

sur I’ouvert

n+1 n+1
{Z)\iui|z)\izlet>\i>OVi}~
=1 =1

Pour plus de résultats sur les fonctions convexes on peut se référer a [11].

1.3.3 Différentiabilité des fonctions convexes

Donnons maintenant quelques propriétés de différentiabilité.

Définition 1.3.7 Soit J une fonction de H dans R U{+o0c}. On dit que J est Gdteaux-différentiable
enu € dom (J) si la dérivée directionnelle

existe dans toute direction v de H et si I’application
v J' (u;v)

est linéaire continue.
D’apres le théoreme de représentation de Riesz (voir [5] par exemple) on identifie H et son dual ;
on note alors

J'(u;0) = (VJ(u),v)
ou (, ) désigne le produit scalaire de H. L’élément V J (u) de H est le gradient de J en u.
Il est clair que si J est différentiable au sens classique en u (on dit alors Fréchet - différentiable),
alors J est Gateaux-différentiable en u, et la dérivée classique et la dérivée au sens de Gateaux

coincident.
La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple suivant : soit f de R? dans R

définie par :
: 2
. y six =y,
flz.y) = { 0 sinon
La fonction f est continue en (0,0) et Gateaux-différentiable en (0,0) mais pas Fréchet - différentia-

ble en (0,0).

Théoreme 1.3.2 Soir J : C C H — R, Gdteaux différentiable sur C, avec C convexe. J est
convexe si et seulement si

V(u,v) €CxC J(v) > J(u) + (VJ(u),v —u) (1.3.1)



1.3. NOTION DE CONVEXITE 13

Démonstration - Supposons J convexe. Soient u et v dans C. Par convexité de J on a
vVt €]0,1] J(u+t(v—u)) — J(u) < t(J(v) — J(u)) .
En divisant par ¢ > 0 et en passant 2 la limite lorsque ¢ — 0 on obtient (1.3.1).
Réciproquement : on applique (1.3.1) a u +t(v —u) (t € [0,1]) et u, puis a u+ t(v — u) et v pour

obtenir
Jw) > Ju+tv—u) —t(VJ(u+tlv—u)),v—u) et

Jw)>Ju+tlv—u))+ (1 —1t) (VJ(u+t(v—u)),v—u) .
En faisant la combinaison convexe de ces deux inégalités on obtient
(I1=t)J(u)+tJw) > A —t+t)J(u+tv—u)),

et la convexité de J. O

Théoreme 1.3.3 Soit J : C C H — R, Gdteaux différentiable sur C, avec C convexe. J est
convexe si et seulement si V J est un opérateur monotone , c’est-da-dire

V(u,v) €eC xC (VJ(u) = VJ(v),u—v) >0. (1.3.2)
Démonstration - Soient (u,v) dans C x C. D’apres le théoreme précédent, si J est convexe, alors
J(v) > J(u) + (VJ(u),v —u)

et
J(u) > J(w) + (VJ(v),u —v) .

En sommant on obtient (1.3.2).
Réciproquement : soient (u,v) dans C x C, u # v; on définit ¢ de [0, 1] dans R de la maniere
suivante :

pit—=pt)=0—-t)J(u) +tJ(v) — J(u+tlv—u)).

Il est facile de voir que ¢ est dérivable et que
Vi1, ta € [0,1] (¢'(t1) — ¢ (t2))(t1 —t2) <0,

grice a (1.3.2). Donc ¢ est décroissante sur [0, 1]. De plus ¢(0) = ¢(1) = 0 et d’apres le
théoreme de Rolle, il existe a €]0, 1] tel que ¢’(a) = 0. On a donc le tableau suivant qui montre
que ¢ > 0 sur [0, 1]. La convexité de J s’en déduit.

t |0 a 1
oI 0N
o |+ 0 -
p |0/ N0 O
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Remarque 1.3.1 Supposons que VJ soit un opérateur strictement monotone :
V(u,v) € C xC, u # v, (VJ(u) = VJ(v),u—v)>0. (1.3.3)

alors J est strictement convexe. En effet, on peut reprendre la deuxieme partie de la démonstration
du théoréme précédent : ' est strictement décroissante sur [0, 1] et donc ne s’annule qu’en un
point a au plus. ¢ est alors strictement croissante sur | 0, a[ et strictement décroissante sur | a, 1]
donc strictement positive sur ] 0, 1].

On définit de maniere analogue la (Gateaux) dérivée seconde de J en u, comme étant la dérivée
de la fonction (vectorielle) u — V.J(u). On la note D?J(u) et on I’appellera aussi Hessien par
abus de langage ; ce Hessien est identifiable a une matrice carrée n x n lorsque H = R".

Nous allons maintenant étudier le probléme de minimisation (P) c’est-a-dire

— donner des résultats d’existence de solutions (locales ou globales)

— étudier I'unicité éventuelle des solutions
donner une caractérisation de ces solutions en terme de conditions nécessaires et/ou suffi-
santes d’optimalité
donner des algorithmes de calcul de ces solutions.

[Exercices]

[Convexité]

1. Montrer qu’une norme est convexe.

2. Montrer que la fonction indicatrice d’un ensemble K définie par

L_J0  ifrek
K=Y +oo sinon ,

est convexe si et seulement si K est convexe.

3. Soit U une partie convexe d’un espace vectoriel V. Montrer que f : U C V — R est
convexe si et seulement si I’ensemble suivant :

épi(f) ={(v,a) e VxR |veU, a> f(v)}

est une partie convexede V' x R .

4. Soit (f;)ier une famille quelconque de fonctions convexesde U C V — R..
Démontrer que la fonction sup f; est convexe .
el
NS 1 1 aP bl
5. Montrer I’inégalité de Young : Va,b > 0, Vp,q e Ntelsque -+ - =1, ab< — + —.
p g p q
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6. Soit f une fonction convexe de R™ dans R. Montrer que :

p p p
V(\ii<icp € RNPLg. D N = LV(mii<icp € R™P, FONimi) <Y Nif (i)
i=1 i=1

=1 =

7. Donner une condition suffisante sur les fonctions g; pour que I’ensemble C = {z €
R™ | g;(x) <0,i=1,---,p} soit convexe et fermé, puis donner une condition suffisante
sur les fonctions g;, i = 1,...,peth;, j=1,...,q pour que I’ensemble

C={xeR"|gi(z)<0,i=1,---,p, hj(x)=0,j7=1,...,q¢}

soit convexe fermé.

8. Soit F une fonction de R™ dans R. Pour u et v fixés dans R™ on définit la fonction de R*+

vers R suivante :
u+ Av) — F(u)

A

WA>0 o) =

Montrer que si ' est convexe alors ® est croissante.

9. Fonctions conjuguées.- Soit f une fonction quelconque de R™ dans R=RU{+o00}.On
définit la fonction f* de R™ dans R de la maniére suivante :

Vy € R" f*(y) = sup (z,y) — f(z) ,
rER™

ol (x,y) désigne le produit scalaire usuel de R"™. On note dom( f) I’ensemble :{x € R™ | f(z) €
R }.

(a) Montrer que : Vy € R" f"ly)= sup (z,y) - f(2).
zedom(y)

(b) Montrer que f* est convexe.
(c) Montrer que :
- [(0) =~ inf ()
SVASO0, Yy EeR"  (Af)*(y) = )\f*(%) .
- VaeR (f+a) =f"—a.
(d) Calculer explicitement f* dans les cas suivants :
- Vx e R"” f(z) = (b,z) , ou bestun élément fixé de R".
- Vo e R" f(z) =k, ou k est un réel.
-V eR" f(z)= % (Ax,x) — (b,x) , ol b est un élément fixé de R™ et A une
matrice carrée, définie positive d’ordre n.
[Différentiabilité]
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10.

11.

12.

13.

14.

Soit f une fonction de R dans R dérivable sur I’intervalle ]0,1]. On suppose que f’ n’est pas
bornée sur ]0,1]. Montrer que f n’est pas lipschitzienne sur [0,1].

Les fonctions de R™ dans R suivantes sont-elles différentiables ?
Si oui , quelle est la différentielle ? Si non , sont-elles Gateaux-différentiables ?

1
n P
= fp(z) =zl = (Z Hfi\p> ,pour p =1, 2.
i=1

— f(x) = (Ax,z) = ' Az, ou (, ) désigne le produit scalaire de R™.

Soit a une forme bilinéaire symétrique de R™ x R™ dans R.

(a) Montrer que I’on peut trouver une matrice symétrique A d’ordre n telle que :
Yu,v € R" a(u,v) = (Au,v) .
(b) Calculer le gradient et la dérivée seconde (hessien) de la fonctionnelle J définie sur
1
R™ par: J(v) = B (Av,v) — (b,v) ,oub € R" est fixé.
(c) A quelle condition sur A, la fonction J est-elle convexe ? strictement convexe ?

Montrer que si f est (Fréchet) différentiable de différentielle D f alors :

YoeV  Df(y)v=f(y)v=(Vf(y),v)

Réciproquement, montrer que si f est Gateaux-différentiable de Gateaux-différentielle conti-
nue, alors f est Fréchet-différentiable.

Soit Y = Cla, b]. On définit la fonctionnelle .J de la maniére suivante :

b
Vyel J(y) = / [sin® 2 + y(2)?] dz

Pour y dans Y calculer la Gateaux-différentielle J'(y de J en y.



Chapitre 2

Minimisation sans contraintes

Dans ce chapitre nous allons étudier les problemes d’optimisation évoqués dans le chapitre
précédent dans le cas ou H = R™ muni du produit scalaire usuel et lorsqu’il n’y a pas de
contraintes : on effectue la minimisation de la fonction J sur tout I’espace. Nous considérons
donc le probleme formulé de la facon suivante

P) { min J(x)

rz e R?

ou J est une fonction de R™ vers R U {+o00}.

2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétés de la solution (ou des solutions) de (P) il faut s assurer de leur
existence. Nous donnerons ensuite des résultats d unicité.

Définition 2.1.1 On dit que J : H — R est coercive si

lim J(z)=+4o00.

llz]|—+o0
Ici || - || désigne la norme de 1’espace de Hilbert H. Dans le cas ou H = R” les normes sont toutes
équivalentes et || - || désigne une norme quelconque de R™. On notera || - ||, (p € N) la norme /¢,
de R™: )
n D
Vo= (z1,...,2.) ER” 2l = > \xiyp] .
i=1
La norme infinie de R" est
Vo = (r1,...,2,) € R" |2|loc = max |z;] .
1<i<n

Rappelons que parmi les normes ci-dessus, seule la norme ¢2 munit R™ d’une structure d’espace
de Hilbert. Nous noterons (-, -) le produit scalaire associé.

17
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Exemples 2.1.1

— J(x) = ||z|| est coercive.

— Pourn = 2etx = (w1, 79), J définie par J(z) = 2% + 22 — ax1 — bay — ¢, est coercive
pour tous réels a et b.
J définie par J(z) = 2?2 — 23 n’est pas coercive. En effet la suite x,, = (0,n) est telle que
|Z|] — 400 (on peut prendre par exemple ||z, || = ||z,[|1 = n) et pourtant J(z,,) = —n?
ne converge pas vers +oo.
De la méme maniére, (toujours dans le cas n=2), la fonction .J définie par J(x) = x? n’est
pas coercive. On peut encore choisir pour le montrer la suite (0, n) car J(0,n) = 0.

— Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique, définie positive et b un vecteur de R™. Alors
J définie par

(Az,z) — (b,x) ,

DO

J(z) =

est coercive.
— Une fonction affine J définie par J(z) = (a, )+, « € R", § € R, n’est jamais coercive.
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Figure 2.2 : exemples de fonctions non coercives
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Théoreme 2.1.1 (Existence)
Soit J : R™ — R U {400} propre, continue et coercive. Alors (P) admet au moins une solution.

Démonstration - Soit d = inf(P); d < +4oo car J est propre. Soit (zp)pen € R™ une suite
minimisante, c’est-a-dire telle que
lim J(xp) =d.
Jlim_J(z)
Montrons que (x,) est bornée.
Si ce n’était pas le cas on pourrait extraire de cette suite une sous-suite (encore notée (z)) telle

lim |lzp| = +oo . Par coercivité de J on aurait lim J(x,) = +o0, ce qui contredit le fait
p——+400 p——+4o00

que pli)inoo J(zp) =d < 400.

Comme (z,) est bornée, on peut alors en extraire une sous-suite (encore notée (x,)) qui converge
vers Z € R"™. Par continuité de J, on a alors

d= pll)grnoo J(zp) = J(2) .

En particulier d > —oo et T est une solution du probleme (P). O

Remarque 2.1.1 Ce résultat est encore vrai si on remplace R™ par un espace de Hilbert H (ou
plus généralement par un espace de Banach réflexif). La continuité de la fonctionnelle J est alors
remplacée par de la semi-continuité inférieure pour la topologie faible. Nous ne voulons pas abor-
der les notions de topologie faible, aussi nous limitons nous au cas ou I’espace de référence est de
dimension finie.

Figure 2.3 : minima (globaux) d’une fonction coercive (non convexe)
Toutefois, on n’a pas forcément unicité. . .Nous donnons ci-dessous un critere pour 1’unicité.

Théoreme 2.1.2 (Unicité)
Soit J : R™ — R U{+o0} strictement convexe. Alors le probleme (P) admet au plus une solution.
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Démonstration - Supposons que J admette au moins un minimum m et soient x1 # x2 (dans R™)
réalisant ce minimum : J(x1) = J(x2) = m. Par stricte convexité de la fonction .J on a alors :

7 (B2 < U + ) = ms

ceci contredit le fait que m est le minimum. Donc 1 = 2. O
Donnons pour terminer un critére pour qu’une fonction soit strictement convexe et coercive :

Théoréme 2.1.3 Soit J une fonction C* de R"™ dans R. On suppose qu’il existe o > 0 tel que
V(z,y) eR" xR" (VJ(z) = VJ(y),z —y) 2 allz —y|*. @.1.1)

Alors J est strictement convexe et coercive; en particulier le probléme (P) admet une solution
unique .

Démonstration - D’apres le théoréme 1.3.3 la condition (2.1.1) implique que VJ est monotone et
que J est convexe. De plus la remarque 1.3.1 nous donne la stricte convexité de J. Enfin J est
coercive : en effet, appliquons la formule de Taylor avec reste intégral

1 1
J(y):J(a:)+/0 jtj(x—kt(y—x))dt:J(a:)—i-/o (VJ(x+tly—z)),y —x) dt.

1
J(y):J(:c)+(VJ(:c),y:E)+/O (VJ(z+tly—=x)) —VJ(x),y—z) dt. (2.1.2)

D’apres (2.1.1) on obtient

1
ﬂwZJ@»HVAmw—x»gAtmm—mPﬁ.

Finalement o
J(y) 2 J(2) = V(@) ly — 2l + 5 llz ~ ylI? . (2.1.3)

Fixons z = 0 par exemple ; il est alors clair que J est coercive.
Par conséquent, J admet un minimum unique x* sur R" caractérisé par V.J(z*) = 0.

La condition (2.1.1) nous amene a la définition suivante :

Définition 2.1.2 (Fonction elliptique)
On dit que J : H — R est elliptique si la condition (2.1.1) est vérifiée, c’est-a-dire

Ja > 0tel que Y(z,y) eHxH (VJ(z)—=VJ(y),z—y)>alz—y|>.

« est la constante d’ellipticité.
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Donnons un critere d’ellipticité

Proposition 2.1.1 Une fonction J : H — R deux fois différentiable sur H est elliptique si et
seulement si
V(z,y) eHxH (D*J(z)y,y) = a|lyl®.

Démonstration - On utilise de nouveau la formule de Taylor appliquée a la fonction ¢ : ¢t +—
©(t) = J(x + ty). La démonstration est laissée au lecteur. O

Il faut maintenant donner des conditions pour pouvoir calculer la (ou les) solutions. On va
chercher a montrer que cette solution est solution de certaines équations, de sorte qu’il sera plus
facile de la calculer.

2.2 Conditions d’optimalité

2.2.1 Conditions nécessaires du premier ordre

Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui portent sur la
dérivée de la fonction a minimiser. On va donc se restreindre au cas des fonctions Gateaux-
différentiables.

Théoreme 2.2.1 (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre)
Soit H un espace de Hilbert réel et J : H — R une fonctionnelle Gateaux-différentiable sur H. Si
x* réalise un minimum (global ou local) de J sur H alors

VJ(z*)=0. (2.2.1)
Démonstration - Si x* réalise un minimum de J sur H alors
Vo e B(z*, p) J(z*) < J(x),
ou B(z*, p) est une boule de rayon p > 0 centrée en z*.
Soit h € H, h # 0 ; on peut trouver t;, = H—ZH > 0 tel que
Yt €]0,tp] x*+theB(x*p),

et donc
Vit €]0,tp] J(x*) < J(x* +th),

Or J est Gateaux-différentiable en x*, donc
lim J(x* +th) — J(z*)
t—0t t

Donc
Vh e H (VJ(z*),h) >0, (2.2.2)

c’est-a-dire VJ(z*) = 0. O
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Définition 2.2.1 Un point x* de H vérifiant V.J(z*) = 0 est appelé point critique ou point
stationnaire .

La relation VJ(z*) = 0 est aussi appelée équation d’Euler .
Ce théoreme n’a pas de sens si la fonction J n’est pas différentiable comme le montre la figure
2.4, suivante :

Figure 2.4 : Minimum d’une fonction non différentiable

On constate que cette condition nécessaire du premier ordre permet de sélectionner un certain
nombre de “candidats” a étre des minima (globaux) ; toutefois, la réciproque du Théoreme 2.2.1 est
fausse ; un point critique n’est pas nécessairement un minimum global. Ce peut-étre un minimum
local (cf. figure 2.5 : point B), un maximum local (cf. figure 2.5 : point C) ou ni I’un, ni I’autre (cf.
figure 2.5 : point A). Le résultat du théoréme est une condition nécessaire qui n’est en général pas
suffisante (cf. la fonction f de R dans R définie par f(x) = 2%). C’est une condition du premier
ordre car elle ne fait intervenir que la dérivée premiere de la fonction J.

Figure 2.5 : Points critiques non optimaux
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Il existe cependant des situations ot la relation (2.2.1) est une condition nécessaire et suffi-
sante : en programmation convexe.

Théoreme 2.2.2 (CNS du premier ordre dans le cas convexe)
Soit J : H — R Gateaux- différentiable et convexe sur H. Un point x* réalise un minimum global
de J sur H si et seulement si V. J(x*) = 0.

Démonstration - On a vu que la condition est toujours nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit z* € H tel que V.J(2*) = 0. Comme J est convexe on peut utiliser le théoreme (1.3.1) du
chapitre 1 et on obtient :

Ve e H J(z) > J(x*) + (VJ(z"),z —2") = J(z") .
On a donc immédiatement le fait que 2* réalise un minimum de J sur H. U

Remarque 2.2.1 On peut raffiner le résultat précédent en ne supposant que la locale convexité
de J au voisinage de ©*, c’est-a-dire en supposant que J est convexe sur une boule centrée en x*.
A ce moment la, nous pouvons affirmer que x* est un minimum local de J.

Le cas ou J est convexe est fréquent dans la pratique mais pas systématique. Nous allons donc
donner maintenant des conditions suffisantes pour qu’un point critique réalise un minimum (ou un
maximum). Ces conditions vont faire intervenir la dérivée seconde de J : ce sont des conditions
du second ordre.

2.2.2 Conditions du deuxiéme ordre

Nous commengons par une condition nécessaire permettant de préciser encore les éventuels
mi- nima.

Théoreme 2.2.3 (Condition nécessaire du second ordre)

On suppose que x* est un minimum (local) de J et que J est deux fois dérivable sur H. Alors
i. VJ(z*)=0et

iivVe € H (D*J(z*) @, z)) > 0.

Démonstration - (i) a déja été vue : montrons (ii).
Soit x € H. Appliquons la formule de Taylor a la fonction ¢ : t — @(t) = J(x* + tx). Comme
VJ(x*) = 0 on obtient

0<J(z*+tx)— J(z*) = t22 (D*J(z*) z,z) + o(t?) .

Apres division par 2, on fait tendre ¢ vers 0 et on a le résultat voulu. g

Remarque 2.2.2 Dans le cas ou H = R"™, (ii) est équivalent a dire que la matrice Hessienne de
J en x* : D%J(z*) est semi-définie positive.

Rappelons qu’un critére pour que D*J(z*) (qui est une matrice symétrique) soit semi-définie
positive est que toutes ses valeurs propres soient positives ou nulles.
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La réciproque du théoréme précédent est fausse (il suffit de penser a la fonction ¢ — ¢3 pour

s’en convaincre). Nous pouvons toutefois donner une réciproque sous forme de condition suffi-
sante du second ordre plus forte (pour un résultat plus faible) de ce qui précede.

Théoréme 2.2.4 (Condition suffisante du second ordre)
Soit J deux fois dérivable sur H vérifiant VJ(z*) = 0 et

da>0,VreH (D*J(z*) z,2) > aflz|?. (2.2.3)
Alors la fonction J admet un minimum local strict en z*.

Démonstration - Soit  dans H. On utilise de nouveau la formule de Taylor appliquée a la fonction
@t p(t) = J(z* + tz). Nous avons

t t2

J(x* +tx) — J(z¥) = Bl (DQJ({L‘*)ZE,IL‘) + o(t?) > —aljz|* + o(t?) .
Ceci montre que z* réalise un minimum local strict de .J U
La condition (2.2.3) est une condition d’ellipticité locale. .

Remarque 2.2.3 SiH = R" la condition (2.2.3) revient a dire que la matrice Hessienne DQJ(x*)

est définie positive, un choix possible pour o étant alors la plus petite valeur propre. C’est une
condition de convexité (locale) stricte au voisinage de x*.

Exemple 2.2.1 Soit J : R? — R définie par

J(x1,x0) = 327 — 4a3x0 + 23 .

Il est facile de voir que le point (0, 0) est un point critique mais on ne peut pas conclure immédiate-
. . 0 0
ment car la matrice Hessienne D?J(0,0) =

0 2| est seulement semi-définie positive
puisque ses valeurs propres sont 0 et 2. On peut toutefois vérifier que ce point critique n’est ni
un minimum ni un maximum en remarquant que J(0,1) =1 > J(0,0) = 0 > J(0.5,0.5) =
—0.0625 .

On peut aussi remarquer que .J n’est pas coercive puisque J(n,n?) = 0
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Figure 2.6 : fonction précédente au voisinage de (0,0)
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Exemple 2.2.2 (Cas d’une fonction quadratique)
Nous allons détailler le cas ou J est une fonction quadratique c’est-a-dire

J(z) = %(Ax,x) ~(ba)

ot A est une matrice carrée symétrique et b € R".

Les points critiques de J sont solutions de V J(x) = 0, ¢’est-a-dire sont solutions du systeme
linéaire : Ax = b. Si de plus A est définie positive alors la solution de Ax = b est le minimum
(global) de J.

Le cadre de I’ optimisation va donc permettre de donner des méthodes de résolution de systemes
linéaires grace a des méthodes issues de I’optimisation. Nous y reviendrons dans la section de ce
chapitre consacrée aux Algorithmes.

2.3 Exemple : régression linéaire

Nous allons illustrer les résultats de la section précédente par 1’exemple trés important de la
régression linéaire.

Considérons un nuage de n points de R? : M; = (tiyz;),1 < i < n.Ces données sont
souvent le résultat de mesures et on cherche a décrire le comportement global de ce nuage. En
général ces points ne sont pas alignés, mais on décide de chercher une droite les “approchant” au
mieux...

On utilise pour cela la méthode des moindres carrés : comme on n’a pas x; = a t; + b pour
tout ¢, on cherche a minimiser le carré des différences. On veut donc trouver un couple de réels
(a,b) solution de

min J(a,b) , (a,b) € R?,
n
ou J(a,b) = > (z; — at; — b)*.
i=1
Calculons le gradient de .J en un point quelconque (a, b) de R?.

%(a,b) —é?(am%—b—wi) t; —2(12&—&—2()2@—22@@,

aJ n n n

— = 2 (at; —x;) =2 i +2nb—2 i

ab(a,b) ; (at; + b — z;) a;t +2nb ;:c
Notons

n n n n
St:Zti,Sx:in,Sm:Z:piti etStQZZt?.
i=1 i=1 =1 =1

Ecrire que V.J(a,b) = 0 revient a écrire le systeme

Stza—i—Stb = Sy
Sta+nb = S,
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La résolution de ce systtme donne une solution unique si (.5;)? — n.S;2 # 0. On obtient

SzSt — TLSxt et b SztSt — Sﬂ?Stz
a = ——— —_— ——
(S¢)? — nSp (St)2 — NSy
Il faut encore vérifier que le couple obtenu est bien un minimum. Calculons pour cela la matrice
Hessienne de J en (a, b) :
2 _ S St |
DJ(a,b)—2[St n}’

cette matrice est toujours (semi-définie) positive. Elle est définie positive si elle est inversible (car
alors aucune valeur propre n’est nulle) c’est-a-dire lorsque que son déterminant (S;)? — n.S;2 est
non nul. Dans ce cas, le couple obtenu est bien (I’'unique) minimum strict de .J.

La droite ainsi obtenue est appelée droite de régression.

Figure 2.7 : Droite de régression d’un nuage de points

2.4 Algorithmes (déterministes)

Dans cette section, nous allons présenter quelques algorithmes permettant de calculer (de
maniére approchée) la ou les solutions du probleme (P) de départ. Bien entendu, nous ne pouvons
pas étre exhaustifs ; nous présentons les méthodes “de base” les plus classiques. Toutefois, la plu-
part de ces algorithmes exploitent les conditions d’optimalité dont on a vu qu’elles permettaient
(au mieux) de déterminer des minima locaux. La question de la détermination de minima globaux
est difficile et dépasse le cadre que nous nous sommes fixés. Néanmoins, nous décrirons dans la
section suivante, un algorithme probabiliste permettant de “déterminer” un minimum global.

Remarquons aussi que nous avons fait I’hypothese de différentiabilité de la fonction J. Il existe
des méthodes permettant de traiter le cas non différentiable (ou non régulier). Nous n’en parlerons
pas ici. Le lecteur intéressé peut se référer a [4].

Nous commencerons par quelques définitions :

Définition 2.4.1 (Algorithme)
Un algorithme est défini par une application A de R™ dans R™ permettant la génération d’une
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suite d’éléments de R™ par la formule :

o € R" donné, k =0 Etape d’initialisation
g1 = Alxg), k=k+1 Itération k.

Ecrire un algorithme n’est ni plus ni moins que se donner une suite (xj)rey de R™; étudier la
convergence de 1’algorithme, c’est étudier la convergence de la suite () gen -

Définition 2.4.2 ( Convergence d’un algorithme)
On dit que I’algorithme A converge si la suite (x))cn engendrée par I'algorithme converge vers
une limite x*.

Il est bien entendu treés important d’assurer la convergence d’un algorithme via les hypotheses
ad-hoc, mais la vitesse de convergence et la complexité sont aussi des facteurs a prendre en compte
lors de I’utilisation (ou de la génération) d’un algorithme; on a en effet “intérét” a ce que la
méthode soit la plus rapide possible tout en restant précise et stable. Un critére de mesure de la
vitesse (ou taux) de convergence est I’évolution de I’erreur commise (e, = ||z — z*|)).

Définition 2.4.3 ( Taux de convergence d’un algorithme)
Soit (xy)ken une suite de limite ©* définie par la donnée d’un algorithme convergent A. On dit
que la convergence de A est
— linéaire si l’erreur ey, = ||z}, — x*|| décroit linéairement :

C e [O,l[,ﬂko, Yk > ko €k+1 < Cey .
— super-linéaire si’erreur ey, décroit de la maniere suivante :
€k+1 < Qg€ ,

ol vy, est une suite positive convergente vers 0. Si oy, est une suite géométrique, la conver-
gence de ’algorithme est dite géométrique.
— d’ordre p si lerreur ey, décroit de la maniére suivante :

=0 Z 0 ,3]60, vk Z k() €k+1 S C [6k]p .

Si p = 2, la convergence de I’algorithme est dite quadratique.
Enfin, la convergence est dite locale si elle n’a lieu que pour des points de départ xq dans un
voisinage de x*. Dans le cas contraire la convergence est globale.

Remarque 2.4.1 La “classification” précédente des vitesses de convergence renvoie a la notion

de comparaison des fonctions au voisinage de +o0o. En effet, si on suppose que [’erreur ey, ne
Ck+1

s’annule pas, une convergence linéaire revient a dire que = O(1), alors qu’une convergence

€k+1
€k

super-linéaire est équivalente a = 0(1). De maniére analogue, un algorithme d’ordre p > 2

Ck+1 -2 . PEPUEN . )
est tel que o o(ei ). On a bien entendu intérét a ce que la vitesse de convergence d’un
e

algorithme soit la plus élevée possible (afin d’obtenir la solution avec un minimum d’itérations
pour une précision donnée).
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2.4.1 Méthode du Gradient

La méthode (ou algorithme) du Gradient fait partie d’une classe plus grande de méthodes
numéri- ques appelées méthodes de descente. Expliquons rapidement 1’idée directrice de ces
méthodes.

On veut minimiser une fonction J. Pour cela on se donne un point de départ arbitraire x,,. Pour
construire I'itéré suivant x; il faut penser qu’on veut se rapprocher du minimum de J ; on veut
donc que J(z1) < J(x,). On cherche alors 1 sous la forme x1 = x, + p1d; ou d; est un vecteur
non nul de R™ et p; un réel strictement positif. En pratique donc, on cherche d; et p; pour que
J(zo + p1d1) < J(x,). On ne peut pas toujours trouver dy. Quand d; existe on dit que c’est une
direction de descente et p; estle pas de descente. La direction et le pas de descente peuvent étre
fixes ou changer a chaque itération. Le schéma général d’une méthode de descente est le suivant :

zo € R™ donné
Ty = T + pr di, di, € R — {0}, pp, € RT*,
ou py, et dj, sont choisis de telle sorte que J(xg + pi di) < J (k).

Une idée naturelle pour trouver une direction de descente est de faire un développement de
Taylor (formel) a I’ordre 2 de la fonction J entre deux itérés x, et xp11 = T + pg di :

J(@k + pr dp) = J (k) + pr (VI (2k), di) + o(pxdy).-

Comme on veut J(xp + pr di) < J(xx), on peut choisir en premiere approximation dj =
—VJ(z)). La méthode ainsi obtenue s’appelle I’algorithme du Gradient. Le pas pj est choisi
constant ou variable.

Algorithme du Gradient

1. Initialisation
k =0 :choix de zg etde pg > 0
2. ltération &
Tpy1 = 2 — pr VJ(21);
3. Critere d’arrét
Si||zkr1 — x| < e, STOP
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.
Dans tout ce qui suit, £ est un réel positif (petit) donné qui représente la précision désirée.
Cette méthode a pour avantage d’étre trés facile a mettre en ceuvre. Malheureusement, les

conditions de convergence sont assez lourdes (c’est essentiellement de la stricte convexité) et la
méthode est en général assez lente. Nous donnons ci-dessous un critere de convergence :

Théoréme 2.4.1 Soit J une fonction C' de R™ dans R, coercive et strictement convexe. On sup-
pose qu’il existe une constante M strictement positive telle que

V(z,y) e R" xR" ||[VJ(x) = VJ(y)| <M ||z —y] . (2.4.1)

2
Alors, si on choisit le pas py dans un intervalle [(1, B3] tel que 0 < 1 < (2 < U la méthode

du gradient converge vers le minimum de J.
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Démonstration - J admet un minimum unique sur R™ et ce minimum x* est caractérisé par
VJ(xz*) = 0, puisque J est strictement convexe. Montrons que la suite x;, engendrée par 1I’algo-
rithme converge vers z*. Appliquons la relation (2.1.2) ay = xp 1 etz = xy :

1
J(xk+1) = J(.%k)-l-(VJ(JJk), Tht1— xk)+/0 (VJ(Ik + t(xk+1 —CCk)) —VJ(xk), Th4+1 —xk) dt.

Comme xy 1 = x — pr VJ(x) on obtient (avec (2.4.1) )

1 1
J(wpq1)—J () < —%||$k+1—$k||2+/ VI (zg+t(zp1—2k)) = VI (@p) || [|2hg1 — 28] di
0

1 M M 1
J(@ri1) — J(@p) < ——|l@prr — 2l + Tz —2ll* = |5 — —| llzesr — 2xl?
2

Si on choisit pg, dans un intervalle [51, G2] tel que 0 < 51 < (2 < , nous obtenons alors

M

J(ere) - I(aw) < [f‘j - H lexss — .

La suite J(z) est alors strictement décroissante ; comme elle est minorée elle converge. Cela
entraine d’une part que J(xp41) — J(zx) tend vers O et d’autre part que la suite (z) est bornée
(par coercivité). On peut donc extraire de () une sous-suite convergente vers Z. De plus comme

-1
v = ol < |5 = 5| W) - s

Tp41 —

. 2z z x
la suite (7541 — x) tend également vers 0. Par conséquent V.J(x) = * tend vers 0.

k
Par continuité de V.J, on obtient V.J(z) = 0. Donc Z est I’'unique minimum z* de .J. Ceci étant
vrai pour toute valeur d’adhérence de la suite () cela prouve que toute la suite (x3) converge
vers x*. O

Définition 2.4.4 On dit qu’une fonction F' de R™ dans R" est Lipschitzienne de rapport M > 0
Si
V(z,y) e R*" xR" [|F(z) - F(y)l| < M [lz —y] .

La condition (2.4.1) du théoréeme précédent signifie donc que V J est lipschitzienne.

Corollaire 2.4.1 Soit .J, une fonction C* de R™ dans R, elliptique et de dérivée lipschitzienne
(c’est-a-dire vérifiant (2.1.1) et (2.4.1)). Alors, si on choisit le pas py dans un intervalle |31, [32]

2
tel que 0 < (1 < B2 < U la méthode du gradient converge vers le minimum de J.

Démonstration - 11 suffit de coupler les résultats des théoremes 2.1.3 et 2.4.1. U
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Remarque 2.4.2 Lorsque J vérifie (2.1.1) et (2.4.1), on peut aussi interpréter [’algorithme du
gradient a pas constant comme la méthode des approximations successives appliquée a la re-
cherche du point fixe de la fonction

Sy(x) =2 —pVJ(x),

oit p # 0. On peut en effet montrer que S, est lipschitzienne de rapport (1- 2pa + p>M?). Cest
donc une contraction stricte si p € ]0, 2a/M? [ ; elle posséde alors un unique point fixe. Pour
p = a/M?, le taux de contraction est (1- o/ M?) : c’est le meilleur possible. La convergence est
alors celle d’une série géométrique de raison (1- o,/ M?).

On utilise le plus souvent la méthode du gradient a pas constant (p; = p constant). Toutefois, on

peut faire varier le pas a chaque itération : on obtient alors la méthode du gradient a pas variable.
La méthode du gradient a pas optimal propose un choix du pas qui rend la fonction cofit

minimale le long de la direction de descente choisie. Plus précisément, 1’étape 2. devient

2’.- Itération k

Tpy1 = T — pr VJ (2p)

ol py, réalise le minimum sur R™ de la fonction ®;, définie par
Dilp) = J (i — p VI () -

En pratique, on ne cherche pas le minimum de ®; et on détermine py en effectuant une re-
cherche linéaire de pas optimal suivant une regle de la forme suivante par exemple :

Regle de recherche linéaire de Wolfe

1. Initialisation p = 1 (par exemple), p— = p;+ = 0. Onsedonne 0 < 3; < (B2 < 1.
2. Si @(p) < ©1(0) + B p D}, (0) €t Di(p) > B P (0) , STOP : py, = p.

3. Sinon
— Si @1 (p) > ©4(0) + 51 p ®},(0), on pose p = p
= Si @4(p) < @(0) + B1 p 23(0) et Dx(p) < B2 P}(0), on pose p— = p
etonvaa4.

4. Choix d’'un nouveau p :
— Si py =0, 0ncherche p > p_ (par exemple p =2p_).

— Si p+ > 0, 0n cherche p €] p_, p+ [ (par exemple p = %)_

Retour a 2.

La regle apparaissant a I’étape 2. est connue sous le nom générique de regle d’ Armijo. Il existe
beaucoup d’autres regles de recherche linéaire. Pour plus de détails sur ces variantes, on pourra se
référer a [7, 12, 4] ou aux exercices en fin de chapitre.
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Exemple 2.4.1 Les conditions du théoreme peuvent paraitre compliquées, aussi nous donnons
un exemple. Soit J la fonction de R™ vers R déja évoquée plusieurs fois (car elle joue un réle
important) définie par

J(z) = %(Ax,:r) ~ (b7

ot A est une matrice carrée, symétrique et définie positive et b € R"™ (voir I’exemple (2.1.1)).
Cette fonction J vérifie les hypothéses du théoréme ci-dessus avec pour constantes o et M la plus
petite et la plus grande valeur propre de A (respectivement).

Remarque 2.4.3 La notion d’ellipticité est trés importante, car elle conditionne la convergence
de la plupart des algorithmes qui vont étre décrits par la suite. Toutefois, les conditions de conver-
gence que nous donnons sont toujours des conditions suffisantes. L’algorithme converge si elles
sont vérifiées mais il peut éventuellement converger, méme si elles ne le sont pas ....

En pratique, on ne calcule pas o et M. Pour trouver ’intervalle de convergence de p, on fait
plusieurs tests pour différentes valeurs. La non convergence se traduit en général, soit par une
explosion de la solution ( elle va clairement vers 4+00) soit par des oscillations (périodiques ou
non) qui empéchent la suite des itérés de converger vers une valeur.

2.4.2 Méthode de Newton

La méthode de NEWTON n’est pas une méthode d’optimisation a proprement parler. C’est en
réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme F'(z) = 0 ou
F est une fonction de R™ dans R™. Nous allons d’abord la décrire puis montrer comment on peut
I’appliquer a la recherche de minimum.

Méthode de Newton

Présentons d’abord formellement cette méthode dans R, pour résoudre f(z) = 0 ou f est une
fonction C! de R dans R. Nous préciserons ensuite les conditions d’utilisation de la méthode et
justifierons I’existence des itérés successifs dans un théoréme général de convergence.

Algorithme de Newton dans R

1. Initialisation
k = 0 : choix de =y € R dans un voisinage de z*.

2. Itération &

f(xr) |

LT i ()

3. Critére d’arrét
Si |rg41 — xx| < e, STOP
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.
Remarquons qu’il faut non seulement assurer la convergence de la suite xj, vers la solution x*,

mais aussi montrer que cette suite est bien définie, ¢’est-a-dire montrer que f'(xy) # 0 a I’étape
2.
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Cette méthode est aussi appelée méthode de la tangente. En effet chaque itéré ;1 est obtenu
a partir du précédent en tracant la tangente a la courbe de f au point (z, f(x)) et en prenant son
intersection avec I’axe des abscisses.

6

I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figure 2.8 : Interprétation géométrique de la méthode de Newton

-2

Nous pouvons maintenant généraliser 2 R”. Soit I’ une fonction de classe C' de R™ & valeurs
dans R™. On suppose que I’équation
F(z)=0, (2.4.2)

posséde au moins une solution notée x* et que la matrice jacobienne DF(z*) est une matrice
inversible. Nous verrons que la continuité de D F' permet alors d’assurer ’inversibilité de D F'(xy,)
pour tout x; dans un voisinage de =* et de fait, I’existence de x, 1 a I’étape 2. de I’algorithme
décrit ci-dessous.

Algorithme de Newton dans R”
1. Initialisation

k = 0 : choix de =y dans un voisinage de x*.

2. Itération k&
Tht1 = Tk — [DF(xk)]fl F(J?k;) ;

3. Critere d’arrét
Si||xg+1 — zi|| < e, STOP
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

L’étape 2. de la méthode revient a résoudre le systeme linéaire suivant :
[DF (zg)] 6 = F(x)

puis a poser xx11 = T — O -
Nous avons le résultat de convergence suivant :
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Théoreme 2.4.2 Soit F est une fonction de classe C* de R™ dans R" et x* un zéro de F (c’est-
a-dire F(x*) = 0). On suppose en outre que ce zéro est isolé et que DF (z*) est inversible (DF
désigne la dérivée premiere de F).

Alors il existe une boule fermée B centrée en x* telle que, pour tout point o € B, la suite (xy,)
définie par la méthode de Newton est entierement contenue dans B et converge vers x* qui est le
seul zéro de F' dans B.

Enfin la convergence est géométrique : il existe 3 €]0,1[ tel que

k20 oy — o] < B8 [lwo -2

En d’autres termes, si on choisit le point de départ xo “assez prés” de x*, alors ’algorithme
converge vers ™.

Démonstration - Comme F est C' et DF(z*) est inversible, il existe une boule centrée en z* :
B(z*,ro) sur laquelle DF(-) est inversible et DF(-)~! est uniformément bornée par m.
Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral entre x* et un itéré x; en supposant que
xy € B(z*,ro) :

1
F(z*) — F(xy) = DF (zg) (2" — ) —i—/o D?F(x* +t(zp — 2*)) - (z% — zp)? tdt .

Comme F est C?, D?F est continue et uniformément bornée sur B(z*, o) par un réel M > 0, et
nous avons

/01 D2E(a* +t (g — o)) - (27 — )2 tdt‘ < % 2" — 22 .
Par conséquent, comme

T — & =z — " — DF(a3) ' [F(x) — F(2))]

= DF(z3) '[F(¢*) = F(x3) — DF (x)(2* — 1))
— DF(z)"! [/01 D2F(a +t (wy — 2%)) - (& — ) ¢t

on obtient

* M *
|zps1 — ¥ <m > |lx* — :1ck||2 . (2.4.3)

. 2 . . . . .
Posons 7 = min (7o, Ve 1) ; il est alors facile de voir par récurrence que si zg € B(x*, )
m
alors pour tout k, x;, € B(z*,r) : la suite des itérés est bien définie et reste dans la boule. Posons

M
alors ej, = % |z — «*||. La relation (2.4.3) donne

2
€pt1 < € “.
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. . mM .
La suite ej, converge donc vers 0 si ey = 5 |lzo — 2| < 1, cad si xq est dans la boule B(x*, *)

ol 7* = min(r, 1]\4) par exemple. O
L’inconvénient majeur de la méthode est sa sensibilité au choix point de départ : la convergence
est locale. Si ce point est mal choisi (“trop loin” de la solution) la méthode peut soit diverger, soit
converger vers une autre solution. Il peut paraitre surprenant de devoir choisir le point de départ x
“assez pres” de x* puisqu’on ne connait pas =* ! | En pratique on essaie de s’approcher de z* par
une méthode de type gradient par exemple, puis on applique la méthode de Newton. L’avantage
de cette méthode est sa grande rapidité. La convergence est quadratique d’apres la relation (2.4.3),
c’est-a-dire que 'erreur e, = ||xp4+1 — x| est élevée au carré a chaque itération. Concrétement,
si elle vaut 1072 4 I’étape k elle vaudra 10~* 4 1’étape k + 1 et 1078 2 1’étape k + 2.
Actuellement on développe surtout des méthodes dites quasi-Newton qui gardent la rapidité
de la méthode de Newton, évitent le calcul (coliteux) de la matrice [DF'(xy)] a chaque itération
et sont plus robustes par rapport au du point de départ. On y trouve les méthodes dites de “région
de confiance” qui s’attachent a rendre la méthode robuste (i.e. peu sensible) par rapport au choix
du point de départ. La méthode BFGS propose un calcul de Hy (approximation de [DF'(xy)])
en fonction de Hj, grice a des formules algébriques. On peut aussi décider de “garder” la matrice
H;. pendant plusieurs itérations et de 1’actualiser périodiquement . ..Pour plus de détails, on peut
consulter par exemple [18].
Nous présentons ici une méthode quasi-Newton, trés utilisée qui est la méthode de Levenberg-
Marquardt couplée avec une régle de recherche linéaire de type Armijo, qui a 1’avantage d’avoir
une convergence quadratique globale sous des hypotheses standard (voir [14]).

Algorithme de Levenberg-Marquardt (avec recherche linéaire)

1. Initialisation

On se donne «, 3, v €]0,1].
Choix de zo € R" et calcul de o = ||F(0)||?, k = 0.

2. Itération k : trouver la solution d;, du systeme
[urld + DF (xx)' DF (xy,)]d = —DF (xy,)" F(xy) ;
Si dj, vérifie : || F(xg + di)|| < v||F(x)|| alors : z41 = x; + di, etonva a 4.
Sinon, on va a 3.
3. Etape de recherche linéaire du pas : Soit m,, le plus petit entier positif tel que

1@ (xx + 57 di) [P — @ (x0)|* < @ BV () d

. 1
ol &(z) = §IIF(1‘)II2-
On pose xp11 = z + ™ d; etonva a 4.

4. Critere d’arrét
Si ||xg41 — x| < e, STOP
Sinon, on pose ;41 = ||F(zx11)]|?, k = k + 1, et on retourne a 2.

Si M est une matrice (réelle), M désigne sa matrice transposée.
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Application a la recherche d’extrema

Nous avons vu dans la section 3.1.2 (Théoreme 2.2.1) qu’une condition nécessaire d’optima-
lité est VJ(z*) = 0. Ceci est une équation non linéaire (ou plutdt un systeme d’équations non
linéaires) dans R™ et nous allons utiliser la méthode de Newton pour la résoudre. Toutefois nous
n’obtiendrons que les points critiques de .J : il faudra ensuite vérifier que ce sont bien des
minima.

Ici F' = VJ est bien une fonction de R" dans R". La dérivée de F' n’est autre que la matrice
hessienne de J (voir Annexe A) : H(z) = D?J(x). La méthode de Newton s’écrit alors :

Algorithme de Newton pour la recherche de points critiques

1. Initialisation

k = 0 : choix de =y dans un voisinage de z*.
2. ltération &

Tht1 = Tk — [H(xk)]fl VJ(l'k) s
3. Critere d’arrét

Si||zgy1 — zx| < e, STOP

Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

L’étape 2. de la méthode revient a résoudre le systeme linéaire suivant :
chsk = VJ(mk) N

ou Hy, = H(zy) puis a poser 11 = T — O -
Le calcul de Hj, est I’étape la plus cofiteuse de la méthode. La encore des méthodes quasi-
Newton peuvent étre utilisées pour rendre le calcul moins “cher”.

2.4.3 Meéthode du Gradient conjugué
Méthode du Gradient conjugué : cas linéaire

La présentation des deux algorithmes précédents montrent qu’en réalité on ne calcule pas les
extrema d’une fonction mais les points stationnaires (ou points critiques) qui vérifient la condition
d’optimalité du premier ordre. Dans le cas particulier o .J est quadratique nous avons vu que cela
revient a résoudre un systeme linéaire : Ax = b . Nous allons donc présenter ici une méthode de
résolution d’un systeme linéaire issue de la théorie de I’optimisation et convergente dans le cas
des matrices symétriques définies positives. Dans ce cas 1’application qui au couple (x, y) associe
le produit (A x,y) est un produit scalaire sur R” qu’on note (x,y) ,. La méthode qui suit est une
méthode de descente inspirée de la méthode du gradient. La direction de descente wj, n’est plus
égale au gradient g, = Axy — b : le gradient gy, est “corrigé” de fagon que toutes les directions wy,
obtenues soient orthogonales (ou conjuguées) pour le produit scalaire (-, -) 4. Plus précisément on
pose :

W = gk + pWg_1 ,

ol oy, est tel que :(wy, wr—1) 4 = 0.
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Algorithme du Gradient conjugué

1. Initialisation
k = 0 : choix de 2y € R" et calcul de g9 = Axzy — b.

2. Itération &
(@) Sigr =0STOP;

(b) Sinon:
9 si k=0 (gr> Awg—1)
— = . aveC ay = ——F——.
W gk + o wi—1 Sl kE>1 e (Awkfl, wkfl)
- (Qk,wk)
(Awy, wg)

= Tl = Tk — PrWks
= gk+1 = Azgy1 — b

(c) k=k+1.

Une fois de plus, outre la convergence de la suite des itérés, nous devons assurer son existence
c’est-a-dire wy, # 0 a1’étape 2b. de I’algorithme, ce que nous allons faire en démontrant le résultat
suivant.

Théoreme 2.4.3 La méthode du gradient conjugué trouve le minimum d’une fonction quadratique
J, ot A est symétrique, définie positive, en au plus n itérations oit n est [’ordre de A.

Démonstration - Si g, = 0, alors z; = T est la solution de Az = b.
Pour k£ = 1, nous avons wy = gg ; donc

(91, wo0) = (Az1 — b, wo) = (Axo — b, wo) — po (Awo,wo) = (go, wo) — po (Awg,wp) =0,
d’apres la définition de pg ; ceci entraine aussi

(91,90) = (g1,w0) =0,

et
(w1, Awg) = (g1, Awo) + ap (wo, Awg) =0,

d’apres la définition de «y.
Nous faisons maintenant 1’hypothese de récurrence suivante :

(9k:95) =0 pour0 <j <k,
(HR) (gr,wj) =0 pour0<j<k,
(wg, Aw;) =0 pour0 < j <k.

Si gi # 0, on peut construire 1’algorithme au rang k+1 ¢’est-a-dire obtenir (41, gg+1, Wk+1)-
— Par construction, on a vu que (gx+1, wy) = 0.
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— Pour j < k:
(Gr+1,wj) = (grt1,w5) — (9rs wj) = (Grt1 — G, w5) = — pr (Awg, wj) = 0.
N—— ———
=0 HR
Pour j <k,

(9r+1,95) = (Grs1,wj) — o (grs1, wj—1) =0,

car g; = wy; — oW1 -
— Maintenant : w41 = gg4+1 + Qx+1Wg. Pour j < k

(W1, Awj) = (grs1, Aw;) + agpr (Wi, Aw;) = (grg1, Aw;) .
0

Comme g1 = g; — pjAw;, on obtient

(g1, Aw;) = plj (9k+1,95 — gj+1) = 0sip; #0.
Donc si pj # 0, (wg+1, Aw;j) = 0 pour j < k.
— D’autre part (w41, Awy) = 0 par construction. Donc (wj41, Aw;) = 0 pour j < k + 1.
La récurrence est démontrée tant qu'on a p; # O et g; # 0.
Mais on a
(.glmwk) = (gk’7gk) + ok (g/ﬁwkfl) - Hng2 ’

(9> wr)
(Awg, wy,)
D’autre part

et pp, = . Donc pj ne peut s’annuler que si g, = 0, mais alors z;, = Z.

lwrll® = llgell* + o llwr—1*

Donc si g, # 0 alors wy # 0. Par conséquent, si les vecteurs go, . . ., g sont non nuls, il en est
de méme pour les vecteurs wy, . . . , w. Ceux-ci forment une famille orthogonale pour le produit
scalaire (-, -) 4 et les k£ + 1- directions go, . . ., gx, forment une famille orthogonale pour le produit
scalaire (-, -). Ces directions sont donc indépendantes. Par suite si gg, . .., gn—1 ne sont pas nuls
on a nécessairement w, = g, = 0, ce qui entraine la convergence de I’algorithme a la n ieéme
itération au plus. g

Remarque 2.4.4 1. Montrons que

o = — (gr, Awp—1) llg]?
(Awg—1,we—1)  llgr—1ll?
_ 2
En effet : Awp_1 = Ik 7 9% ot done (gr, Awg—1) = —M. De méme :
Pk—1 Pk—1
(wWe-1,9k-1) _ (Gk—1 + Qk—1Wk—2,9k-1) _ | gr—1]?

(Wg—1, Awg—1) = =
Pk—1 Pk—1 Pk—1
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2. Cette méthode est tres stable méme pour des matrices mal conditionnées (cf Annexe A.)
Elle demande 2n? opérations dans le cas d’une matrice pleine et de n itérations. Pour une
matrice creuse, le nombre d’opérations diminue beaucoup.

En pratique, la convergence n’est pas finie a cause des erreurs de précision dues a la machine. On
ajoute donc en général une étape 3. “Critere d’arrét” analogue a celle des algorithmes précédents.

Méthode du Gradient conjugué : cas général

On peut maintenant (indépendamment de la philosophie initiale de la méthode du gradient
conjugué) étendre cette méthode au cas de la minimisation d’une fonction J quelconque (Gateaux-
différentiable). Nous présentons I’algorithme ci-dessous, mais cette méthode n’est pas des plus
utilisées. Pour un résultat de convergence et plus de détails nous renvoyons a [4].

Algorithme du Gradient conjugué dans le cas général

1. Initialisation

k = 0 : choix de o dans R", de ¢ > 0 et calcul de gy = VJ ().
2. Itération &

(@) Si|lgkl <, STOP;

(b) Sinon :

; 2
% si k=0 gkl
wy, = : avec a = ————.

Tl g torwpn st k> T NP
3. Si (wg, gx) < 0 aller en 4. Sinon on pose wy, = gx

4. Recherche d'un pas py approchant le minimum de J(x — pwy), par
(VJ (2 — pwr), w) = 0.

5. Tril = T — PEWE, k=k+1.

Dans le cas non linéaire, il n’est pas évident que la direction wy, que I’on construit par “ap-
proximations linéaires” soit une direction de descente. Si ce n’est pas le cas, on impose wi = g
(on ré-initialise en quelque sorte) : c’est ’objet de 1’étape 3. du précédent algorithme.

2.4.4 Méthode de Relaxation

La derniere méthode que nous présentons permet de ramener un probleme de minimisation
dans R"™ a la résolution successive de n problemes de minimisation dans R (a chaque itération).

On cherche a minimiser J : R” — R; posons X = (z1,...,x,). Le principe de la méthode
est le suivant : étant donné un itéré X* de coordonnées (z¥, ... z%), on fixe toutes les compo-
santes sauf la premicre et on minimise sur la premiere :

min J(z, 25, 28 .. 2k reR.
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On obtient ainsi la premiére coordonnée de 1'itéré suivant X*+1 que 1’on note xlfH ; on peut,

pour effectuer cette minimisation dans R, utiliser par exemple la méthode de Newton dans R.
On recommence ensuite en fixant la premiere coordonnée a a:’f“ et les n — 2 dernieres comme
précédemment. On minimise sur la deuxieme coordonnée et ainsi de suite. L’algorithme obtenu
est le suivant :

Méthode de relaxation successive

1. Initialisation
k =0 :choix de X° € R" .
2. Itération &;
pour i variant de 1 & n, on calcule la solution 2! de

k+1 k+1 k+1 k
1

: k
min J(xy" 2, w i, ay) , s ERL

3. Critere d’arrét
Si||xgs1 — zk|| < e, STOP
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

Nous ne détaillerons pas les conditions de convergence de cette méthode. Elles sont analogues
aux conditions de convergence de la méthode du gradient et de Newton. Pour plus de détails et
pour des exemples d’utilisation on peut se référer a [13].

2.5 Une méthode probabiliste

Cette section est consacrée a la présentation d’un algorithme stochastique , c’est-a-dire un al-
gorithme qui fait intervenir des variables aléatoires. La plupart des algorithmes décrit dans les sec-
tions précédentes fournissent des minima locaux, sauf dans des cas trés particuliers (cas convexe
par exemple). Lalgorithme du recuit simulé permet d’obtenir les minimums globaux d’une fonc-
tion. On ne parlera que des algorithmes sur des ensembles finis. On suppose en effet qu’on a
discrétisé I’ensemble des contraintes.

2.5.1 Dynamique de Métropolis

Soit E un espace fini. On considére une fonction V! de E dans R appelée fonction d’énergie
ou potentiel que nous souhaitons minimiser. L’algorithme de Métropolis est un algorithme de
recherche des minima de V. L’idée heuristique de cette méthode est la suivante : si a 1’étape n
I’itéré vaut X,, = x, on regarde la valeur de V' pour un point y voisin de x choisi aléatoirement.
Si V(y) < V(x) on sait que = n’est pas bon et on prend X, ;1 = y. Dans le cas contraire, on
aurait envie de prendre X, 1 = x. Mais on veut éviter de rester piégé en un éventuel minimum
local X,, = z. Donc on posera X,,.1 = y si V(y) — V(x) est inférieur a une variable aléatoire
positive simulée, et X, 1 = x dans le cas contraire. L’algorithme s’écrit alors :

"Nous changeons de notations et de terminologie : la fonction V n’est autre que la fonction coiit .JJ des chapitres
précédents restreinte au sous-ensemble fini E.
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Dynamique de Métropolis

1. Initialisation
n = 0 : choix de X, € E déterministe arbitraire.

2. Itération n : on observe X,, = z.
On simule une variable aléatoire Y, de loi Q(z,-);
puis on généere un nombre au hasard U,,;; (de loi uniforme sur [0, 1])
indépendant de Y,,.; et on pose

X, g = Yopr 8iV(Yog1) < —7logUni1 + V(z)
et T sinon.

7 est un réel positif : c’est la température. () est une matrice (de transition markovienne) sur F,

symétrique : ¢’est la régle de sélection des voisins. Cette matrice exprime en général une relation

de voisinage : si chaque point x a r 4 1 voisins, la relation de voisinage étant symétrique, on peut

prendre Q(z,y) = — si x et y sont distincts et voisins.
T

Nous avons un résultat de convergence mais il nécessite pour étre completement détaillé la
théorie des chaines de Markov. Toutefois nous allons utiliser cette simulation pour décrire 1’al-
gorithme du recuit simulé. Pour plus de détails (en particulier sur les démonstrations de conver-
gence) on peut se référer a [9].

2.5.2 Recuit simulé sur un ensemble fini

Pour fabriquer un acier de bonne qualité, on le recuit plusieurs fois en effectuant des fusions a
des températures décroissantes. Le recuit simulé reprend cette idée.

On va utiliser la dynamique de Métropolis a des températures 7,, qui seront choisies décroissan-
tes et on regarde si la suite de variables aléatoires ainsi engendrées converge en probabilité.
Précisons :
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Recuit simulé

1. Initialisation

n = 0 : choix de X, € F déterministe arbitraire et de 7_; > 0.
2. Itération n : on observe X,, = z et on choisit 7, < 7,1

On simule une variable aléatoire Y, de loi Q(z,-),

puis on génére un nombre au hasard U, (de loi uniforme sur [0, 1])
indépendant de Y, et on pose

X _ YTL+1 S| V(Yn+1) é —Tn 10g UTL+1 + V(IE)
ntl x sinon.

On a alors le résultat de convergence suivant ([9]) :

Théoreme 2.5.1 Si la suite 7, est de la forme 1, = ] avec T > Ty ou Ty est une constante

ogn
liée a la structure géométrique de V', alors

lim P(X,€Sy)=1.

n—-+o0o
Sy désigne I’ensemble des minima (globaux) de V sur E.

Nous avons donc convergence en probabilité de X,,.

Exemple du voyageur de commerce

Soit { 1,..., N } un ensemble de N villes. Le voyageur doit passer dans toutes ces villes en
partant de 1 et revenant a 1, en ne passant qu’une fois dans chaque ville ; E est I’ensemble de tous
les itinéraires possibles (donc des (N — 1)! permutations de { 2,..., N }; un itinéraire ou un
chemin est un point de RY, 2 = (2(1),...,2(N)). On pose 2(1) = 1 (on part de la ville 1) et
[2(2),...,2(N)] est une permutation des autres entiers. On notera z(N + 1) = z(1) = 1 (on
revient a la ville 1). Le cofit a minimiser est la somme des distances entre deux points consécutifs
d’un itinéraire :

N
Vi)=Y dx(j),z(j+1)). (2.5.1)

Jj=1

Les voisins sont classiquement choisis par la relation d’échange de deux étapes :

“z est voisin de y”, © # y, si pour un couple (i, j) avec 2 < i < j < N,
x(i) =y(j), z(j) = y(i), les autres coordonnées étant les mémes (on a échangé deux étapes).

Par exemple : les chemins z="1-2-3-4-5-6-7-8-1" et y="1-2-3-4-6-5-7-8-1" sont voisins.
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__ Cheminx
Cheminy

Figure 2.9 : les chemins x et y sont voisins

L’algorithme du recuit simulé s’écrit :

Etant donné X,, = x, choisir au hasard un voisin de x, Y, +1 # x, puis simuler une nouvelle
variable aléatoire U,y uniforme sur [0,1] :

X Yit1 siV(Ypy1) < 7 log Upyr + V(Xy)
=Y X, sinon.

On limite le nombre d’itérations a N.
Du fait du caractere aléatoire de 1’algorithme on peut en partant du méme point de départ obtenir
des résultats différents. Il faut donc en général faire “tourner” un certain nombre de fois la méthode
et choisir ainsi le chemin correspondant a la valeur de V' la plus petite.

Nous avons fait tourner plusieurs fois la méthode pour différentes valeurs du nombre maximal
d’itérations N et une température initiale 7y fixée a 100 ; nous avons pris un exemple de 20 villes
disposées suivant la figure suivante :

-10
o

Figure 2.10 : Disposition des villes et chemin initial

Le chemin d’initialisation est le chemin reliant toutes les villes dans 1’ordre croissant des
abscisses et le valeur de V' correspondante est V' = 68.53. Voici les résultats obtenus sur plusieurs
passages avec les valeurs de [V et les chemins correspondants :
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Passage 1 2 3 4

N 200 500 | 1000 | 1000

Valeur de V' | 57.51 | 53.90 | 50.55 | 49.07

LT

Figure 2.11 : Chemins des passages 1 a 4

Le meilleur résultat est obtenu pour une valeur élevée de N apres plusieurs essais : il est
consigné au passage 4. Mais il n’est pas certain qu’il n’y en ait pas de meilleur encore ! ! !

A titre d’information nous avons fait tourner le programme 50 fois avec N = 5000. Le
meilleur résultat obtenu est donné par le chemin de la figure 2.12. Il correspond a une valeur
de V égale a 48.125.

Figure 2.12 : Meilleur chemin obtenu au cours de 50 passages

Voici enfin un exemple plus ludique ot on a effectivement essayé de calculer I’itinéraire d’un
voyageur de commerce devant passer par 58 villes et partant d’Orléans avant d’y revenir. . .
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Figure 2.13 : Meilleur chemin obtenu au cours de 50 passages pour N= 10 000

[Travaux Pratiques]

[Algorithmes de minimisation de base]

Programmer les algorithmes de ce chapitre et les tester.

— Gradient a pas constant

— Algorithme de Newton

— Relaxation avec sous-programme Newton (pour R)
Pour chacun d’entre eux, une étude de sensibilité sur le point de départ (initialisation) et le pas
éventuel sera menée le plus rigoureusement possible. On fera une comparaison numérique des
trois méthodes surtout en termes de

— vitesse de convergence - nombre d’itérations - temps CPU

— Robustesse et domaine de validité
en particulier sur les exemples suivants (f de R? dans R)

1. f(ac y) =22 —bry+yt — 252 — 8y
flz,y) =522 +5y% —zy—1lo+ 11y +11
f(z, )*( -3 +y*
f(z) =2t — 423 + 6(2? + 22) — 4(21 + x2)
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5. f(z) = % 2'Gz + ctw avec

T2 -1 0 0 . . [ 1]
-1 2 -1 0 1
0 -1 2 -1 0
G = c=
0 -1 2 -1 1
L o -1 2 | 1

[Gradient conjugué]

Programmer I’algorithme du gradient conjugué pour résoudre Ax=Db ; comparer avec les procédures
de SCILAB (\ et 1insolve ) en terme de précision et de temps CPU.
On fera des tests sur des matrices définies positives de grande taille et sur I’exemple suivant

0.78 —-0.02 -0.12 -0.14 0.76
A— —-0.02 086 —0.04 0.06 eth— 0.08
—-0.12 —-0.04 0.72 —0.08 1.12
—-0.14 0.06 —-0.08 0.74 0.68

[Méthode de quasi-Newton avec recherche linéaire du pas]

min f(x)

On considere le probléeme de minimisation sans contraintes sur R™ : (P) { r € R"

1. Initialisation : i =0
zp € R™ est tel que I’ensemble C,, = {z € R"| f(z) < f(20)} est borné et le Hessien

32
H(z)= af(;) est défini positif sur cet ensemble.
z
Soit av € [0, 3.

2. Itération i
— Calculde Vf(z;) : Si Vf(z;) =0, STOP
SINON : calcul de H (z;)
— Onpose: h(z) = —H(z) 'V f(z)
— Calcul de \; par la procédure suivante :
Soit 1 (11, 2) = (f (2 + ph(2)) — F(2)) — (1 — @) < VF(2), h(2) > et
021 2) = (f(=+ ph(2) — F(2)) — jioc < V(2),h(2) >
(@ p=1
(b) Calcul de 0 (u, ;)
() — Sifi(u,2;)=0,0npose \; = uetSTOP
— Sifi(u,2;) <0,onposep =+ 1etRETOUR ab.
— Si601(p,2;) > 0oncontinue a d.
(d) Calcul de Calcul de 65(1, z;)
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() — Sifa(1,2z;) < 0,onpose\; = petSTOP
— Sinon on pose tg = 4t — 1, ro = w et on continue a f.
() (onaX; € to,m0])
On pose j=0
ti+r;

(g) Calcul de vj = ,de 01 (Uj, ZZ') et de 92(1)]', ZZ')

(h) Si6;(vj,2;) > 0etba(vj,2;) <0onpose\j =v; et STOP
SINON on va a i.
(i) Sif(vj,2;) > 0alorstj g =tjetrj g =vj,j=j+letonvaag.
SINON ¢4 1 =wvjetrj 1 =r;,j=j+letonvaag.
3. zig1 =2 + /\ih(zi) ,i=1+1

[Exercices]

[Existence et conditions d’optimalité]

1. les fonctions J suivantes sont-elles coercives ?
(@) J: R — R définie par J(z) = 23 + 22 + 1.
(b) J : R™ — R définie par J(z) = (a,z) + baveca € R"etb € R.
(¢) J: R? — R définie par J(z) = 222 + x5 — 1.
(d) J: R? — R définie par J(x) = 227 + 3 + 223.
(e) J : R? — R définie par J(z) = 22 + 22 — 1000 21 — 5000.

2. Soit A une matrice symétrique définie positive a coefficients réels. Montrer qu’il existe une
constante o > 0 telle que

Yo € R? (Av,v) > al|v||?,

ou (-, ) est le produit scalaire de R™ et || - || la norme euclidienne associée.

3. Montrer par un exemple que la condition V f = 0 est une condition nécessaire d’optimalité
et pas suffisante.

4. Trouver les minima et les maxima sur R? de la fonction f définie sur R? par :

1

(b) f(z1,22) = x% —2x120+ 1
© f(z,y) =23 +y3 —9zy +27.
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5. Soit J(v) = 3 (Av,v) — (b, v), ot A est une matrice symétrique de R™ dans R" et v € R™,
une fonctionnelle quadratique de R™ dans R. Démontrer les propositions suivantes :

(a) J est convexe si et seulement si A est semi-définie positive.

(b) J est strictement convexe si et seulement si A est définie positive.

() Ju € R" tel que : Vo € R™ — {u} J(u) < J(v) si et seulement si A est définie
positive.

(d) FJu e R*tel que: Vv € R™ J(u) < J(v) si et seulement si A est semi-définie positive
et ’ensemble {w € R™ | Aw = b} n’est pas vide.

(e) Silamatrice A est semi-définie positive et si I’ensemble {w € R™ | Aw = b} est vide,

alors inf J(v) = —o0.
vER™

6. Chercher les dimensions d’un wagon rectangulaire non couvert (ou d’une caisse sans cou-
vercle) telles que pour un volume donné V', la somme des aires des cotés et du plancher soit
minimale.

7. Lissage.- On se propose d’approcher un nuage de points donnés par les couples de réels
(ti,xi),i € {1,..., N} par une parabole d’équation z(t) = at? + bt + c ol a, b et ¢ sont
trois réels a déterminer. Autrement dit, on fait une régression “parabolique”.

(a) Exprimer le probleme ci-dessus sous forme de probléme de minimisation au sens des
moindres carrés. On précisera en particulier la fonction colt, les inconnues et 1’en-
semble des contraintes.

(b) Ce probléme de minimisation a-t’il une solution ? Pourquoi ? Est-elle unique ?

(c) Ecrire le systeme d’optimalité permettant de trouver le minimum.

=N
On notera Sy, la quantité Sj, = Z th.
i=1
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8. Problemes de gestion de stocks

(a) Soient p; = 52 et py = 44 les prix respectifs de deux produits . Soient ¢; et go les
quantités respectives de ces produits. Le revenu issu de la vente est donc : R =
P1 @1 + p2 go. Lafonction colitest: C' = ¢? + q1 g2 + ¢3 et le bénéfice réalisé est :
II = R — C. Trouver les quantités ¢; et ¢go maximisant le bénéfice.

(b) Méme probleme avec des prix adaptatifs , i.e. variant en fonction de la quantité de

produits :
p1
b2
[Algorithmes]

9. Algorithme du gradient a pas constant

256 -3 q1 — @2
2224+q1 — 5qo

On veut résoudre le systtme Az = b, x € R" (avec A symétrique, définie, positive) par
une méthode de gradient a pas constant. Soit Z la solution de ce systeme. On propose 1’al-
gorithme suivant :
To,To = b— A.’EO
T+l = Tk + Ty
ol T = b— Al’k
« est un réel constant .
(a) Soit ex = 3 — Z (pour k > 0); montrer que e, = (I — aA)¥eq, (pour k > 0).
(b) Soient0 < A\, < A\j—1 < --+ < Aq les valeurs propres de A. Montrer que 1’algorithme

converge si et seulement si 0 < av < —

A
. . 2
(c) Montrer que le meilleur choix de « est : appy = ———— et qu’alors :
)\1 + A'n,
A — A\
I —aypld) = ——
o( opt ) A+ A,

ou p(M) désigne le rayon spectral de la matrice M.

10. Algorithme du gradient a pas optimal
On veut résoudre le systeme suivant par une méthode de gradient a parametre optimal :

-z =0

% ouc > 1
Zu=0

2y

(a) Ecrire le systeme sous la forme Az = b et calculer les valeurs propres de A.

(b) Soit r le résidu : b — Ax. Calculer r et le parameétre o correspondant a la minimisation
sur R de la fonction qui & « associe J(xy, + arg).
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(c) Soit Py le point de coordonnées x, et y. Exprimer zj 1 et yx41 en fonction de z, et

Yk
(d) Soit ¢, = Y la pente de la droite (OPy). Exprimer ¢x,o en fonction de . In-
Tk
terprétation géométrique. Conclusion ?

(e) Soitt € {tg,tg+1} . (k donné )
On appelle 7 le facteur moyen de réduction de I’erreur : 72 = Yet2 _ M.
Montrer que : o o

2 [c -1

P 1
e 1 1+ fpelet — 5)?

ct

Pour quelle valeur de ¢ , 7 est-il maximum ?

11. Algorithme du gradient conjugué - 1
On note (z, y) le produit scalaire euclidien de R™, 2y sous forme matricielle, u; le vecteur
propre associé a une valeur propre A; et Wy le sous-espace engendré par les k vecteurs
propres (u;)1<i<k. A est une matrice symétrique, définie positive dont les valeurs propres
A; sont rangées par ordre décroissant. On appelle quotient de Rayleigh de la matrice A
I’application de R — {0} vers R définie par :

(Azx, z)

(z,z)

Ry(x) =

Montrer que :
(@) A\p = Ra(ug).
(b) \p = Join Ra(x).
(©) Ak, = max Ry(z).
J:EW,j‘_l
(d) Pour x # 0 et A scalaire quelconque, on définit n = Ax — Ax.

Montrer que

min A — ;| < Il
iE{l,---,TL} HzH2

et que 1) est minimum au sens de la norme euclidienne pour A = Ry ().

12. Algorithme du gradient conjugué - 2
Soit A une matrice carrée d’ordre N symétrique , définie positive . Deux vecteurs v # 0 et
v # 0 sont dits A-conjugués si (Av,u) = 0.

(a) Montrer que si les vecteurs vg, vy, - - -, un—1 sont A-conjugués deux a deux, ils forment
une base de R,
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13.

14.

(b) On définit les deux suites de matrices suivantes :

k—1 )
VU,
=) ——t Dy =1-CiA.
Ck ;(Avi,vi)’ k Ck

CkA’Uj =
Montrer que pour 0 < j <k —1:¢ Dpv; =
DZAU]‘ =

o o
<7

Que valent alors Dy et C'n ?

(c) Supposons que vg, v1, - -, Vg1 Soient connus .
Si Dy, =0, que peut-on conclure ?
Sinon , soit v € R"™ tel que Dyv # 0 . Montrer que vy, = Dy est A-conjugué par

rapport a vy, U1, -+, Vg—1-
(d) Ecrire un algorithme qui construit la suite vy, --,vy_1 a partir de vy € RN — {0},
donné.

Pour cela on pourra considérer, tant que Dy # 0, un vecteur de la forme Dye; ou e;
est le ieme vecteur de la base canonique.
En déduire un algorithme pour calculer A~ .

Méthode de Newton - 1
Vérifier que le calcul de I’inverse d’un scalaire « par la méthode de Newton correspond a la
méthode itérative :

Tpe1 = xp(2—axg) , k>0

Construire , par analogie , une méthode itérative d’approximation de I’inverse d’une matrice
inversible A , de la forme :

By matrice arbitraire
By.+1 = fonction(By, A), k>0

Démontrer qu’une CNS de convergence de cette méthode est : p(I — ABp) < 1 ot p(M)
désigne le rayon spectral de la matrice M.

Supposant la matrice A symétrique , définie , positive et supposant connu son rayon spectral,
comment choisir simplement la matrice By pour vérifier la condition précédente ?

Méthode de Newton relaxée
Une variante de la méthode de Newton pour la résolution des systemes d’équations non
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linéaires est la méthode de Gauss-Seidel qui se présente sous la forme suivante :

PYRCRRO (4))

xgk‘i’l) — $gk) o 1 9Ly 5y In
o fi(al?, 2l al)
ST R N 1C; T, SRIT. )
2 anQ(xng)’ xék)’ ™)
k k k k
L) k) fn(xg +1),m§ L 7337(1_+11)7x51 )
anfn(x§k+l)7$gk+l)7 e 71.7(1]6_-’_11)7 ‘I.’glk))
. 0
ou 0; = 05,

n
Montrer que si les fonctions f; sont affines : f;(z) = Z a;jxj — b;, cette méthode n’est
j=1

autre que la méthode itérative de Gauss-Seidel pour le résolution des systemes linéaires.
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Chapitre 3

Minimisation avec contraintes

Dans ce chapitre on s’intéresse au cas ol le probléme de minimisation comporte des contraintes.
Plus précisément on se donne un sous-ensemble C' non vide, fermé de R™ et on étudie le probleme

(P) min J(z), z € C.
C est I’ensemble des contraintes.
Dans tout le chapitre || - || désigne la norme euclidienne de R” et (-,-) le produit scalaire

associé.

3.1 Résultats d’existence et d’unicité

Commencons par donner un résultat d’existence.
Théoreme 3.1.1 Supposons que J est continue, que C' est un sous-ensemble fermé non vide de
R™ et que 'une des conditions suivantes est réalisée :

1. soit C est borné,

2. soit J est coercive.
Alors le probleme (P) admet au moins une solution.
Démonstration - La démonstration est la méme que dans le cas sans contraintes. On montre qu’une
suite minimisante est bornée soit parce qu’elle est dans C' qui est borné, soit parce que la fonction-

nelle J est coercive. La limite de la sous-suite extraite est alors dans C' puisque cet ensemble est
fermé. C’est donc une solution de (P). O

Exemple 3.1.1 Nous traiterons plus particuliérement le cas oi C' est défini par des égalités et des
inégalités :
C={zeR" | h(z)=0, g(x) <0}, (3.1.1)
ou
— h : R" — RP représente p contraintes en égalité avec h(x) = (hi(x),..., hy(z)); h est
supposée continue.

53
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— g : R™ — RY représente q contraintes en inégalité avec g(x) = (g1(x),...,g4(x)); g est
supposée continue.
Dans ce cas C est un ensemble fermé.

Exemple 3.1.2
C={w=(r1,22) €eR®| af +23 <1},

est un ensemble fermé borné. En revanche
A 2, .2 2
C={z=(z1,22) e R | 2]+ 25 <1},
est borné mais pas fermé.

Les solutions de (P) ne sont en général pas uniques mais nous pouvons donner un cas important
oll nous avons unicité :

Théoreme 3.1.2 Sous les hypothéses du théoreme (3.1.1), si J est strictement convexe et si C' est
convexe, alors le probleme (P) admet une solution unique.

Démonstration - La démonstration est exactement celle du théoréme 2.1.2. O

Exemple 3.1.3 C’est le cas si J est quadratique avec A définie positive et si C' est convexe.
De plus, I’ensemble C' défini par la relation (3.1.1) est convexe si les fonctions h; sont affines
et les g; sont convexes.

3.2 Conditions d’optimalité du premier ordre

Tout comme dans le cas sans contraintes, nous allons établir des conditions d’optimalité du
premier et du second ordre permettant de calculer les éventuels minima de J.

3.2.1 Condition d’optimalité du premier ordre générale

La condition nécessaire suivante est I’analogue de celle que nous avons dans le cas sans
contraintes. Elle fait bien s{ir intervenir I’ensemble des contraintes.

Théoreme 3.2.1 (Condition nécessaire du premier ordre)
Si J est une fonction (Gdteaux) différentiable et si C' est un convexe fermé, alors toute solution
x* de (P) vérifie la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre :

Ve e C (VJ(z*),x —2") > 0. (3.2.1)

Démonstration - Soit z* une solution de (P) et z € C'. Par convexité de C, z* + t(z — z*) est un
élément de C pour tout ¢ € [0, 1] et donc

J(@* 4t — ") — J(z) > 0.

On divise ensuite par ¢ (> 0) et on fait tendre ¢ vers 0. O
Nous avons un résultat intéressant dans le cas convexe puisqu’il donne une condition nécessaire
et suffisante.
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Théoreme 3.2.2 (CNS du premier ordre dans le cas convexe)

Supposons J convexe, Gateaux-différentiable et C' convexe fermé ; soit x* un élément de C. La
condition (3.2.1) est nécessaire et suffisante pour que x* soit solution de (P).

Elle caractérise donc les minima de J sur C.

Démonstration - 1l reste a montrer que la condition est suffisante. Soit * un élément de C. Grace
a la convexité de J, nous savons (théoreme 1.3.2 et relation (1.3.1)) que

Ve e C J(x) > J(x*) + (VJ(z*), x — z¥) ;

11 est alors immédiat de voir que la condition (3.2.1) implique que J(z) > J(x*) pour tout x € C.
g
On peut remarquer que si C' = R" (cas sans contraintes) la condition (3.2.1) est équivalente a
VJ(x*) = 0. On retrouve ainsi la condition (3.1.1).
Nous allons maintenant détailler la condition (3.2.1) qui reste tout de méme trés abstraite,
dans le cas ou C est donné par la relation (3.1.1) de I’exemple 3.1.1. Nous donnons d’abord a titre
d’exemple le cas ol il n’y a que des contraintes en égalité avant de présenter le cas général.

3.2.2 Contraintes en égalité
Le probleme (P) se réduit a
min J(z), z € R", h(z) =0,
avec h(z) = (hi(x), ..., hp(z)) et h est continue de R™ dans RP.

Théoreme 3.2.3 (CN du premier ordre-contraintes en égalité)
On suppose que

— J et h sont de classe C' sur R",

— le probléme ('P) a une solution x*,

— les p vecteurs de R™ : (Vhy(x*),...,Vhy(x*)) sont linéairement indépendants (et donc
psn);
alors il existe p réels (A], ..., \}) tels que
p
VJ(z*) + > A Vh(z*) = 0. (32.2)
j=1

Démonstration - Ce résultat est un cas particulier du theoreme 3.2.5. Nous renvoyons donc a la
démonstration de ce théoréme. O

Définition 3.2.1 Les réels )\;f obtenus par le théoréme précédent sont appelés des multiplicateurs
de Lagrange .
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3.2.3 Contraintes en égalité et en inégalité

Le probleme (P) est de la forme
min J(z), z € C

C={zeR"| h(x)=0, g(x) <0}.

Théoreme 3.2.4 (Conditions d’optimalité non qualifiées)
On suppose que J, h et g sont de classe C*. Soit x* une solution du probleme (P). Alors il existe
M=, ) €RY, p = (pf, ..., ph) € R er g € R tels que

Vie{0,...,q} >0, (3.2.32)
h(z*)=0, g(z*) <0, (3.2.3b)
Vie{l,....,q} Wy gi(x*) =0, (3.2.3¢)

s VI (%) 4 Z A Vh(z*) + Z 1 Vgi(z*) = 0. (3.2.3d)

Démonstration - Nous allons démontrer ce résultat par une méthode de pénalisation comme dans
[15]. Pour tout entier k£ on considere le probléme :

(Pr) min Ji(z) , = € B(z*,p),
ou
J(x)—J(x)Jrﬁzp: ﬁzq: 2+ ||l — 2|2 (3.2.4)
k = 5 2 2 2 s 2.
ou g;r(:z) = max(0, gj(x)) et B(z*, p) est une boule fermée (compacte) non vide (p > 0),

centrée en z*. Il est facile de voir que si g; est de classe C' alors (g;-r)2
+12

d(gj ) () = %

b dx . .

e Le probléeme (7;) a au moins une solution .

En effet J; est continue (et méme différentiable). Elle atteint donc son minimum sur le compact

B(z*, p).

e La suite (z;) converge vers (z*).

En effet, la suite (z) est dans le compact B(x*, p) et on peut donc en extraire une sous-suite (que

nous noterons de la méme facon) qui converge vers & € B(z*, p). Comme

est différentiable et

que (x) - gj(a:) (cf. exercices en fin de chapitre).

Je(zr) < Jk(z¥) = J(2") < +o0,

nous avons

p
2
Z ( 2*29] k)] Sg[J( ) = J(zg) — |z — 2*|?] . (3.2.5)
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L’expression du membre de droite entre crochets est bornée : donc

) — '~: .: +~:
Vi=1,...,p kEI-sI-looh() hi(z)=0et Vj=1,...,q kll)rfoogz(xk) g;(Z)=0.

Par conséquent 7 est réalisable. D’autre part
J(@p) + lzg — 2*|* < Ji(zp) < J(z) .
En passant a la limite on obtient
J(@) + |7 — 2*|* < J(a”);
comme x* est une solution de () nous avons finalement
J(@) + |2 = 2*[* < J (%) < J(2)

ce qui signifie : £ = x*. Ce raisonnement peut étre fait pour toute les valeurs d’adhérence z de la
suite (xy). Par conséquent toute la suite converge vers z*.

e Ecrivons les conditions d’optimalité pour (Py).

Comme la suite (xj) converge vers z* elle est dans 'intérieur de B(z*, p) a partir d’un certain
rang et donc x" est un minimum local (sans contraintes) de .Jj,. Par conséquent V Jy(z) = 0 pour
k assez grand, c’est-a-dire

p q
VJ(xe) + kY hilee) Vhi(ze) + kY gl (2x) Vg (@) + 2(z, — %) = 0. (3.2.6)
i=1 j=1
Posons .
P q 2
sp=|1+Fk Z[hi($k)]2 + k? Z[gj(xk)]Q et
i=1 Jj=1
1 ki kgj (x
//L(k;:—7)\f;:ﬂ’2:1,,petu?zma]:1> »q
Sk Sk Sk

La relation (3.2.6) devient

P q
2
pEV T () + ) M Vhi(wg) + >k Vi (aw) + —(zp — %) = 0. (3.2.7)
i—1 =1 Sk
Comme le vecteur ()\’f, e )\p, ,u,o, ,ul, el u’;) de R? x R x R? est de norme 1 on peut extraire
une sous-suite convergente vers (A], ..., Ay, &, 47, - . ., f17) # O et passer & la limite dans (3.2.7).

On obtient alors

psV J (z +Z)\*Vh +ZMJVgJ N+ =0, (3.2.8)
7=1
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car toutes les fonctions considérées sont continues et s, > 1.
D’autre part il est clair que pj > 0,7 =0,...,q.

e Relation 3.2.3c
Enfin si g;(z*) < 0, alors g;(x)) < 0 a partir d’un certain rang et ué? = 0. par conséquent a la
limite p2; = 0. U

Remarque 3.2.1 Si on remplace ’ensemble C' par O N C ou O est un ouvert de R™ dans la
démonstration précédente, on obtient le méme résultat pour un minimum local de J sur C.

Les réels A} et 417 sont des multiplicateurs de Lagrange. La relation (3.2.3b) est une relation de
réalisabilité. La relation (3.2.3¢) est une relation de complémentarité.

Les conditions obtenues ci-dessus sont dites non qualifiées. Dans ce cas, en effet ces relations
peuvent étre “dégénérées” ; en effet le réel p() peut étre nul et on n’a donc aucun renseignement
sur le minimum de la fonction J puisqu’elle n’apparait alors nulle part dans les relations d’opti-
malité. Il est donc important de donner des conditions qui permettent d’assurer que /i, est non nul.
Dans ce cas, quitte a tout diviser par f; on pourra le supposer égal a 1. De telles conditions sont
appelées conditions de qualification ou de régularité. Lorsqu’elles sont vérifiées le probleme est
dit qualifié .

Définition 3.2.2 (Contrainte active)

On dit qu’une contrainte en inégalité g; est active (ou saturée) au point z* de R™ si gj(x*) = 0.
Une contrainte qui n’est pas active est inactive .

On note I(z*) I’ensemble des indices j correspondant aux contraintes actives en ™.

Définition 3.2.3 (Point régulier)

On dit qu’un élément x* de R™ est régulier pour les contraintes h et g,
e s'il est réalisable : h(z*) =0, g(x*) <0,

e les vecteurs Vh;(xz*), i = 1,...,p sont indépendants.

e et si on peut trouver d # 0 € R™ tel que

(Vhi(z*),d)=0,i=1,...,p et (Vgj(z¥),d) <0, Vjel(z).

On dit ausi que x* vérifie la contrainte de qualification de MANGASARIAN-FROMOWITZ, que
nous noterons ici (CQI).

Il existe de nombreux criteres de régularité pour lesquels les théorémes suivants sont vrais. La
condition (CQ?2) suivante est plus forte que la condition définie ci-dessus (voir exercice).

Définition 3.2.4 On dit qu’un élément x* de R™ vérifie la condition de qualification (CQ2) pour
les contraintes h et g,

- s’il est réalisable (h(z*) = 0, g(z*) <
- et si les vecteurs Vh;(z*), Vg;(x*), 1

0)
<i<p, j€ I(z*), sont indépendants.

Théoreéme 3.2.5 (Conditions de Karush-Kuhn-Tucker)
On suppose que J, h et g sont de classe C*. Soit x* une solution du probléeme (P). On suppose
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que x* est régulier pour les contraintes h et g. Alors il existe \* = (A}, ..., Ay) € RP et p* =
(B35 s py) € RY tels que
Vie{l,...,q} w; >0, (3.2.9a)
h(z*)=0, g(z*) <0, (3.2.9b)
Vie{l,...,q} w; gi(z*) =0, (3.2.9¢)
P q

VJ(@*)+ Y A Vhi(a*) + > pl Vgj(a®) = 0. (3.2.9d)

i=1 j=1

Démonstration - 11 faut montrer que sous 1’hypothese de régularité (CQ1), le réel ji;; donné par le
théreme 3.2.4 est non nul. Supposons donc que i, = 0.

Supposons que tous les 47, j € I(x*) sont tous nuls. Alors le vecteur (A7, ..., A7) n’est pas nul et
nous avons alors

p
> X Vh(zt) =0,
j=1

ce qui contredit I’indépendance linéaire des (Vh;(x*)).
Par conséquent, il existe jo € I(z*) tel que ,u;fo # 0. Nous avons alors en prenant la direction d
donnée par (CQ1)

p q
0=> "X (Vhi(z*),d) + > 1 (Vg;(z*),d) < 1l (Vgjo(z*),d) <0;
i=1 j=1
d’ou la contradiction. O

L’ensemble des équations (3.2.9) du théoreme précédent sont appelées les conditions de KARUSH-
KUHN-TUCKER en abrégé (KKT).

Définition 3.2.5 On appelle Lagrangien du probléme (P) la fonction définie sur R™ x RP x R?
par

p q
Ll A p)=J(@)+ > Nihi(z)+ > pjgi(@) . (3.2.10)
i=1 j=1

La relation (3.2.9d) s’écrit alors
Ve L(z*, N, 1) =0,

ou V, désigne le gradient par rapport a la premiere variable.
Le cas convexe est une fois de plus un cas particulier important :

Théoreme 3.2.6 (CNS dans le cas convexe)

On suppose que J, h et g sont C', que J, g sont convexes, h est affine et que x* est régulier pour
les contraintes h et g. Alors x* une solution du probléme (P) si et seulement si les conditions
(3.2.9) sont satisfaites.
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Démonstration - 11 faut prouver que les conditions (3.2.9) sont suffisantes pour que le point x*
soit une solution de (P). Grice a (3.2.9b), =* est bien réalisable. Comme toutes les fonctions
sont convexes le Lagrangien est convexe par rapport a la variable x et la condition (3.2.9d) est
équivalente a dire que z* est un minimum de x — L(z, \*, u*). On obtient donc

Vo e R" L(z*, N, 1) < Lz, A", p1") .

Siz € C alors h(x) = 0 et g(x) < 0 de sorte que

p q
DN i)+ wigi(e) =D pigile) <0,
i=1 j=1

Jj=1

puisque u;f > 0 d’apres (3.2.9a). De plus avec la relation de complémentarité (3.2.9c), on voit que
L(x*, \*, u*) = J(«*) . Finalement, nous obtenons

Ve e C J(x*) = L™\, 1) < L(z, N\, u0") < J(z),

ce qui prouve que z* est solution de (P). O

3.3 Conditions d’optimalité du deuxieme ordre

3.3.1 Conditions d’optimalité nécessaires du deuxieme ordre

Les conditions données dans la section précédente sont nécessaires. Elles permettent de déterminer
les bons “candidats” a la solution de (P), c’est-a-dire les points critiques du Lagrangien. Il faut
maintenant avoir des criteres permettant de conclure et de savoir si le point obtenu est un minimum
ou non. Comme dans le cas sans contraintes, nous pouvons dans un premier temps restreindre le
nombre de “candidats” grace a une condition nécessaire du second ordre.

Théoreme 3.3.1 On suppose que J, h et g sont de classe C?, que x* est un minimum (local) de J
sur C et que la condition la condition (CQ2) de la définition 3.2.4 est vérifiée.

Alors il existe \* = (A, ..., A\y) € RP et p* = (p7, ..., py) € R tels que

e Les relations de KKT (3.2.9) sont satisfaites et

e Pour toute direction d € R" vérifiant

(Vhi(z*),d) =0 pouri=1,...,p
(Vg;(z*),d) =0 pourje IT(z*) (3.3.1)
(Vg;(z*),d) <0 pourj e I(x*)\I(z*)

ol
() ={4,1<j<q| gj(z") =0etpi >0},

ona

(V2,L(z* X, u*)d,d) >0, (3.3.2)
V2,L(x, \, p) désignant la dérivée seconde de L au point (x, \, ).
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Définition 3.3.1 L’ensemble I (x*) est I’ensemble des contraintes fortement actives.
Lorsque I (z*) = I(z*) c’est-a-dire

gi(z*) =0+ pu; >0,
on dit qu’il y a stricte complémentarité.

Nous pouvons aussi donner une condition suffisante du second ordre :

Théoreme 3.3.2 On suppose que J, h et g sont de classe C? ; soit x* un point de R™ vérifiant les
conditions (nécessaires) de KKT (3.2.9) avec les multiplicateurs (\*, p*).
Si la matrice hessienne du Lagrangien au point (z*, \*, pi*) :

p q
H(x*) = V3, L(x" X, 1) = V2I (%) + Y AF V2hi(a™) + > s V(%)
i=1 j=1

est définie positive sur le sous-espace
T={deR" | (Vhi(z*),d)=0,i=1,...,p, (Vgj(z*),d) =0, pourtout j € I'(z*)},
alors x* est un minimum (local) strict de J sur C.

Les démonstrations des deux théoremes précédents nécessitent d’introduire la notion de cone tan-
gent et d’expliciter ce cone via la condition de MANGASARIAN-FROMOWITZ. Nous renvoyons a
[15] pour une preuve complete de ces deux résultats.

Nous allons maintenant illustrer ces conditions par différents exemples.

3.4 Applications et Exemples

3.4.1 Projection sur un convexe fermé

On se donne un sous-ensemble non vide de R™ et un point x n’appartenant pas a ce sous-
ensemble. On veut définir la “distance” de ce point a I’ensemble. Les questions qui se posent alors
sont les suivantes :

— comment définir cette distance pour qu’elle soit finie ?

— peut-on trouver un point * de I’ensemble considéré qui réalise cette distance ?

La réponse n’est pas évidente a priori. On peut toutefois résoudre completement ce probleme
lorsque I’ensemble considéré est convexe et fermé.

Théoreme 3.4.1 Etant donnés C un sous-ensemble convexe, fermé et non vide de R™ et x un
élément quelconque de R™. Alors le probleme

n

min [z =y = 3 (@ —y:)?, y € C
=1

a une solution unique x* € C'. De plus x* € C' est caractérisé par :

Yy e C (x —z*y—2%) <0. (3.4.1)
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Démonstration - La démonstration est immédiate. Nous avons affaire a un probléme de moindres
carrés. La fonction cofit est continue, coercive et strictement convexe et I’ensemble C' est convexe
fermé. On peut donc appliquer le théoréme 3.1.2. La caractérisation de =™ s’ obtient par application
du théoreme 3.2.2 O
Nous avons une seconde caractérisation de z* de manieére immédiate :

Corollaire 3.4.1 Sous les hypothéses du théoréme (3.4.1) on peut caractériser le projeté x* € C
de x par :
Yy e C (" —y,y—x) <0. (3.4.2)

Démonstration - Si x* est le projeté de = sur C, (3.4.1) donne :
vy e C (r—z*,y—2%)<0.

Donc
vyeC (@ —yy—2a)=(@"—ya*—2)—|ly—2*|* <0.

Réciproquement : Soity € Cet z = x* + t(y — 2*) € C, pour t €]0, 1[. La relation (3.4.2)
implique

vVt €]0,1] (2" —z,z—x)=—t(y—a* 2" —x+tly—2")) <0

vVt €]0,1] (y—a*2" —x+tly—2"))>0.

On fait ensuite tendre ¢ vers 0" pour obtenir (3.4.1). O

Le point z* est le projeté de x sur C. L’application 71 = R™ — ' qui & x associe son projeté
x* est la projection sur C. Le projeté ¢ (x) est donc le point de C' qui est le “plus prés” de x. On
définit de maniere standard la fonction distance d’un point x a I’ensemble C' par

d(w,C) = inf [l —y] (3:43)

Dans le cas ot C' est un convexe fermé, on vient donc de démontrer que
d(x,C) = [lx = mo(z)] -
Proposition 3.4.1 La projection m¢ est continue. Plus précisément on a
V(z,y) e R" xR"  |lmo(z) —me@)l <[l -yl
c’est-a-dire wo est une contraction.

Démonstration - Soient 1 et xo deux éléments quelconques de R™. Appliquons la relation (3.4.1)
ax=ux,2* =mo(x1) ety =me(xg) € Cpuisax = xo, 2™ = mo(x2) ety = mo(x1) € C:on
obtient

0

0;

(x1 — mo(z1), 7o (x2) — mo(21))
(z2 — mo(2), 7o (1) — o (22))

IAIN
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La somme des deux inégalités donne
(21 =z, e (22) — mo(21)) + |me(22) — Te(21)|] <0,
c’est-a-dire avec I’inégalité de Cauchy-Schwarzrtz
Ime(@2) = me(@1)|)? < (22 — 21, 7m0 (22) — 7o (21)) < |lw2 — 21| 7o (@) — (@) -

Si mo(z2) = me(x1) la relation que 1’on cherche est évidente.
Sinon on divise par m¢(z2) — me(x1) et on obtient le résultat souhaité. O

g g g g

Figure 3.1 : Exemples de projection sur un convexe C

Remarque 3.4.1 /. Si x € C alors m¢(x) = x. Plus généralement si C = R™ alors m¢ = Idgn.
2. Le théoréme 3.4.1 est faux si C n’est pas convexe.

3. La projection Tt¢ n’est pas différentiable en général, mais ’application © — ||z — wo(x)
lest (cf. exercice 3.6.2.2.)

I
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Figure 3.2 : cas ou C n’est pas convexe

Le théoreme est également faux si C' n’est pas fermé : prenons par exemple C' égal au disque
ouvert de centre (0,0) et de rayon 1 :

C={(z,y) eR? | 22 +9°<1}.

Il n’y a pas de point de C' réalisant la distance du point (1,1) a C'. En effet le seul point possible
se situerait sur le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1 (voir Figure 3.3) ; mais dans ce cas ce point
n’appartient pas a C'.

Exemple 3.4.1 (Projection sur un sous-espace vectoriel) Dans le cas ou C est un sous-espace
vectoriel de R", c’est bien siir un convexe fermé non vide. L’ opérateur de projection est dans ce
cas linéaire (c’est faux dans le cas général). Le projeté x* d’un élément x, sur C, est caractérisé
par (3.4.1) qui dans ce cas est équivalente a

VyeC (x —2*,y)=0.

Cela signifie que © — x* € C* (I'orthogonal de C). On retrouve ainsi la classique projection
orthogonale sur un sous-espace vectoriel.

Exemple 3.4.2 Donnons [’expression de la projection o quand C' est un ensemble “simple”.

1. Cas ou C est I’orthant positif de R™ :
C={z=(x1,...,2n) € R" | ; > 0 pourtouti} .

Alors la projection sur C' est définie par
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2. Cas d’un pavé borné :
C={z=(x1,...,2p €R") | a; < m; < b; pourtouti},

o a; < b; pour tout i compris entre 1 et n.

Alors mo(z) = (Z1,...,%n) , 0l T; est défini de la maniére suivante :

x; sioa; <x; <
T; = a; Si x; < a;
b; si xz; >b;

La démonstration est laissée en exercice au lecteur. On commencera par le cas n = 1.

Le Théoréme 3.4.1 permet aussi de montrer un résultat de séparation entre x ¢ C et C. Ce
résultat est un cas particulier du Théoreme de Hahn-Banach (cf Annexe A - Section A.4), mais
peut se montrer directement ici :

Théoreme 3.4.2 (Séparation d’un point et d’un convexe fermé) Soit C un sous-ensemble convexe,
fermé de R™ et x ¢ C. Alors, il existe un hyperplan fermé séparant x et C strictement. Plus
précisément, on peut trouver o € R™ non nul, 8 € R et € > 0 tels que

(ax)+p>e et VYyel (,y)+ 0 < —¢.

Démonstration - Pour la définition précise de la notion de séparation, nous renvoyons a I’annexe
A. Soit z* = 7o (x). Comme z ¢ C, @ = x — z* # 0. Posons alors

1 1
8= —i(x—x*,:c+x*) ER et e= 1’\95_55*”2 > 0.
On constate que
1 1
(a,2) + = §($—$*,$—$*) - 5“53—95*”2 > €,
et pour tout y € C'

1 1 1
(a,y)+ﬂ:§(x—x*,2y—x—x*):i(x—x*,y—x)—l—i(ar—w*,y—x*)

1
:(x—:r*,y—x)+§(x—3:*,x—x*):(w—x*,y—:):)+26.

D’apres le corollaire 3.4.1, (z — z*,y — x) < 0, donc

Yy e C (,y)+ 08 < -2 < —¢.
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Figure 3.3. : séparation stricte d’un convexe fermé et d’un point x

Remarque 3.4.2 Nous avons un résultat similaire (avec séparation au sens large) dans le cas
ot x est un élément de la frontiére de C. Cependant, ce n’est pas une conséquence directe de ce
qui précede ou du théoréeme de projection. La démonstration n’est pas simple. C’est en fait un
corollaire du Théoreme de Hahn-Banach cité en Annexe A - Section A.4.

3.4.2 Régression linéaire avec contraintes

Reprenons I’exemple de la régression linéaire, en ajoutant des contraintes. Nous gardons les
notations du chapitre 3, Section 3.2.

Considérons un nuage de n points de R2 : M; = (t;yx;),1 < i < n.On cherche la droite
de régression z = at + b mais on impose (par exemple) b > 0. Cela signifie par exemple qu’on
ne connait pas la donnée a 1’origine (ou qu’on n’a pas fait de mesure) mais qu’on sait qu’elle est
positive ( si c’est la concentration d’un composant dans un mélange par exemple). Le probleme de
régression se formule maintenant de la fagon suivante : trouver un couple de réels (a, b) solution
de

min J(a,b) , (a,b) € R*, b >0

n

o J(a,b) =Y (w; —at; — b)* .

i=1
La fonction .J est (strictement) convexe, coercive et I’ensemble C' = { (a,b) € R? | b >0 } est
convexe ; ce probleme a donc une solution unique. On pose g(a, b) = —b < 0. Comme Vg(a, b) =

[ _01 } n’est pas nul, tout point (a, b) est régulier. Ecrivons les équations de KKT : il existe A > 0

tel que

Ab=0,b>0), VJ(a,b)Jr)\[ 01 } —0.
Celadonnedoncb >0, A >0, et
S’tza—l—Stb = Su

Sia+nb—A Sz
A-b =0
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Si b > 0 alors A = 0. On résout le systeme ci-dessus. Si le réel b ainsi obtenu est strictement

o . . . . S,
positif on a trouvé la solution. Sinon, ¢’est que b = 0 et on termine alors le calcul : a = S—xt
t2

3.4.3 Cas de la programmation linéaire

On considere le probleme
min (a,v),
(P) v>0
Cv<d

ou (-,-),, désigne le produit scalaire dans R”, a,v € R", d € R™ et C est une matrice réelle
m x n. (Les inégalités sont a comprendre composante par composante).
Le Lagrangien s’écrit dans ce cas :

V(o ) €RT X R X RY L(o, A p) = (a,0), + (A Cv—d), — (1,0), -

On suppose que ce probléme posséde au moins une solution v*. Ecrivons (au moins formellement)
les conditions de KKT : il existe \* = (A],...,\y) € RP et p* = (p7, ..., py,) € R™ tels que

pt >0, A >0, (3.4.4a)

v* >0, Cv* <d, (3.4.4b)

(A", Cv* — d)p =0, (0", =0, (3.4.4¢)
a+CN - =0, (3.4.4d)

olt C* désigne la matrice transposée de C'. Les équations précédentes sont équivalentes 2

v* >0, w ' =d-Cv*>0, (3.4.5a)

N>0, ) =C'N+a>0, (3.4.5b)

(X, Cv* —d), = (X5 w*), =0, (u'0"), = (v*,C'N\ +a), =0, (3.4.5¢)
Cv*"+w* =d. (3.4.5d)

On reconnait alors les conditions de KKT du probléme suivant

max —(d,\), = —min(d, \),
(D) A>0
C'A+a>0

A* étant la solution et v*, w* jouant le role des multiplicateurs de Lagrange. Ce probleme est le
probleme dual de (P).
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3.44 Un exemple

min 233% + 2x120 + x% — 1021 — 1029
On considere le probleme suivant : { avec z7+ 23 <5
31+ 22 <6.
Dans ce cas x = (x1,x2), il 'y pas de contraintes en égalité (p = 0) et

J(x) = 222 + 22129 + 23 — 102, — 1029,

q=2, g=(g1,92) avec g1 (z) = 2% + 23 — 5 et ga(x) = a1 + 22 — 6 .

On peut remarquer que J, h et g sont convexes. J est méme strictement convexe.

Figure 3.4 : Ensemble C des contraintes

Ecrivons les conditions de KKT a priori. On vérifiera la régularité du point obtenu a posteriori.
On obtient

p1 =0, p2 >0, (3.4.6a)

23+ 22 <5, 3 +12<6, (3.4.6b)
pr(z3 4+ 25 —5) =0, po(3x1 4+ 20 —6) =0, (3.4.6¢)
4x1 + 229 — 104 2121 + 3p2 =0, (3.4.6d)

221 + 220 — 104 21290 + 2 =0 (3.4.6e)

Comme il y a deux contraintes en inégalité il y a quatre possibilités :

1. les deux contraintes sont inactives : 22 + 3 < 5, 321 + 12 <6,
cequidonne: u; =0etpug=0.

2. g1 est active et go ne I’est pas, ce qui donne : #2 + 23 = 5et uz = 0.
3. g1 estinactive et g9 est active , ce quidonne : iy =0 et3z; + 22 =6.
4. Les deux contraintes sont actives : 22 + 22 = 5 et 3x1 + 29 = 6.

Il faut donc tester chacun de ces cas et résoudre les équations de KKT a chaque fois.
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1. Premier cas : les deux contraintes sont inactives : ;1 = 0 et uo = 0 . Les équations (3.4.6d)
et (3.4.6e) deviennent :

4x1 + 229 = 10 et 2z + 229 = 10,

ce qui donne z1 = 0 et x9 = 5. Or ce point ne vérifie pas les contraintes (condition de
réalisabilité (3.4.6b)). Par conséquent ce cas est impossible.

Remarquons toutefois que le point (0, 5) obtenu satisfait V.J(z) = 0. On vérifie facilement
que c’est le minimum (global) sans contraintes.

2. Deuxiéme cas : g1 est active et go ne I’est pas : on obtient alors
w%+x%=5, p2 =0
dx1 4+ 220 — 104+ 2121 =0, 221 + 2290 — 104+ 21220 = 0 .

Ce systeme a pour solution z; = 1, x9 = 2 et 3 = 1. Cette solution est admissible : le
point trouvé vérifie les conditions de KKT.

3. Troisiéme cas : g; est inactive et g est active ; on obtient
dxy + 229 — 10+ 32 = 0,221 + 222 — 10+ o =0 et xg = 6 — 3z1.

C’est un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues dont la solution est x1 =
2/5, x9 = 24/5 et us = —2/5. On voit que uo n’est pas positif, donc ce cas est impossible.

4. Le cas ou les deux contraintes sont actives correspond aux points situés a I’intersection de
la droite et du cercle. Un rapide calcul montre que ce sont les points 21 = 9/5 ++/14/10 ~
2.17ouzy = 9/5—+/14/10 ~ 1.42 avec x5 = 6—3x1 etque p1 = (4—10z1)/(2021—36).
On voit donc que 1 est négatif pour 1 = 9/5 + v/14/10 ~ 2.17. Dans 1’autre cas p; ~
1.34. mais pug ~ —0.98 est négatif. Finalement ce cas est impossible.

Finalement la seule solution possible des équations de KKT est * = (1,2). On peut vérifier
a posteriori que ce point est régulier. La seule contrainte active est g;. Comme Vg (z*) = [ i }

n’est pas nul, la condition de régularité est donc satisfaite. On pourrait aussi vérifier la condition
du second ordre. Mais, nous savons que le probleme considéré a une solution unique d’apres
les théoremes généraux (C' est borné et J est strictement convexe). Comme il n’y a qu’un point
possible ce point est nécessairement la solution.

Nous pouvons constater sur cet exemple (pourtant simple) que la résolution des équations de
KKT peut-étre longue et fastidieuse, surtout lorsqu’il y a beaucoup de contraintes. C’est pour cela
qu’on développe des algorithmes pour calculer les solutions de ces équations.

3.5 Algorithmes

3.5.1 Méthode du Gradient projeté

La méthode du gradient projeté s’inspire de la méthode du gradient décrite dans le chapitre
précédent. Comme cette derniere est une méthode de descente, nous avons de maniere tres générale
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dans le cas sans contraintes, la formulation suivante :

zo € R™ donné
Ty = T + pr di, di, € R — {0}, pp, € RT*,

ou py, et dj, sont choisis de telle sorte que J(x, + pi di) < J(xy). Toutefois, lorsqu’on minimise
sur un ensemble de contraintes C' et que x; € C on n’est pas sir avec la formulation précédente
que l'itéré x4+ = x + pi dy, appartienne a C. Il faut donc le “ramener” dans C, ce qu’on fait
grice a une projection sur C.

Algorithme du Gradient projeté

1. Initialisation
k =0 :choix de zp etde pg >0
2. ltération k
Tr1 = mo(ok — pr VI (1)) ;
3. Critere d’arrét
Si||zky1 — x| < e, STOP
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

Nous avons un résultat de convergence :

Théoréme 3.5.1 Soit J une fonction C* de R™ dans R. On suppose que J est elliptique de dérivée
lipschitzienne ( c’est-a-dire J vérifie (2.1.1) et (2.4.1)).

2
Alors, si on choisit le pas py, dans un intervalle (31, 32] tel que 0 < 1 < (2 < @ , la suite x,

définie par la méthode du gradient projeté converge vers la solution du probleme (P ).

Démonstration - Nous avons vu au chapitre 2 , (théoréeme 2.1.3) que J est strictement convexe,
coercive et que le probleme (P) admet une solution unique x*. Remarquons ensuite que

¥ =rno(x* — pVJ(x¥)) pourtout p > 0. (3.5.1)
En effet, grace au théoreme 3.2.1, nous avons
Ve e C (VJ(z*),z —2*) >0,

c’est-a-dire
Ve e C (" = pVJ(z")) —z*,x—2") <0;

on reconnait la caractérisation du projeté de x* (avec (3.4.1)). Comme
Tpi1 = 7o (T — pr VJ (1))
en soustrayant (3.5.1), nous obtenons

Tpp1 — 3" = mo(vp — pp VI (21)) — 7o (@ — ppVJI(27)) .
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Comme la projection est contractante nous avons
gsr = 22 < [z — pre VI (21)) = (2% = VI (@))]1?

|2pr1 = a*||® < o — 2*[1* + pi VI (2x) = VI (@)|* = 205 (24 — 2%, VI (21) = VI (27)) ;
Avec (2.1.1) et (2.4.1), on a finalement

lepsr — |2 < (1+ M g} — 2 pra) oy, — 27|
. .. . 2cy .
Si on choisit le pas pj dans un intervalle |31, B2] tel que 0 < 81 < (B2 < A on obtient

21 — 27| < g — 27
ou k est une constante de | 0, 1 [ indépendante de k. La suite =3, converge donc vers z*. U

Malgré son apparente simplicité, cette méthode est souvent difficile a mettre en oeuvre. En
effet, il faut a chaque étape calculer le projeté d’un vecteur de R™ sur C'. Lorsque C' est simple
(pavé borné par exemple), c’est faisable. Dés que les contraintes ne sont pas des contraintes de
borne, le calcul de la projection devient délicat.

3.5.2 Meéthode de Lagrange-Newton pour des contraintes en égalité

Plagons nous pour commencer dans le cas particulier d’un probleme quadratique avec contraintes
en égalité affines :

1
min —z'Qx — fx , Az = b
2 ) b
ou () est une matrice carrée n X n, x et ¢ des vecteurs de R", A une matrice p X n et b un vecteur de

RP. Ecrivons (au moins formellement) les conditions de KKT, ¢’est-a-dire le systeme d’optimalité
du premier ordre. On obtient

1
Va <2:EtQZE‘ — o+ N(Azx — b)) =0
Ax =10

ou A € R? est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte A x — b = 0. Par conséquent,
le couple optimal (x*, A*) est solution du systeme linéaire :

S]]

Al . . N .
g 0 est inversible, ce systéeme admet une solution que 1’on peut calculer

par n’importe quelle méthode de résolution de systémes linéaires.

Sila matrice M =
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Supposons maintenant que le probléme n’est plus quadratique. On va utiliser la méthode de
Newton pour résoudre le systeme d’optimalité. Plus précisément, on considere le probleme en
égalité suivant

min J(z), h(z) =0,
ouJ : R" — Reth : R® — RP sont suffisamment régulieres. Les conditions du premier ordre
s’écrivent (au moins formellement )

o A € RP et L(z,\) = J(x) + A'h(z) est le Lagrangien du probléme. On peut résoudre ce
systeéme d’équations non linéaires par la méthode de Newton ce qui donne :

Algorithme de Lagrange-Newton

1. Initialisation
k =1 :choix de (zg, A\g) € R" x RP
2. Itération & : on connait (zx, \g).
Résoudre

D2, L(xg, A\y) Dh(zy) ] [ dy, ] _ [ Ve L(xg, Ak) ] 7 (3.5.2)

Dh(zy) 0 Yk h(x)
ou D2 _L(zy, \i) est le Hessien (par rapport a = ) de £. Puis
Tpy1 = T+ dg s A1 = e+ Yk -

3. Critére d’arrét
Si x;, est “satisfaisant” STOP.
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

On remarque que si on ajoute Vh(xy)!\; ala premiere ligne de (3.5.2), celle-ci est alors équivalente

iy P ][]

3.5.3 Méthode de Newton projetée pour des contraintes de borne

La méthode de Newton projetée (essentiellement due a Bertsekas [2]) repose sur une idée ana-
logue a celle du gradient projeté : puisque les itérés successifs n’appartiennent pas nécessairement
a I’ensemble des contraintes C, on les projette sur C. Nous ne présenterons que le cas d’un
probléme de minimisation avec contraintes de bornes (pour des variantes on peut se référer a
[2]), de la forme

(P) min f(z) , a<z<bh.
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On peut toutefois remarquer que beaucoup de problémes duaux (dont les variables sont les multi-
plicateurs de Lagrange) sont de cette forme la.
Commencons par un probleme encore plus simple :

(P)o min f(z), x>0,

ou f est C% sur R™. Rappelons que si H}, désigne la matrice hessienne [D? f(z})], une itération de
la méthode de Newton est de la forme :

Tpp1 = xp — Hy 'V f (1) -
On peut raffiner un peu la méthode en introduisant un pas «y > 0, ce qui donne
Tpi1 = T — g Hy 'V f () -
Enfin , on peut projeter sur I’ensemble des contraintes et on obtient
Tpp1 = (w — aka_lVf(l’k))Jr ;

nous obtenons ainsi la méthode de Newton projetée.

En fait, nous allons présenter une méthode un peu plus générale dont les criteres de conver-
gence sont voisins et qui présente 1’avantage d’étre plus souple d’utilisation (c’est une méthode
quasi-Newton). Dans ce qui suit z* désigne la composante numéro i de .

Algorithme de Newton projeté : cas unilatéral

1. Initialisation
k = 0, choix de zo € R™, 2o > 0. On se donne une tolérance £ > 0.

2. ltération k : on connait z;.
— Utilisation d’ une regle anti zig-zag :

wi = ||z — (2p — Vf(xk))+ | et ex = min(e,wy) .

: 0
LF={i | 0<a} <¢get ‘g(;.'“)>0}.
X N Osii#£jet(iefoujell),
Dk:Hk ou ij: ﬁ(w )Sinon
Oxidzs " '

— Choix de la direction de descente : pr, = DV f ().
— Choix du pas par une recherche linéaire :

z(a) = (zp — app) ™.

ay, est choisi avec une regle du type Armijo comme (3.5.3) ci-dessous.
Tpy1 = Tr(ag)
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3. Critéere d’arrét
Si x4 est “satisfaisant” STOP.
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

Comme au chapitre 2, tout résultat de convergence inclut le fait que la suite des itérés est bien
définie, c’est-a-dire ici, que les matrices Hj, sont inversibles.
Regle de choix du pas

1
On se donne 3 €]0, 1[ et o €]0, 5 [. On pose o, = B™* ol my, est le premier entier tel que

flag) = fa(B™) =0 | 8™ 82(;“;’%7@ + ) 8?;’“) (zt —zp(B™Y) | . (3.5.3)

igLt i€lt

Remarque 3.5.1 1. 1 Ij est ’ensemble des indices des contraintes “presque” actives (c’est-a-
dire a ey, pres). La regle anti zig-zag permet d’éviter des oscillations de I’algorithme.

N

2. Dkfl est une approximation de la matrice hessienne plus “facile” a calculer.

3. La regle de choix du pas (3.5.3) est une regle du type Armijo qui permet de choisir un pas
“optimal” a moindre coliit.

Nous avons alors un résultat de convergence (dont la démonstration se trouve dans [2]) :

Théoreme 3.5.2 On suppose que la fonction f est convexe et C* et que le probleme (P)g a une

Of (")
i

On suppose également qu’on peut trouver my et ma deux réels strictement positifs tels que

solution unique x*vérifiant

> 0 pour tout i € I(z*) (ensemble actif).

malz* < (D*f(2) z,2) <malz]?

dans chacun des cas suivants :

e pour tout z € {x | f(z) < f(xo) } d’une part

e pour tout = dans une boule centrée en x* et z # 0 tel que z* = 0 pour i € I(x*) d’autre part.
Alors, la suite xj, engendrée par I’algorithme converge vers x* et le taux de convergence est

super-linéaire ( au moins quadratique si D? f est lipschitzienne au voisinage de x*).

On peut généraliser cet algorithme au probléme (P) ; nous obtenons
Algorithme de Newton projeté : cas bilatéral

1. Initialisation
k =1 : choix de zg € R™, zo > 0. On se donne une tolérance ¢ > 0.

2. Itération £ : on connait z;,.
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— On utilise une régle anti zig-zag :

wi = ||z — [zk — Vf(2)]* || et ex = min(e, wg) -

of (zx)

7t

Of (zx)

IF={i | a' <l <a'tey et >0 U{i | bi—ep < b < ot =5 -

<0}.

— Dy, est définie positive et diagonale par rapport a I,ﬁ.

- wp(a) = v — aDRV f (i)

ol pour tout z de R™, 2! = 74 (2) désigne le vecteur de coordonnées

bosibt < 2t
2] ={ 2 sia’ <z <V
at sizt<a®.

oy, est choisi avec une regle du type Armijo comme (3.5.3) ci-dessus ou £ rem-
place +.
Try1 = Tr(ag)
3. Critere d’arrét
Si x4 est “satisfaisant” STOP.
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

3.5.4 Méthodes de pénalisation

Grace a leur facilité de mise en oeuvre les méthodes de pénalisation sont trés souvent utilisées
en pratique. Elles relevent toutes du principe suivant. On remplace le probleme

(P) min J(z), z € C CR",
par un probléme sans contraintes
(Pr) min J(z) +ra(z), z € R",

ot &« : R™ — R est une fonction de pénalisation des contraintes et » > 0. Le but est de trouver
des fonctions « telles que les problemes (P) et (P,) soient équivalents c’est-a-dire qu’ils aient les
mémes solutions. Dans ce cas on dit que la pénalisation est exacte . On peut par exemple choisir

a(z) =

0 si zel
+oo si z¢C.

Cette fonction un peu “sommaire” n’a pas de bonnes propriétés mathématiques (en particulier de
dérivabilité) pour qu’on puisse appliquer les résultats de la section précédente. Il faut donc trouver
d’autres fonctions.
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En général on effectue une pénalisation inexacte c’est-a-dire telle que le probleme (P) a des
solutions qui ne sont pas solutions de (P, ) ; I’ensemble des solutions de (7P,) ne couvre pas tout
I’ensemble des solutions de (P). En revanche dans ce cas, on peut trouver des fonctions a qui sont
dérivables ce qui permet d’utiliser les résultats de minimisation sans contraintes. Nous donnons
ici un exemple de fonctions de pénalisation ou la pénalisation est dite extérieure .

On prend « : R” — R vérifiant les conditions suivantes :

(4) « est continue sur R™ |
() VYreR" a(z) >0, (3.54)
(i) a(z)=0&xzel.

Nous donnons ci-dessous un exemple de fonction de pénalisation « pour différentes contraintes :

Contrainte | x <0 | h(z) =0 | g(x) <0

Fonction a || [l | [[A(2)l* | [lg(=)*?

ou || - || désigne toujours la norme euclidienne de R" et ™ = (z7, ..., z;").
Nous avons alors un résultat de convergence :

Théoreme 3.5.3 Supposons que J soit continue et coercive. Soit C' un ensemble fermé non vide.
On suppose que « vérifie les conditions (3.5.4). Alors on a :

— ¥r >0, (Pr) a au moins une solution x,

— La famille (x,),>0 est bornée.

— Toute sous-suite convergente extraite de (x, )~ converge vers une solution de (P) lorsque
r tend vers +o0.

Démonstration - On ne considere que des réels » > 0. On note =* une solution de (P). Comme

Jo(z) = J(x) +ra(z) > J(x),

la coercivité de J entraine celle de J,.. De plus, la continuité de J et de a impliquent celle de J,.
Par conséquent, (P,) a au moins une solution ..
D’autre part

donc J(x,) est uniformément bornée par rapport a r et suivant un raisonnement désormais stan-
dard, la coercivité de J entraine que la famille (), est bornée.

On peut donc trouver une sous-suite de (x,),~o , notée (z,, ) qui converge vers . Comme
J(x*) — J(xy,) est bornée (car .J est continue) et

a(ka) < E [‘](x*) - J(ka)]
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on en déduit que
0<a@) = lim afz,) <0,

TR —400

grice a la continuité de o ; donc £ € C. On peut maintenant passer a la limite dans (3.5.5) pour
obtenir
J(x) < J(z¥) .

Ceci prouve que Z est solution de (P) ( mais pas nécessairement égale a =*). O
On peut alors proposer le schéma suivant pour approcher les solutions de (P) :

Algorithme de pénalisation extérieure

1. Initialisation

k=1 :choixde zop € R"etder; >0
2. ltération & :

Résoudre le sous-probléeme

(Pry) min J(z) +rpa(z), € R",
en prenant x;_; comme point d’initialisation.
3. Critére d’arrét

Si zj, est “satisfaisant” STOP.

Sinon, on pose k = k + 1, on choisit ;1 > 7 et on retourne a 2.
Cet algorithme est simple mais assez délicat a mettre en oeuvre. Tout d’abord il faut se donner un
critere d’arrét et définir ce qu’on entend par “satisfaisant”. D’autre part il faut augmenter le facteur
), progressivement ( 751 > i + 1 par exemple) car il ne faut pas que le terme 7 () soit trop
grand par rapport a J(x) faute de quoi, on construit un itéré qui vérifie les contraintes («(x) = 0)

mais qui “néglige ” de minimiser .JJ. Enfin, si la solution du probléme n’est pas unique, la suite xy
peut osciller entre deux valeurs d’adhérence.

3.5.5 Meéthodes de Programmation Quadratique Successive (SQP)

Nous allons présenter maintenant une classe de méthodes directement fondées sur le systeme
d’optimalité établi dans les sections 3.2 et 3.3. Ce sont les méthodes de Programmation Quadra-
tique Successive dites SQP (de I’anglais Sequential Quadratic Programming).

Cas de contraintes en égalité

On considere le probleme
min J(z), z € C

C={zeR"| hi(x)=0,i=1,....p}.
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Nous avons vu dans la section 3.2 qu’une solution x* de ce probléme est un point critique du
Lagrangien £, mais ce n’est pas en général un minimum de ce Lagrangien. Nous allons établir une
méthode de descente qui exploite le systeme d’optimalité établi dans le théoreme 3.2.3. L’idée est
de résoudre une succession de problemes quadratiques avec contraintes linéaires (on a vu que ces
problémes étaient relativement “faciles” a résoudre) qui sont des approximations du probléme de
départ.

Etant donné un itéré xj;, on cherche

Th1 = Tk + prdy

ou di, € R™ est une direction de descente et p;, > 0 le pas. Commengons par faire une approxima-
tion des contraintes h grace a la formule de Taylor :

hi(xy + d) = hi(zg) + Vhi(eg) - d+ O(|d]?) ;
si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal a 2, on définit la direction d;, comme étant la
direction permettant d’assurer que h;(zy + d) ~ 0. Plus précisément, on pose

c’est-a-dire
Dh(xk) dk = —h(.%'k) y (3.5.6)
ol Dh(xy) est la matrice jacobienne de h en xy. Cette relation correspond a une linéarisation des
contraintes au voisinage de xj, : c’est un systeme linéaire.
D’autre part, il faudrait que xy,; diminue la valeur du Lagrangien (puisque que c’est le La-
grangien qui joue le rdle de la fonction objectif, quand on a des contraintes). De maniere similaire
on va faire une approximation du Lagrangien £(x,\) = J(z) + A'h(z) : elle sera quadratique

cette fois, puisque le point cherché est un point critique et qu’on ne peut se contenter d’une ap-
proximation du premier ordre.

1
Lok +d,\) = Llwg, A) + (VoLl(wg, A) d) + 5 (D3,L(wk, N d. d) + O((d]*)
Si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal a 3, on voit qu’il faut minimiser

1
(ViL(zp, N), d) + 3 (D2, L(zk, ) d,d)

pour espérer minimiser le Lagrangien. On cherche donc finalement dj comme solution du probléme
(@P). { min (VJ(zy),d) + 3 (D2, L(zk, A) d, d)
Dh(xy,) di, + h(xy) = 0.
En effet, avec (3.5.6)

(Vo Lz, N),d) = (Vad (z1), d) + N Dh(zx) d = (Vo d (zx), d) + Ah(zy) .
~——

=cste
Il reste a déterminer le pas py, et le multiplicateur A; a chaque itération. Il y a bien siir beaucoup

de possibilités qui donnent lieu a autant de variantes de la méthode. Nous présentons I’algorithme
“de base” ot pp, = 1:
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Méthode SQP pour des contraintes en égalité

1. Initialisation

k =1 :choix de o € R" et de )y € RY.
2. ltération k :

Résoudre le sous-probleme quadratique

@P) min (VJ(zy),d) + 1 (D2, L(xk, M) d, d)
‘ D(zy)d+ h(z) =0
3. M\x1+1 € RP est le multiplicateur associé a la contrainte (en égalité ) de (QP.) et
Tyl = Tk + dp.
4. Critere d’arrét

Si xxy1 est “satisfaisant” STOP.
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

Cas de contraintes générales

Dans le cas de contraintes en égalité et inégalité le principe est le méme : seule la fonction
Lagrangienne change. Pour le probleme

(P) min J(z), x € C

C={zeR"| hz)=0, g(x) <0}, h= (hi)i<i<p, 9= (95)1<j<q

elle vaut L(z, \, u) = J(z) + XNh(z) + plg(z) , o X € RP et u € R?. La méthode SQP s’écrit de
la méme fagon : on linéarise les contraintes et on fait une approximation quadratique de L. Cela
donne

Méthode SQP pour des contraintes générales

1. Initialisation

k =1 :choix de zg € R" et de (Ao, po) € R x R&T.
2. ltération & :

Résoudre le sous-probleme quadratique

min (VJ(z1,), d) + % (D2, L(w, Aoy i) d, d)
(QP) Dh(xg)d + h(zy) =0,
Dg(x)d+ g(xp) <0

3. M\i+1 € RP est le multiplicateur associé a la contrainte en égalité de (QP) et 41 €
R%* le multiplicateur (positif) associé a la contrainte en inégalité .
Tyl = Tg + dy.
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4. Critere d’arrét
Si xx1 est “satisfaisant” STOP.
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

Nous ne détaillons pas les résultats de convergence. Nous donnons juste un résultat que 1’on
peut trouver dans [4] p.153.

Théoreme 3.5.4 Supposons que f, h et g soient C* a dérivées secondes bornées dans un voisi-
nage d’une solution x* de (P). On suppose que les contraintes en x*vérifient la condition (CQI)
de Mangasarian-Fromowitz de la définition 3.2.3 et on note (\*, u*) les multiplicateurs associés
a x*. On suppose enfin que les conditions suffisantes du second ordre sont vérifiées.

Considérons la méthode SQP dans laquelle la solution de (QP) dy. est de norme minimale (s’il
y en a plusieurs). Alors, il existe un voisinage V de (z*, \*, i*) tel que si (xg, Ao, o) € V, la
méthode est bien définie et la suite (T, A\, k) converge quadratiquement vers (x*, \*, 1*).

3.5.6 Méthode de dualité : Méthode d’Uzawa

La méthode que nous allons présenter est issue de la théorie de la dualité convexe, théorie
puissante que nous ne pouvons détailler ici. L’idée générale est de considérer le Lagrangien £ au
lieu de la fonction J ; ce choix est motivé (au moins) par deux raisons : la fonction Lagrangienne
L englobe a la fois la fonction J et les contraintes h et g et représente bien le probleme. Ensuite,
nous avons vu qu’une condition nécessaire du premier ordre pour que x* soit un minimum de J
avec contraintes est que x* (associé aux multiplicateurs de Lagrange) soit un point critique de L.
Nous rappelons que le Lagrangien du probléme est

p

Ll p)=J(@)+ > Nihi(z)+ > pjg;(@) .
j=1

i=1

Nous allons avoir besoin de l1a notion de point selle :

Définition 3.5.1 On appelle point selle de L sur R" x RP x (R1)Y tout triplet (x*, \*, u*) €
R"™ x RP x (RT)? vérifiant I’équation

L(x" A\ p) < L%, N 1") < L(x, \*, 1) (3.5.7)

pour tous (z,\, 1) € R" x RP x (RT)%,
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77
22

Figure 3.5 : un point selle

La méthode qui va suivre utilise des résultats corollaires du théoreme 3.2.5.

Théoreme 3.5.5 Supposons que J, g et h sont C* et que le triplet (z*, \*, u*) € R x RP x (R*)4
est un point selle de L sur R" x RP x (RT)4. Alors ce triplet vérifie les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker (3.2.9).

Démonstration - Soit (z*, \*, u*) € R™ x RP x (R1)? un point selle de £ sur R™ x R? x (RT)4.
La condition de signe des multiplicateurs (3.2.9a) est manifestement vérifiée.

Comme z* est un minimum (global) de la fonction  — L(z, A*, ©*) sur R™ nous savons (chapitre
1. théoreme 2.2.1) que

Vo L(ax* A, 1) =0,

c’est-a-dire que la relation (3.2.9d) est satisfaite.
D’autre part la premiere inégalité de (3.5.7) s’écrit

(i — 115) g;(z*) <0, pour tous (A, p1) € R x (RT)7.

p q
=1

D (= A hi(z®) +
i=1 j

En choisissant successivement
()\17 R A73—17 )‘iy )‘i—i-l v 7)‘;77:“) - (Aia s 7)‘;,"(—17 )‘;k + ta )\?-',—1) s 7)‘;7/-1'*)

avec t € R on obtient h;(z*) = 0,7 = 1,..., p. De méme, en choisissant successivement

()\aﬂla-- ©y Mj—15 gy Hj+1 - - - 7/“1) = ()‘*7/-[{7 wu;'(—lnu; +83/L§+1 - 7/’62)
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avec s € R, on obtient g;(2*) < 0. La relation (3.2.9b) est donc aussi satisfaite.

Il reste & montrer la relation de complémentarité : si j € {1,...,q} est tel que ,u;f > (0 on peut
prendre dans ce qui précede s = 7 puis s = —?j : on obtient alors u gj(z*) =0. O

Dans la cas convexe nous avons caractérisation des points selles grice aux conditions de
KKT:

Théoréme 3.5.6 Supposons que J, g et h sont convexes et C'. Alors le triplet (z*, \*, u*) €
R"™ x R? x (R1)? est point selle de L sur R™ x RP x (RT)Y si et seulement si il vérifie les
conditions de KKT (3.2.9).

Démonstration - Nous devons montrer que si le triplet (z*, \*, u*) € R™ x RP x (R™)? vérifie les
conditions de KKT (3.2.9), alors il est point selle de £ sur R™ x RP x (RT)q.
Comme L est convexe par rappport a x, la relation (3.2.9d) est équivalente a

L(x*, N, 1) < L(x,\*, 1) pour tout z € R™ .
Montrons I’ autre inégalité : tout d’abord
L(z* X\ 1) = J(x"),

d’apres la condition de réalisabilité (3.2.9b) et de complémentarité (3.2.9c) et
q
Llx*, A p) = J(@") + Y pyg5(x") .
j=1

Or pj > Oet gj(z*) < 0, donc
L(x*, X, 1*) < L(z*, N\, 1) , pour tous (X, p) € R? x (RT)Y . -

Le théoreme précédent indique que nous allons chercher un triplet (z*, \*, u*) € R x RP x (R*)?
vérifiant les conditions de KKT de la facon suivante :

1. Pour (A*, u*) fixés dans R? x (R™)?, nous allons chercher le minimum sans contraintes
(sur tout I’espace R™) de la fonction = +— L(z, \*, 1*) ; nous traduisons ainsi ce que signifie
le terme de gauche de la relation (3.5.7).

2. Pour z* fixé dans R", on cherche le maximum sur R? x (RT)? (c’est-a-dire avec des
contraintes de bornes simples) de la fonction (A, ) — L(x*, A\, ) ; c’est ce que signifie
le terme de droite de la relation (3.5.7).

Bien sir on ne va pas faire ces deux calculs simultanément ; on va résoudre successivement les
étapes 1. et 2. ci-dessus. On obtient I’algorithme d” UZAWA .

Algorithme d’'Uzawa

1. Initialisation
k=0 :choix de \° € R? et de p° € (RT)?
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2. ltération k& :
M= (M}, A8 e RP et pF = (uf, ..., pk) € (RT)7 sont connus ; puis

(a) Calcul de z* € R” solution de

(PF) min L£(z, \¥, y¥) , 2 € R™.
(b) Calcul de \**1! et /**1 avec :
)\f+1:)\§+phi(xk) i1=1,...,p

Pt = max(0, 4k +p g; (%)) j=1,...,q.

ou p > 0 est un réel fixé (choisi par I'utilisateur).

3. Critere d’arrét
Si ||z**! — 2| < e, STOP
Sinon, on pose k£ = k + 1 et on retourne a 2.

L’étape 2a. de cet algorithme revient a résoudre
P q
VoL@, N Py = V(@) + > M Vhj(z) + > pf Vgi(a) =0.
j=1 i=1

L’ étape 2b. est tres facile a réaliser.

Théoréme 3.5.7 On suppose que J est C' elliptique, (relation (2.1.1) que h et g sont convexes (h
est affine), C' et lipschitziennes. On suppose de plus que le Lagrangien L posséde un point selle
(x*, N, 1*) sur R™ x RP x (RT)4. Alors, il existe p1,p2 avec 0 < py < pa tels que pour tout
p € [p1, p2] la suite x* générée par I’algorithme d’Uzawa converge vers x*.

Démonstration - Nous avons vu dans le théoreme 3.5.5 que si (z*, \*, u*) est point selle de L,
alors ce triplet vérifie les conditions de KKT. En particulier

AN =X+ ph(z*) et p* =max(0,p" +pg(z")).
Justifions la seconde relation : si p + p gj(z*) <0, comme 1 = 0 et par complémentarité,
() + p 15 gi (") = (15)* < 0,
etdonc p7 = 0. Si pf + p gj(z*) > 0, comme g;(z*) < 0 et par complémentarité,
w5 95(z) + p (95(2"))? = p (g5(2*))* < 0;
donc g;(z*) = 0. Dans les deux cas : y = max(0, i} +p gj(z*)). Nous noterons 7 la projection
de RY sur (R™)4 de sorte que

*

pr=mi (W +pg@r)) .
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D’autre part,
NFL =N+ ph(a?) et M =7y (1 + pg(a®)) .
Par différence on obtient
NHLN = NN p [A(a") = (2] et pF T —p* = 7 (WP +p g(a®) =7y (0 +p g(2*)) -
Donc
INFFEA 2 <IN =N () —R(a* )P et |n™ =2 < (it —n"+p (g(2") = g(a*) 1%,
car 7 est contractante. Cela donne
I — A2 <INk - MW+wrmwﬁ h(a®)|2
+2p ()\ (l’k) h(z* )) ,
[ T e e MO R Cal
+2p (W* — p*, g(2") — g(a)) -

D’autre part nous savons que pour tout y € R”

(3.5.8)

q

J(y) = J(@*) + DN (hily) — hi(z™) + > 15 (g5(y) — g5(2*)) = 0.
i=1

j=1
Prenons y = z* + t(x — 2*) avec ¢t €] 0, 1 [ et € R". Par convexité
Bala” 4+t — 7)) — hi(2*) < ¢ (he(@) — ha(a™)) i = 1,...,p, et

gj(z* +t(x —2%)) — g;(2") <t(gj(z) —g;(2").i=1,....q
Donc

Ja* +tz—27) —J@") | Zp: A7 (hi(e) = (")) + iu; (95(z) = 9;(27)) 2 0. 3:3.9)

t i=1 j=1
En passant 2 la limite pour ¢ — 0 on obtient :

(VJ(z*),r —2*) + (\*, h(z) — h(z™)) + (1", g(x) — g(2*)) >0 Vz € R". (3.5.10)

Le méme raisonnement sur I’itération &k de 1’algorithme donne
(VJ(mk),x - wk) + ()\k, h(z) — h(mk)> + (uk,g(:p) — g(xk)) >0 VreR". (3.5.11)
On prend = = z¥ dans (3.5.10) et z = z* dans (3.5.11), on somme et on utilise Pellipticité de J :

(AF = N h(@®) = h(a®)) + (u* = u*, g(a*) — g(¥))

— (VJ(z*) = VJ(2F),z* — zF) (3.5.12)
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Finalement (3.5.8) devient
vt < vt o2 (IR(F) = R + llgah) - @) ?) = 2palla” — oF|2 (35.13)

ol on a posé
v = H/\k—i-l o )\*HQ + H,UJIH_1 - M*HZ )

Comme h et g sont lipschitziennes
1h(z®) = h(@)|| < My |la* — 2| et |lg(@®) — g(a™)| < My lz* — 2"

Donc

ka1 — v < [P (M7 + M) = 2pa] ||* — 2| (3.5.14)

@

2 (M + M2)
décroissante, positive. Par conséquent, elle est convergente et la différence v — v tend vers 0.
La relation (3.5.14) permet de conclure que la suite z;, converge vers x*.
Remarquons qu’on ne peut rien dire (sans hypothese supplémentaire) sur la convergence des mul-
tiplicateurs.
Remarquons enfin que nous sommes dans le cas convexe avec J elliptique. Donc tout point selle
du Lagrangien est aussi solution (unique) du probleme (P). U

Choisissons p dans I'intervalle |0, p3 [ avec pg = . La suite vy est alors une suite

[Travaux Pratiques]

[Méthodes classiques]

Programmer les algorithmes du cours sur la minimisation avec contraintes dans R" et les tester.
— Gradient projeté et Newton projeté pour des problemes avec contraintes de borne
Meéthode de Lagrange - Newton pour des problémes avec contraintes en égalité
Méthode de pénalisation (inexacte)
Meéthode d’Uzawa avec le Lagrangien ordinaire
Pour chacun d’entre eux, une étude de sensibilité sur le point de départ (initialisation) et les
différents parametres (pas, parametre d’augmentation) sera menée le plus rigoureusement pos-
sible.
On fera une comparaison numérique des trois méthodes surtout en termes de

— vitesse de convergence - nombre d’itérations - temps CPU

— Robustesse et domaine de validité

[Lagrangien / Lagrangien augmenté sur un probleme quadratique]

Le probleme est le suivant

min 1 2/Gz + ¢tz
2
(P) { Axr=b
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oux € R* b € RP, A est une matrice p X n a coefficients réels et G est une matrice n X n
symétrique a coefficients réels , (éventuellement définie positive)

On rappelle que , dans la méthode d’Uzawa le pas p est le réel permettant d’incrémenter la
suite des multiplicateurs .

Lagrangien - Méthode d’Uzawa

— Ecrire le Lagrangien £ associé a ce probléme .
— Résoudre (P) par la méthode d” Uzawa avec un pas p constant (mais choisi judicieusement)

Lagrangien augmenté - Pas constant

— Soit £, défini de la maniére suivante :
V(z.q) ER" xR L(v,q) = L(v.q) + 5 | Az —b|]
ou 7 est un réel positif et || || désigne la norme euclidienne de R?.
— Programmer la méthode d’Uzawa avec L, . Etudier plus particulierement la rapidité de la
convergence (2 précision donnée) pour différentes valeurs du parametre r.
Que se passe-t’il sir=07?
On prendra le pas p constant égal ar .

[Lagrangien augmenté - Variantes]

Les données sont les mémes que dans la section précédente mais cette fois le pas p n’est pas
choisi constant .

Algorithme du résidu minimal

On le détermine a chaque itération grace a I’ algorithme dit du résidu minimal ce qui donne
, combiné a la méthode d’Uzawa :

1. godonné , zo = — G e+ Al(qo —rb)] ou G, = G +r AlA.
g():Al'o—b

2. qn, Tpn, gn CONNUS :

x 2 = —Gr_lAtgn
‘o _ < Gn, Azp >
N — _—~Jmiten 7
Az, |12
( ) * qn+1l = qn Tt Pn gn
¥ Tp4l = Tp + on Zn
* Ontl = Gn+ Pn Az,

(, ) désigne le produit scalaire usuel de R™ et || || 1a norme euclidienne.
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Algorithme de descente optimale

On détermine le pas p a chaque itération grice a I’ algorithme de descente optimale ce qui
donne, combiné a la méthode d’Uzawa :

1. godonné , zg = — G tc+ Al(qo —rb)]ou G, = G +r AlA.
go = Axg —b

2. Qn , Tn, gn CONNUS :

* Zn = -G lAlg,

A Y
('DO) < gn, Azp >

* nt1 = Qo+ PnGn

* Tptl = Tp+ Pn 2n

* gntl = Gn -+ pn AZn

Algorithme du gradient conjugué
On détermine le pas p a chaque itération grace a I’ algorithme du gradient conjugué ce qui
donne, combiné a la méthode d’Uzawa :
1. qodonné , zg = — G, Yc+ Al(go — D) ou G, = G + 1 A'A.
go = Axg — betwy = go

2. Itérationn: q, , n , gn , Wy CONNUS :

* 2z, = —G 1A,
el
" < Azy, wy >

* (pn+1 = qn + Pn Wn

(QC) ¥ Tptl = Tp + Pn 2n

* Gnt1 = gn + pnizn
T g

* =
" llgnI?
* Wp+4+1 = Gn+1 + )\nwn

Méthode d’Arrow-Hurwicz (Relaxation)

Pour améliorer la convergence on peut parfois combiner la méthode précédente avec une
méthode de relaxation . Plus précisément :
Soit w un réel compris entre 0 et 1 . On considere I’algorithme suivant :

1. qg et zg donnés
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2. ¢n , T, CONNUS :

* calcul de z,, 1 par I’algorithme (GC)
2
(AH)  Tptl = Tp +w (xn+% — p)
* Gnt1 = Qo+ p (AZpi1 — D)
ol p =r par exemple .
On testera plusieurs valeurs de w.

Tests numériques

1. p=3
T2 -1 0 0 1 [ 1]
-1 2 -1 0 1
o -1 2 -1 0
G= c=
0 -1 2 -1 1
L o -1 2 | 1
[ 3 1.0 -1 0 0 0
A= -1 2 1 0 0 O b=| 1
0000 1 11 0
2.
min% (22 + 271 22 + m% +x2) — 4z + 5o
T1+2x4 =95
o — X3 = 1
[Exercices]

[Conditions de qualification]
1. Montrer que la condition (CQ2) donnée par la définition 3.2.4 implique la condition de

régularité de MANGASARIAN-FROMOWITZ (CQ1) de la définition 3.2.3.

2. Dans R?2 on considére les contraintes
1'120, 1'220, $2—(l’1—1)2§0.

Dessiner I’ensemble C' des points satisfaisant ces contraintes.
Montrer que le point 1 = 1, z2 = 0 est réalisable mais pas régulier.

[Le théoreme de projection ]
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3. Soit H un sous-espace vectoriel de V' Hilbert . Soit f un élément de V.
Montrer que g (€ H) est le projeté de f sur H si et seulement si f — g € H+.

4. Soit C' un convexe fermé non vide de R™ et P la projection de R" sur C.
(+,-) désigne le produit scalaire usuel de R"™ et || - || 1a norme euclidienne.

(a) Soitz € R™ et P(x) son projeté sur C. Rappeler la caractérisation de P(x) en termes
de produit scalaire. Montrer qu’une formulation équivalente de cette caractérisation
est

P(z)eCetVyeC (r —y,P(x)—y) >0.

(b) Montrer que tous x et y de R™ ,
0< (z—P(z),P(x) = P(y)) < (z —y, Plx) = P(y)) — ||P(z) = P(y)|*.
(c) Montrer que pour tous z et y de R" ,
0 < [ly=PW)|*~llz—P()|*~2 (z — P(x),y — 2) < [ly—=|*~ || P(y)~ P(2)].
(d) En déduire que I’application f : R® — R définie par f(z) = ||z — P(x)||? est

différentiable en tout point. Quelle est sa différentielle ?
(e) Soit C = {z = (w1,22) € R? | x1 > 0, 22 > 0 }. Déterminer I’expression de
I’application g : R? — R définie par g(z) = ||z — P(x)]|.
Est-elle différentiable ?
[Conditions d’optimalité]
5. Soient les points (t;, x;),i = 1,---, 10, donnés par le tableau suivant :

11213456 |78 910
0|-3/6]-3|6|38(5|-2|14]| 8

(a) Quelle est I’équation de la droite de régression de ce nuage ? (on 1’appelle D)
(b) Quel est le point le plus “éloigné” de D ?
(c) Quelle est la droite de régression D’ obtenue en enlevant ce point ?

(d) Calculer la droite de régression A obtenue pour le nuage en imposant b > 0 puis b > 1
(I’équation de A est de la forme x = at + b.)

6. Soient A et b définis par

et J : R? — R définie par
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(a) Le probleme

min J(y)
y1 =0
y2+ys=0
y €R3

(P)

admet-il une solution ? Est-elle unique ?
(b) Ecrire les conditions d’optimalité que doit vérifier la solution de (P). Résoudre

(c) Ecrire les algorithmes que vous connaissez dans ce cas précis

7. Maximiser la fonction J(z,y) = 14z — 2% + 6y — y? + 7 sous les contraintes
z+y<2, z4+2y<3.

On précisera I’existence et I’unicité et on dessinera 1I’ensemble réalisable C'.

8. Résoudre

1
min 3 (Az,z) — (b, x)
r1 >1
o — 21‘3 =1
avec
1 -1 0 -1
A= -1 2 -1 | etb= 1
0 -1 3 -1

Comparer avec la solution sans contraintes.

9. On veut maximiser la fonction f de R? dans R définie par :
f(zy,z2) = 221 — 27 + 29
sur I’ensemble K défini par :
K ={(x1,x2) € R? | 21+ 22 <1, z129 > 0}

(a) Résoudre ce probleme graphiquement.
(b) Ecrire les conditions de KKT et résoudre.
(c) Peut-on résoudre par la méthode d’Uzawa ?

(d) Minimiser la fonction g sur I’ensemble K avec

g(x1,x9) = 202 — 321 + 23 + 320 .
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10. L’évolution de la concentration ¢ d’une espeéce dans un mélange est donnée par une loi
linéaire en fonction du temps :
c(t)y=at+b.

Un expérimentateur fait une série de mesures pour déterminer les parametres inconnus,
mesures résumées dans le tableau suivant.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1.54 | 3.06 | 497 | 7.43 | 10.65 | 14.92 | 20.6 | 28.2 | 38.42 | 52.15 | 70.65 | 96.6

Déterminer les parametres a et b. En réalité la concentration initiale est positive. Combien
valent les parameétres a et b ?

Pensez-vous que la loi est vraiment linéaire ? Expliquer sommairement (sans faire de cal-
culs, en posant juste le probleme) la démarche & suivre pour trouver les parametres d’une
loi de la forme

c(t) = ae' +be ",

sachant que la concentration initiale est positive.

11. On se place dans R?, et on note = (1, 22). On considere la fonction f de R? dans R
définie par :

f(z) = % (Bz,x) + (b,z) = %(w% + ax%) + a1

ol B est une matrice symétrique 2-2, b un vecteur de R? et o € R.
(a) Préciser B et b; calculer V f(x).
(b) Donner une condition nécessaire pour que x soit un minimum (local) sans contraintes
de f.
i. Si @ = 0, montrer que f possede un minimum et qu’il y a une infinité de z

réalisant ce minimum. Si @ # 0, quel est I’élément ™ pouvant éventuellement
réaliser le minimum ?

ii. Sia > 0, z* réalise-t’il le minimum de f ? Pourquoi ?
iii. Si o < 0, montrer que f ne possede pas de minimum.
iv. Ecrire les deux premieres itérations de I’algorithme du gradient dans le cas av = 2.

(c) On suppose maintenant que o = 2 ; on veut minimiser la fonction f avec la contrainte

supplémentaire :
\/1:% + x% <

i. La fonction f admet-elle un minimum ?

N

ii. Ecrire les conditions de KARUSH-KUHN-TUCKER permettant de calculer le mi-
nimum éventuel. Résoudre.

iii. Décrire sur cet exemple les deux premieres itérations de 1’algorithme d” UZAWA.
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12. Méthode de pénalisation
Dans tout ce qui suit R™ est muni du produit scalaire (-, -) et de la norme || ||.

(a)

(b)

(©)

(d)

Soit g une fonction convexe de R™ dans R et soit g* la fonction définie par

9" (z) = max(g(x),0).

— Montrer que g™ est convexe puis que (g7)? est convexe.

— Montrer que la fonction s — (s7)? de R dans R est dérivable. En déduire que si g est
Gateaux (respectivement Fréchet-différentiable) , (g1)? est Gateaux-différentiable
(respectivement Fréchet-différentiable) et calculer sa différentielle en fonction de
celle de g.

Pour¢ =1,...,m on se donne ¢; € R" et y; € R, puis on définit pour y € R"
9i(y) = (¢i,y) =%,

et
K={yeR" | g(y) <0, pouri=1,...,m }.

On suppose que K # (). Soient A une matrice n X n, symétrique, définie positive et

b € R™. Montrer qu’il existe une solution unique Z au probléme

(P) reK ; J(x) =;réilr<1J(y),
ou 1
J(y) = §(Ay,y)—(b,y)-

On pose pour € > 0, et pour y € R",

1 1 —

5 (Av,y) = (by) + 5 ;(gf(y))2-

Je(y)

Montrer que pour € > 0 fixé, il existe une solution unique . € R™ au probléme

(P:) ze €R" 5 J.(x:) = min J.(y).
yeR?

Montrer que z. est solution de (P:) si et seulement si z. est solution d’une équation
de la forme

(&) Az, —b+ Y hie; =0,
=1
ol N
_ Y9 (ze)

ht

g
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9; (xz-:

NG

reste borné

(e) Montrer que x. reste borné dans R™ indépendamment de ¢ et que

dans R indépendamment de € pour¢ = 1,...,m.

(f) Montrer que x. converge vers T lorsque € — 0.

(2) On suppose que ci, ..., ¢, sont linéairement indépendants. Sii € { 1,...,m }, on
note II; ’orthogonal dans R” de {cj }#i. Montrer qu’il existe d; € II; de norme 1
(par exemple) tel que (d;, ¢;) # 0.

En utilisant la multiplication scalaire de (&) par d; et un résultat précédent, montrer
que h! reste borné dans R indépendamment de ¢.

(h) En déduire que si  est solution du probleme (P) il existe des nombres réels h? > 0,
1=1,...,mtels que

(&) AZ—b+> he=0 ; zeK,
i=1

et b’ 9i(Z) = 0.

13. Analyse de sensibilité
Soient f et h deux fonctions de classe C> de R vers Ret t € R.
On considere le probleéme de minimisation sous contraintes suivant

min f(x)
(Py) { telque h(z)=t.

On suppose que le probleme (Py) (obtenu pour ¢ = 0) admet au moins une solution z* et
que ce point est régulier.
(a) Rappeler ce que signifie “régulier” dans ce cas précis et écrire le systeme d’optimalité
permettant de calculer ™ (on notera A* le multiplicateur associé).
(b) Quel est le systeme d’optimalité que doit satisfaire une éventuelle solution de (P;)
(c) On note £(z, \) le Lagrangien du probleme (Py) et
. s E” I'*, 2\F h/ z*
H(l’,)\):< h(/(l‘*)> (O )>
ou la dérivation se fait par rapport a la variable x. Montrer que le systeéme d’optimalité
établi en 2. a une solution (x(t), A(t)) dans un voisinage de (z*, \*) et que x(0) =
x*, \* = A(0). Montrer que les applications ¢ — x(¢) et t — \(t) sont dérivables au
voisinage de 0.
(On utilisera le théoreme des fonctions implicites (cf. Annexe A)).
(d) La fonction valeur optimale du probleme (7P;) est donc égale a F'(t) = f(x(t)) au
voisinage de t = 0 et vérifie F'(0) = f(x*).
Montrer que

P0) = L) X0 aque 0 )= g ).
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En déduire que F'(0) = —\* , et donner un développement limité de F' au voisinage
det = 0.

14. Soient U et V deux sous-ensembles convexes fermés non vides de RP et R respectivement
et £ une application de RP x RY dans R. On fait les hypotheses suivantes

(H1) pour tout v € V', I’application u € U — L(u,v) est convexe et continue,
(H2) pour tout w € U , I’application v € V +— L(u, v) est concave et continue,
(H3) U et V sont bornés.

(a) Dans cette question, on suppose que pour tout v € V/, I’application u € U — L(u,v)
est strictement convexe.

i. Pour tout v € V on pose
G(v) = in(fjﬁ(u, v) .

ue
Montrer que I’inf est atteint en un point unique que I’on notera ¢(v).
ii. Pour tout u € U on pose

F(u) = sup L(u,v) .
veV

Montrer que le sup est atteint.
iii. Montrer qu’il existe v* € V tel que

Gv*) = max G(v) .

Indication : On prendra une suite maximisante et on montrera qu’elle converge
vers v*.
iv. Etant donné v € V, on considere les suites v,, et u,, définies par

1 1
Un = (L= —)v" + v, up = (vn)

Montrer que (u,, ) admet une seule valeur d’adhérence ¢ (v*) notée u*, que (u*, v*)
est un point-selle de £ sur U x V.,

Indication : On pourra montrer que G(v*) < L(u,v*) pour tout u € U puis
G(v*) > L(u*,v).

(b) On ne suppose plus la stricte convexité. Montrer 1’existence d’un point-selle de £ sur
UxV.

1
Indication : On pourra considérer £, (u,v) = L(u,v) + —|Jul*.
n

[Algorithmes]
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15. Méthode d’Uzawa et d’Arrow-Hurwicz
Soit A une matrice symétrique définie positive, et soit pour y dans R™ :

J(v) = %(Av,v) — (b,v)

ou b est un vecteur donné de R".
On cherche a approcher la solution unique du probléme : trouver u tel que

uelU={veR"|Cv=0}
J(u)zgreng(v)

ou C' est une matricem x n .
(a) Décrire la méthode d’Uzawa pour ce probleme.

(b) On définit la méthode itérative suivante :

e (u° \°) donnés dans R™ x R™

e (u¥, \F) étant connus , calcul de (uF*1, \F+1)
uF Tt = uF — py(AuP — b+ CUAF)
Aetl — )k + ppoCuk'H

ol p; et po sont des parametres > 0.
Montrer que si p; > 0 est suffisamment petit ,

d
BN pa <1
(c) Soit A un vecteur de R™ qui vérifie : Au+ C'A\=1b.
Dire pourquoi il existe de tels vecteurs .

On choisit le parametre p; pour que 1’inégalité 3 < 1 ait lien. Montrer que si le
parametre po > 0 est suffisamment petit , il existe une constante v > 0 indépendante
de Ientier k telle que :

IN* = Al INH = A%,

Y+ =% < ( + Bllut —ull7) — ( + Bt — )

(d) En déduire que pour de tels choix des parametres p; et p2 , on a i lim wup = wu.
——+00

(e) Que peut-on dire de la suite (\F) lorsque rang(C) =m ?

La méthode ci-dessus s’appelle la méthode d’Arrow-Hurwicz.
Quel avantage présente -t’elle par rapport a la méthode d’Uzawa ?

16. On considere le probleme d’optimisation suivant :

min { J(v) | Bv =0}, (1)
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ot J est une fonctionnelle quadratique définie sur R™ par
1
J(U) = 5 <AU>U> - <b7U>N ;

A est une matrice réelle N x IV, symétrique, définie positive, B est une matrice réelle M x N
dont les vecteurs lignes sont indépendants (M < N), et (, ), désigne le produit scalaire
usuel sur RY.

(a) Montrer que le probléme (1) admet une solution unique notée .

(b) Montrer que la solution u de (1) est caractérisée par ’existence de p € R tel que

Bu 0 2

{ Au+Blp = b

oll B! désigne la matrice transposée de B.

(c) Montrer que les relations (2) caractérisent les points-selles sur RY x R du Lagran-
gien du probleme :
E(an) = ‘](U) + <Q7 BU>M .

(d) On introduit le Lagrangien augmenté du probléme L, avec r > 0, défini par :
r
‘CT(va q) = ‘C(Uvq) + §||BUH%\/[ ’

ol || ||as désigne la norme euclidienne usuelle sur R,
Montrer que les points-selles de £, sont et ne sont que les points-selles de L.
Montrer, grace aux questions précédentes qu’'une caractérisation des points-selles de

L, est:
(A+rB'Byju+Blp = b
Bu = 0’ 3)
(e) On considere maintenant 1’algorithme suivant :

i. p° donné arbitrairement dans R™

ii. p™ étant connu, on calcule u" puis p"*! par
Lr(u™,p") < Lo(v,p") Yo € RN
u® € RN “)
"t =p" + puBu" | pp >0 (5)

Reconnaissez-vous cette méthode ?
Montrer que la relation (4) est équivalente a

(A+rB'B)u" + B'p" =b. (6)
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(f) On pose u” = u" —uetp” = p"™ — p ol u est la solution de (1) et p le multiplicateur
associé défini par (3). En utilisant les relations (3), (5) et (6), montrer successivement

que
i 11512, — 1512 = —2pn (57, By — 2] B3,
ii. (Au", @)y + | Bar|3, = — (5", Bav),,

iii. (P13, — 12" I3, = 200 (AT™, @") 5 + pn(2r — pn) || Bu™|3; -
(g) En déduire que si on prend p,, tel que 0 < ap < p, < 2r , la suite ||p"[|3; est
décroissante.

(h) Montrer que la suite ||p"||3, est convergente et que lir+n (Au",u")y =0.
n—-+0oo

Que peut-on en déduire sur la suite u™ ?
(i) On considere a présent la fonctionnelle J;* définie sur RM par :

J*(g) = — min £,(v,q) .
r(q) = = min Ly(v,q)

i. Montrer que
1 1
Vg eRYM  JNq) = 5 (BA'Bl.q)y — (BATba)y, + 5 (A70,0)

ou A, = A+ rB'B.
ii. Montrer que par élimination de u", I’algorithme décrit par (4) et (5) peut s’écrire :

— p° donné arbitrairement dans R
_ pn—H — pn _ pn(BAr_lBtp” _ BAT_lb) .

iii. Montrer que 1’algorithme décrit dans la partie 2. par (4) et (5) est en fait 1’algo-
rithme du gradient appliqué a la minimisation de la fonctionnelle .J; sur RM.

17. Soit A une matrice symétrique définie positive , et soit pour y dans R™ :

T) = 3 (Ay, v — ()

ol b est une vecteur donné de R” et (-, -), désigne le produit scalaire de R™. On considére
le sous-ensemble convexe fermé de R™ défini par :

K={yeR"|gi(z)=0,i=1,...,p}
ou les g; sont des contraintes affines définies par :
9i(y)=(ciy)n—7 , G ER", B ER

Les vecteurs ¢; seront supposés indépendants et I’ensemble K non vide. On considere le

probléeme
min J(y), y€ K (P)



98 CHAPITRE 3. MINIMISATION AVEC CONTRAINTES

(a) Ecrire le Lagrangien du probleme £(y, ) et pour o € RP calculer :

h(p) = min L(y, p) .
yeR”

On écrira h(u) sous la forme h(u) =

pxp,deRPetacR.
On admettra que la matrice p X p de coefficients (ci, Ailcj)n est inversible (c’est une
matrice de Gram associée au produit scalaire défini par A).

1
-5 (B, p), + (d, p)p + v, avec B matrice

(b) Montrer que A € RP satisfait les conditions de KKT pour le probleme P, si et seule-
ment si il est solution du probleme suivant :

h(A) = max h(p) (D)

(c) Décrire en détail I’algorithme d’Uzawa pour le probleme (P).
(d) Décrire en détail I’algorithme du gradient pour le probleme (D).

(e) Quelle conclusion pouvez-vous en tirer ?

n
18. Siz = (&1,--+,&n) ety = (1, - -+, my) sont deux vecteurs de R™, on note (x,y) = Z{im
i=1

le produit scalaire usuel, et ||| = ((z,z))'/? la norme euclidienne associée. On considere
R™ muni de la topologie associée a cette norme.
On identifiera dans certaines questions, les éléments de R™ avec des matrices colonnes.

Si A est une matrice carrée d’ordre n, a coefficients réels, on note || A|| la norme de I’appli-
cation linéaire associée a A, norme définie par

[Al = sup { [|Az], 2 €R", [lz <1}.

Dans tout le probleme U désigne une partie convexe fermée non vide de R".
Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre n, a coefficients réels, telle que :

Yo € R, (Av,v) > 0.

Soit f un élément fixé de R™ ; on considere 1’application J de R™ dans R définie par

1
J(v) = 5{Av,0) = (f,0) ™
On se propose d’étudier I’ensemble P des éléments u de U tels que
VoelU, J(u)<J(v), ®

(a) Montrer que u est dans P si et seulement si u est dans U et (Au — f,v —u) > 0 pour
tout v de U.
Montrer que P est un convexe (éventuellement vide ) de R™.
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19.

(b) On suppose dans cette partie que pour tout v non nul de R™, on a (Av,v) > 0.
Montrer que J est strictement convexe et qu’il existe a > 0 tel que pour tout v de R",
on ait (Av, v) > afjv||%

Montrer que P est non vide. Est-il réduit a un élément ?

(c) On suppose dans cette partie que U est bornée, et que pour tout v de R”, ona (Av, v) >
0.

i. Montrer que P est non vide. Est-il réduit a un élément ?

ii. Soit ug dans U. On pose pour m dans N,

Um+1 = W(Um - p(Aum - f)) 5

ou p estun réel qui sera déterminé ultérieurement et 7 la projection sur U. Montrer

que
1
J(um+1) - J(um) - <Aum - f Um+1 — um) + §<A(um+1 - um)a Um+1 — Um) ) )
et p<Aum — fyumy1 — Um> + Hum-i-l - UmH2 <0.

Montrer qu’il existe pg > 0, tel que si on fixe p dans | 0, pg [, la suite (J(t:m,))men
est décroissante. En déduire que lirﬂ (Um+1 — Um) = 0.
m—-+00

Comment peut-on utiliser la suite (t, )nen pour trouver des éléments de P ?
On considere le probleme : trouver u tel que

{uEUdéf{UERn@i(v)éoaizlv'”’m} (P)

J(u) = ngff J(v)

et on fait une fois pour toutes les hypothéses suivantes :
— Lafonctionnelle .J est R” - elliptique : elle est C! dans R” et il existe une constante o > 0
telle que :
(VJ(v) = VJ(u),v—u), > allv—ul?, Yu,veR" (10)

ol (, )pet| ||, désignent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne de
RP.
— Il existe une constante M telle que :

M
IVJ(v) = VJ(u)|ln < ?Hfu —ullp, Yu,veR" (11)

— L’ensemble U est non vide.
— Les fonctions ¢; : R* - R, ¢=1,---,m, sont convexes.
— Il existe une constante C telle que :

[@(v) = @(w)]lm < Cllv = ulln, Yu,veR"

ou ® désigne I’application de R™ dans R™ de composantes ;.
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(a) Etablir les inégalités : Vu,v € R
(VJ(u),v —u)p + %Ilv —ulp < J(w) = J(u) < (VJ(u),v —u)y + Mo —ul .

(b) Démontrer que le probleme (P) possede une solution unique que I’on notera u .

(c) On définit le Lagrangien associé a ce probleme :
L:(v,p) € R" X RY — L(v, p) ey J(v) + (1, (v)),, -

Démontrer que si (u, A) € R™ x R’ est un point selle de £ sur I’ensemble R™ x R’
alors le point u est solution du probleme (P).

(d) On note P I’opérateur de projection de R™ sur R'[" . Vérifier I’équivalence :

A=Pr(A+ pP(u)), p>0fixé < { ?A’G@I%g)smq)gz)g 0,
(e) Vérifier qu’un couple (u, A) est un point-selle du Lagrangien L si et seulement si :
(VJ(u),v —u)p + (A, ®(v))m > 0 pour tout v de R”
A=Py(A+ p®(u)), p> 0 fixé (mais arbitraire ) .

(f) On définit une méthode itérative de la fagon suivante : partant d’un couple (u®, \°) €
R™ xR arbitraire , on définit une suite de couples (uF, \F) € R™x R’ par récurrence :

1
uF*1 est solution de : in]Rf §||UH7% + (eVJI (W) = uP,v), + (N, ®(0))m
veR™

Aol — P+(/\k —i—p@(uk'H)

ou ¢ et p sont deux nombres > 0 fixés.

Démontrer que le probléme d’optimisation définissant le vecteur u**! a partir du
couple (u*, \F) admet une solution et une seule et que le vecteur u**! est solution
de ce probleme si et seulement si :

Yo € R" (uftt —oF + eV I(uk), v — uF ), + e(O\F, @ (v) — &), > 0.
(2) Soit (u, A) un point selle du Lagrangien L. Etablir les inégalités suivantes :

1
2(AF =\ 0(u) — @(utt)) < ;(IIA’“ = Al = I = AR + pC2 | — 7 (12)

(uF =¥, u—uk+1)n+5 (VJ(uk)—VJ(u),u—ukH)n—i—e (A"=X, @(u) - @(uk“))m >0 (13)

M «
(VJ(W*) = VJ(u),u—u**h) < EIIH’“ —u" 2 — §(IIU’“ — ull? + ([T —u?) (14)
1 -1
S(EM = Dlfu — w2 4 S (i — )t uf2) +
c? k+1 2 € Kk 2 k+1 2 (5)
elp5 —alu —ulanrQ*p(IIA = Al = A" =AlR) =0
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(h) Déduire de la derniere inégalité de la question (g) que, si

1 20
O<5<Met0<p<@
alors :

. lim «* = u; la suite (\¥) est bornée et la suite (|| \¥ — \||,,) converge.
— 400
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Deuxieme partie

Controle des Systemes Linéaires
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Chapitre 4

Introduction a la théorie du controle

On considere un systeme (dynamique) dont 1’état est décrit par une fonction inconnue z dite
fonction (ou variable) d’état . Cette fonction dépend de variables réelles notées pour 1’instant
abstraitement ¢ et vérifie des relations (souvent différentielles) plus ou moins compliquées ap-
pelées lois d’état (ou lois de comportement). En théorie du contréle (ou commande) on veut agir
sur le systéme en agissant sur 1’état, via des fonctions qu’on appelle contréles (ou commandes).

4.1 Quelques exemples

4.1.1 Exemple 1. Economie

L’économie d’un pays est un systeme constitué d’une population (consommateurs - producteurs),
de compagnies, de bourses, etc. L’état de ce systeme est une collection importante de données
(salaires, profits, coits de production, taux d’inflation, chdmage etc.) On peut agir sur ce systeme
en agissant sur les taux, en débloquant des crédits etc. Ces systémes sont toutefois tres difficiles a
modéliser du fait de leur complexité. Nous en resterons donc la pour cet exemple. . .

4.1.2 Exemple 2. Stockage de I’eau dans un réservoir

On considere un réservoir dont le schéma est donné par la figure 4.1. Le flotteur régule le
niveau de I’eau. L’eau dans le réservoir est le systeme ; le controle est la position du flotteur.
L’état a chaque instant est un vecteur constitué par la hauteur de I’eau dans le réservoir h(t), le
débit d’entrée et le débit de sortie de I’eau.
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Entree

Flotteur

= 7| Sortie

Figure 4.1. Réservoir

4.1.3 Exemple 3. Stabilisation d’un véhicule

OO

0 p(t)
Figure 4.2. Véhicule

On considere un véhicule sur un rail. Il a deux moteurs, un a I’avant (pour accélérer) et I’autre
a D’arriere (pour freiner). A I'instant ¢ = 0, le véhicule est a la position pg, a la vitesse vg. On
veut que le véhicule s’arréte a 1’origine 0 (la vitesse y est donc nulle). Pour cela, il faut allumer les
moteurs au “bon moment”, d’une maniére correcte et si possible optimale (en mettant par exemple
le moins de temps possible et en consommant le moins d’énergie possible). Cet exemple peut
modéliser de facon tres simplifiée, une voiture lancée a 60 km/h qui doit s’arréter a un feu situé a
une certaine distance py.

Dans ce cas le systeme est le véhicule. La fonction d’état est donnée par le vecteur z(t) =

d
(p(t), —p(t)) (c’est-a-dire (position, vitesse)). L’état initial o = (pg, vo) est supposé connu. Le

contrdle u(t) est la force appliquée au véhicule, due a I’allumage des moteurs a I’instant ¢. Si

le moteur arriere s’allume la force est négative. La dynamique du systéme est donnée par la loi
2

fondamentale de la dynamique “force = masse x accélération”, qu’on peut écrire ici d—tf(t) =

u(t) (on normalise la masse supposée constante). On obtient
p(t) da 0 1 0
x(t) = [ %(t) ] , eta(t): { 0 0} x(t) + [ 1 ] u(t) .

L équation d’état est donc une équation différentielle dans R2. De plus, il y a des contraintes sur
u dues a la taille des moteurs et a la limitation de 1’accélération. Une hypothese mathématique
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raisonnable est que u est mesurable et bornée. Plus généralement, on choisira u dans un ensemble
de controles admissibles : U,;; on peut prendre par exemple : |u(t)| < 1, et/ou des fonctions
constantes par morceaux (ce qui correspond a des allumages successifs de chacun des deux mo-
teurs).

Si on integre 1’équation différentielle on obtient

%(t) = vo—i-/o u(s)tds
p(t) = p0+vot+/0 /0 u(o) do

L’ état dépend donc du controle via les intégrales ; on le note x(-) & x[u, zol(+).

Si on peut trouver un temps ¢; et une fonction u tels que x[u, zo](t1) = (0,0), on dit que u est
solution et que le systeme est contrélable ou commandable. Il peut y avoir aucune, plusieurs ou
méme une infinité de solutions.

Si on se fixe T" et qu’on peut trouver u tel que z[u, zo](T") = (0, 0), on dit que que le systeme
est controlable en un temps 7.

On peut également, pour un systeme contrdlable, chercher le temps le plus petit ¢* pour lequel
on peut trouver u tel que x[u, zo](t*) = (0, 0). On a alors affaire a un probleme de temps optimal.

Enfin, on peut imaginer que le mobile ne pourra pas atteindre 1’origine : on décide alors de
s’en rapprocher le plus possible et de formuler le probleme au sens des moindres carrés, de la
maniere suivante

Chercher un contréle u a temps fixé T" solution de

Jnin llu, 2o} (T)* = |lplu, o (T)]|* + II%[% zo)(T)]*

Nous avons alors affaire a un probleéme de controle optimal. On voit que la fonction a minimi-
ser dépend de la “variable” v par I’intermédiaire de la fonction d’état x. Cette dépendance a été
explicitée dans cet exemple. En général la dépendance reste implicite et on préfére alors exprimer
le probléme de controle comme un probleme a deux variables x et u en ajoutant une contrainte qui
n’est autre que 1’équation d’état.

Il y a bien siir beaucoup d’autres exemples. Le principe de base est qu’on peut agir sur I’état
d’un systeme grace a I’action d’un controle. La dynamique du systéme (c’est-a-dire la maniere
dont I’état change sous I’influence du contrdle) peut étre compliquée.

1l faut donc une modélisation raisonnable (c’est-a-dire qui décrit correctement et qui n’est pas
trop compliquée). On peut en outre faire intervenir des termes aléatoires et on obtient alors du
contrdle stochastique. Nous nous limiterons a des problemes de controle déterministe.
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4.2 Formulation mathématique d’un probleme de controle

4.2.1 Définitions

Soient les ensembles de fonctions suivants :

Up[0,T) ={u:R —RP | u estintégrable sur [0,77] },

U, = U Up[0,T7 ; (ensemble des controles).
T>0

Pour chaque ¢ > 0, on se donne un ensemble cible fermé, 7 (¢) C R™. En général on prend

T(t)={0}.
On suppose que 1’état du systeme x : [0, +00[— R™ est donné par une équation différentielle
ordinaire (EDO) de la forme

dx
= () = f(t.2(t), u(t)) sur] 0, +o0 4.2.1)
:C(to) = X0

On supposera que f vérifie les conditions du Théoreme de Cauchy-Lipschitz (Annexe A -
Théoreme A.3.1) de sorte qu’on puisse assurer I’existence d’une solution unique de (4.2.1) notée :

[u, zo](-)-

Un probléme de controle consiste en

— une classe de controles admissibles : U,; C U),

— une EDO de la forme (4.2.1) décrivant I’état du systeme
— une famille d’ensembles cibles : 7.

Définition 4.2.1 Soit zo dans R"™ ; si on peut trouver u € Uyq et t1 > 0 tels que x[u, xo](t1) €
T (t1), on dit que u envoie xq a la cible; x( est dit contrélable.

On peut alors se poser plusieurs questions :

— Trouver ’ensemble des états initiaux ¢y € R™ que ’on peut envoyer a la cible, c’est a dire
I’ensemble des états initiaux contr6lables. On a alors un probléme de controlabilité.

— Si on connait un état initial contrélable zy, un deuxieme probleme est un probleme de
synthése : trouver et décrire au moins un contrdle qui réalise la jonction de z( a la cible
et plus généralement décrire une méthode constructive de calcul d’un contréle pour un g
contrdlable donné.

Un contrdle qui dépend de I’état du systeme est un controle feedback.

— Quand il n’y a pas unicité du contrdle, on peut aussi chercher le “meilleur” relativement a
un critere (ou cofit) donné. C’est alors un probleéme de controle optimal.

En pratique, on se borne a I’étude sur un intervalle [0, 7'] avec un ensemble cible fixe 7.
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4.2.2 Controlabilité

On se donne un probleme de contrdle :

4.2.2)

7 donné.

et on veut décrire I’ensemble des états initiaux (ou de départ) x(0) = z( pour lesquels on peut
trouver un “bon” contrdle, c’est-a-dire un contrdle envoyant x a la cible.

Définition 4.2.2 L’ensemble controlable (ou commandable ) en un temps v est défini par
C(r) ={mo € R" | u € Uyq tel que x[u,zo](1) €T }. (4.2.3)
L’ensemble controlable est alors

C= U C(t)={zo € R" | Ju € Upyy,3r €[0,T] tels que x[u,xzol(T) €T }. (4.2.4)
7€[0,T

Remarquons que 1" peut étre infini : on a alors contrdlabilité en temps infini. Deux questions se
posent alors

— Décrire C

— Décrire les variations de C en fonction des variations de U,.

4.2.3 Observabilité

Bien souvent, 1’état d’un systéme n’est pas directement mesurable ou observable. On peut, par
exemple, mesurer plus facilement la pression d’un fluide que sa vitesse (qui elle méme induit le
gradient de pression). On introduit alors la notion d’équation de sortie

y=0C(x),

qui correspond en fait a I’observation de 1’état x. Un systeme dynamique sera décrit par 1’équation
d’état et par I’équation de sortie. On dit alors que le systeme est observable si on peut déterminer
de maniere unique I’état x a partir des mesures y sur I’intervalle de temps considéré.

4.2.4 Stabilité

La notion de stabilité est cruciale en automatique. Elle est tres liée a la contrdlabilité. Nous
donnons ici la définition et nous développerons cette notion par la suite.
Considérons un systeme dont la dynamique est décrite par 1’équation d’état (non controlée)
suivante :
dx
o =f(t2), 2(0) =o; (4.2.5)
une telle équation est dite aussi autonome . On appelle & le point d’équilibre de ce systeme (s’il
existe) ¢’est-a-dire T tel que f(¢,z) = 0 pour tout ¢.
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Définition 4.2.3 (Stabilité au sens de Lyapounov)
Le systeme (4.2.5) est stable au sens de Lyapounov si

Vto, Ve > 0,3n > 0 tel que ||z(ty) — Z|| <n =Vt >t |lz(t) —z| <e,
ou T est I’état d’équilibre du systeme.

Cela revient a dire qu’une petite perturbation de I’état d’équilibre, a chaque instant ¢y n’affecte
pas I’évolution vers cet état d’équilibre.

Définition 4.2.4 (Stabilité asymptotique )
Le systeme (4.2.5) est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov si
o il est stable
e da > 0 tel que
lx(to) — Z|| <= lim ||z(t) —z| =0.
t——4o00

Nous verrons qu’un grand probleme en automatique consiste a déterminer une loi de commande,
c’est-a-dire une loi donnant le contrdle en fonction de 1’état (réel ou observé), qui permette de
stabiliser le systeme.

4.2.5 Controle Optimal

On se donne a présent un systeme dont I’état est décrit par I’équation d’état suivante :

dt

{ 9y = a(),ut)) te]0,+oof, 2(0) = o, 426
u € Uyyg

L’équation (4.2.6) a une solution supposée unique (cf Théoreme de Cauchy-Lipschitz A.3.1) notée
x[u, zo|(+). Désormais on fixe z.

On se donne alors une fonctionnelle cotit J (ou objectif), et on cherche une fonction de contréle
qui rend minimale cette fonctionnelle. On choisit J par exemple de la forme

T
J(x,u) = /0 O(x(t),u(t)) dt,

et on cherche a résoudre

min J(z,u)
(P) x = x[u, z0](-) Equation d’état
u € Uyqg CU, Contraintes sur le controle .

oul > 0.
Deux questions se posent alors
— Prouver I’existence d’un controle optimal
— Trouver un moyen de le calculer. Pour cela, on va écrire des conditions d’optimalité.
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4.2.6 Boucle ouverte / Boucle fermée

Nous alllons voir qu’on peut avoir deux types de stratégies pour controler (ou commander) un
systeme dynamique.

1. La premiere est une stratégie dite en boucle ouverte.
On considere un systéme donné par son équation d’état et un ensemble de contrdles. On
cherche un contrble qui stabilise le systéme ou un contrdle optimal (ou tout autre type de
contrdle) qui ne dépend pas a priori de I’état du systeéme a un moment quelconque. Ce type
de stratégie peut se résumer par le schéma suivant :

Entrée : u Sortie : z

_ Equation d’état —

Figure 4.3. : Commande en boucle ouverte

2. La deuxieme stratégie dite en boucle fermée.
On considere toujours un systéme donné par son équation d’état et un ensemble de contrdles.
On applique le contr6le au systeme. L’ équation d’état retourne une fonction d’état (controlée).
On introduit alors une loi de commande qui permet d’exprimer la fonction de contrdle
précisément en fonction de cet état. L’état du systeme est pris en compte a chaque instant
pour déterminer “en temps réel” la commande. Le contrdle est alors appelé controle feed-
back. Cette stratégie est schématisée par la figure suivante.

Entrée: u . i z Loi de commande| Sortie
Equation d’état > >
u= F(z)

A4

A

Figure 4.4. : Commande en boucle fermée

Il arrive souvent (nous le soulignerons au moment voulu) qu’une stratégie a priori en boucle ou-
verte donne un contrdle que 1’on peut expliciter en fonction de I’état : nous retrouvons alors un
controle feedback.



112 CHAPITRE 4. INTRODUCTION A LA THEORIE DU CONTROLE

4.3 Encore quelques exemples...

4.3.1 Stabilisation d’un véhicule

Reprenons I’exemple 3 de la premiére section, en changeant un peu les notations. La dyna-
mique du systéme est décrite par

P (1) = a(t), p(0) =0
g , 4.3.1)
= ) =ul(t), ¢(0) = a0

avec Uyg = { wintégrable | —1 <u <1},

Controlabilité

Le but est de trouver un instant 7" tel que (p(7),q(T")) = (p*,0), et un contrdle ad-hoc. Ici
to=0et7 =T(T)={(p*0) } avec p* > 0.
Pour simplifier les calculs, supposons que nous cherchons un contrdle bang-bang c’est-a-dire

u = 1 sur [0, ¢1]( on commence par accélérer),

u = —1 sur [t1, T]( on freine ensuite) .

Les inconnues sont donc ¢1 et 7'. On peut alors calculer explicitement la solution x(¢) = (p(¢), q(t))
de (4.3.1).

a(t) = g0 + v(t) etp(t) = got + /0 o(s) ds

avec
t sit e |0,t]

v(t)Z/O u(s)ds={ o —t site [t T].

On veut p(T") = p* et q(T') = 0 avec ¢; < T'; on obtient
qT)=q+v(T)=q+2t-T =0.

D’autre part

T 72
p(T):qOT+/ U(t)dt:qu_7+2Tt1—t2:p*‘
0

Comme T = qg + 2ty et t; < T, il faut finalement résoudre 1’équation suivante
2

t2 4 2qoty + %0 —p* =0 avec0<t; <T (c’est-a-dire g +t; > 0).
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2
2 @

Le discriminant réduit est égal + p*. Il est donc positif (puisque nous avons supposé p* > 0)

et on obtient alors a priori deux solutions :

4% 4
=gt \prty et m=—lat\p
Pour que 7 soit solution il faut que
@
W< \p+ =0,

c’est-a-dire |g,| < /2p*. La vitesse de départ doit étre positive et méme supérieure a /2 p*.
Remarquons au passage que si ¢qg = 0 (le véhicule est a 1’arrét), ¢; sera solution si p* = 0,
c’est-a-dire dans le cas ou le véhicule est déja ot il doit étre (et ne démarre pas) .

Controle optimal
On va définir une fonctionnelle colit griace aux criteéres suivants :

T
— le processus doit étre fini en temps “raisonnable” ; on va donc minimiser 7' = / dt.
0

— D’énergie cinétique autorisée doit &tre limitée pour étre slir qu’on ne cassera pas les moteurs.
Cette énergie est donnée par

T
E, :/ q(t)? dt .
0

— la dépense de carburant doit étre aussi raisonnable ; en supposant qu’elle est proportionnelle
a la force, nous avons

T
D :/0 fu(t)| dt .

Nous allons rassembler toutes ces informations dans une fonctionnelle en attribuant a chaque terme
un poids différent selon qu’on privilégie I’une des trois options. On obtient

T
J@ﬂ&ﬂUZA(M+Aw@V+&meﬁ,

3
avec \; > 0, i =1,2,3 fixés et Z A; = 1. On cherche ensuite a résoudre le probleme
i=1

min J(p,q,u,T)
(P) (p, q) = (p[u], q[u]) est solution de 1’équation d’état (4.3.1),
u €Uy, T >0.
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4.3.2 Rendez-vous spatial

Cet exemple est inspiré par [12]. On considere une station orbitale dont la trajectoire est sup-
posée circulaire (au voisinage de la Terre) et dont le vecteur position est 7; (dans un repére ayant
pour origine le centre de la Terre). On veut amarrer a cette station une navette (dont le vecteur
position est 75) par I’action de moteurs dont la poussée est . Les lois de la mécanique s’écrivent :

d?r B 71
a -k 3
275 Ty,
= = gt
dt? H 3

La position relative des deux objets est donnée par R = 75 — 7} dont les composantes sont
(x1, 22, 23)t. La commande correspond a la poussée des moteurs 4 = (u1,usz,u3)’ et ’état du
. = dR
systéme est décrit par (R, E)
Comme R est petit par rapport a 71, on peut linéariser ces équations et les projeter sur le repére
de Frénet associé a la station (origine : la station, axes radial (selon 77) et tangentiel (perpendicu-

laire & 71)). Le mouvement dans le plan de 1’orbite s’écrit alors

dX
8% _AX+BU, 4.3.2)
dt
avec
1 0 1 0 O 00
/ 2
i | wm | Bw 0 0 2w |10
X=1a | U[UQ}’ A= % 0 0o 1] BT oo
o} 0 —2w 0 0 01
_ . s S oo dx
Ici la notation =" désigne la dérivée par rapport a ¢ : 2/(t) = —(¢).

Le mouvement perpendiculaire au plan de 1’orbite (avec x3) vérifie une équation du type (4.3.2)

avec
X T3 U | 0 1 B 0

Dans ce cas particulier le parametre w correspond a la période de révolution T' = %” de la station.
On peut alors se poser les mémes questions que dans I’exemple précédent.

Controlabilité

Peut-on trouver un contréle U pour que les deux objets se rencontrent (sans se percuter) c’est-
a-dire pour que 1’état du systeme soit amené a 0 ?

La question qui se pose a priori est celle du rendez-vous en un temps fini. On peut aussi exiger
que le rendez-vous ait lieu en un temps 7" donné. On a alors affaire 2 un probleme de contrdlabilité
en temps 7.
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Temps minimum

Supposons que le systeéme soit contrdlable, c’est-a-dire que le rendez-vous a lieu en temps fini
sous I’effet d’un contrdle. On peut exiger que le temps mis pour obtenir la rencontre soit minimal.
Un critere envisageable est le suivant :

T
S(U) = / 1 ds
0
sous la contrainte d’état explicitée précédemment.

Consommation minimum

On peut aussi demander, non pas que le temps soit le plus court possible mais que la consom-
mation de la navette soit la moins cofiteuse possible. On peut alors minimiser un critére représentant
la dépense d’énergie de la navette, qui est fonction de la poussée des moteurs U :

T
Iy (U) = /0 (U ds,

toujours sous la contrainte d’état précédente.
Enfin on peut minimiser toute combinaison pondérée de ces deux fonctionnelles, de facon a
obtenir un “bon” compromis en un gain de temps et une dépense d’énergie raisonnable.

[Exercices/exemples]

Pour les exercices 1 a 3 donner une interprétation des mots systéme, état et contrdle. Décrire
un ensemble de contraintes et d’états a atteindre raisonnable.

1. Le systeme de chauffage et de régulation thermique d’une maison.

2. Un avion avec un moteur, des ailerons a 1’arriere des ailes, des élévateurs horizontaux et
un stabilisateur vertical a I’arriere. Le pilote fournit des impulsions par le moteur et a le
contrOle des ailerons, des élévateurs et du stabilisateur.

3. Une tumeur dans le corps humain. Elle se “nourrit” via le systeéme sanguin. Elle est attaquée
(et controlée) par des radiations et des médicaments véhiculés par le sang.

(Indication : I’état pourrait étre décrit par la masse, la densité ou le volume de la tumeur et
son taux de croissance ou de réduction.)

4. Un modeéle de péche optimale.
La population z(t) ( mesurée par exemple par sa masse en tonnes) d’une espéce donnée de
poissons est supposée croitre continuement en 1’absence de péche, suivant la loi suivante :

dx T | def
E—raz(l—?) = F(z),
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ou la constante r > 0 est le taux de croissance et la constante K est la capacité d’absorption

d
de I’environnement, (si z(t) > K, d—f < 0).

Si on introduit une fonction “taux de péche” h(t) ( en tonne par unité de temps par exemple),
I’évolution du systeme est donnée par :

d

di; = F(z) - h(t), 2(0) = zo .

Ici h(t) est le controle. On peut supposer que h(t) est de la forme h(t) = E(t)z(t) ou E(t)
est une moyenne entre 1’effort des pécheurs et les conditions de péche.

Montrer que si

h(t) = E x(t), ou Eestconstanteet(0) < E < r, (1)

alors le systeme atteint un état d’équilibre en x1 = —(r — E).
r

Ainsi on peut maintenir la population en x; en appliquant le taux de péche ¥ = Fx; =

KE(1— %.

Montrer aussi que toute solution x(t; g, h(.)) converge vers 1 quand ¢ tend vers +oco (sous
I’hypothese (1)).
Une fonctionnelle coiit pour ce modele est donnée par

+oo
Clh()] = /0 e [p — e(a(t)) (b)) h(t) dt @)

ou p est le prix de vente (supposé constant ! !) du poisson par unité de masse et c(z(t)) est
le prix de revient de la prise d’une unité de masse de poisson quand la population est ().

La constante § est un taux de réduction di aux cofits de stockage, etc.



Chapitre 5

Controle optimal a horizon fini

Nous allons étudier dans ce chapitre le cas de problémes de contrdle optimal “simples”. En
effet nous supposerons que I’équation d’état est une équation différentielle ordinaire (EDO)
linéaire et que le coiit est une fonctionnelle quadratique. Ce choix n’est toutefois pas trés
restrictif car de nombreux problemes de contrdle optimal sont issus d’une minimisation au sens
des moindres carrés et la fonctionnelle qui apparait alors “naturellement” est quadratique.

5.1 Présentation du probleme - Théoremes d’existence

5.1.1 L’équation d’état

On considere un systéme défini par 1’équation d’état (linéaire suivante) :

d
d;: = Ax(t)+ Bo(t) + f(t), sur]0,T], (5.1.1)
z(0) = x.

— T est un réel positif fixé et f € L?(0,7)™. On dit qu’on travaille 2 horizon fini.
— Le contrdle v : [0,7] — RP appartient a un sous-ensemble U, convexe et fermé de I’espace
des contrdles : L2(0,T)P. On peut choisir par exemple

U={veL*0,T)" | v(s) €U pour presque tout s de [0, 7] } (5.1.2)

ou U est un convexe fermé de R?.
On munit I’ensemble des contrdles de la norme usuelle de L?(0, T)?

ol = [ ||v<t>||,%}é

— La fonction d’état x = (x1,...,xy,) est a valeurs dans R” et la donnée initiale z( est dans
R™,

117
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— A est une matrice (réelle) carrée n x n. Pour simplifier on la suppose constante (c’est-a-dire
ne dépendant pas de la variable t).
De la méme maniere B est une matrice réelle p x n constante.

Remarque 5.1.1 Le systeme précédent est en réalité un systeme d’équations différentielles. On
rappelle que toute équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants peut se rame-
ner a un systeme différentiel d’ordre 1 de n équations a n inconnues.

On n’a aucune information sur la valeur finale x(T') et on ne désire pas lui donner de valeur
particuliére (0 par exemple). On n’a donc pas affaire a un probléme de contrélabilité.

Commencons par rappeler un résultat sur les EDO linéaires.

Proposition 5.1.1 Le systéme (5.1.1) a une solution unique x = z[v]. De plus I’application v —
x[v] est affine, continue de L?(0,T;RP) dans L>(0, T; R™).

Démonstration - L’existence et I’unicité de la solution de (5.1.1) découlent des résultats généraux
sur les EDO linéaires (voir Annexe A).

Montrons que v — x[v] est affine. Soit z° = x[0] la solution de 1’équation (5.1.1) correspondant
av=0:

d o
dixt = Axz°(t)+ f(t), sur]0,T7,
z°(0) = =xzo.

et zz7[v] la solution de 'EDO homogene :
C%H = Axy(t)+Bu, sur]0, TY,
xzg(0) = 0.

Il est clair que ’application v — zp7[v] est linéaire. Comme z[v] = xp[v] 4+ z°, le résultat suit.
Pour montrer la continuité il suffit de montrer la continuité de 1’application de L?(0,T)P dans
L?(0, T)™ qui a v associe x 7 [v]. Cette solution peut s’écrire

zh[v](t) = /0 eA=%) Bu(s) ds .

Comme ||| e4t ||| < elll Al < el AT pour toute norme matricielle ||| - ||| induite on obtient

T
lza 0] (®)[|n < 41T B |||/O [o(s)llp ds
c’est-a-dire d’une part
z[v]all 20,r:rm) < \/THxH[U]HLOO(O,T;R") < Cllvllpeo(o,rire) > siv € L7(0,T;RP)
et d’autre part par I’inégalité de Cauchy-Schwarz

lza V]|l e 0,r5rm) < Cllvllp2(0,rre) -
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Remarque 5.1.2 La proposition précédente montre que x[v] € L*(0,T;R™) lorsqu’on choisit
v € L?(0,T;RP). En fait on peut montrer “mieux”, a savoir que x[v] est toujours continu (méme
si v ne lest pas ).

Pour alléger les notations on écrira désormais z(t,v) = z[v](t) : la quantité x est fonction de
la variable ¢ et dépend aussi du parametre v. On notera

X={zeL?0,T)" | 2(0)=x}

Pespace d’état, c’est-a-dire I’espace (affine) auquel appartient la fonction d’état x[v] solution de
I’EDO, quand v appartient a /. C’est une espace vectoriel si xg = 0.
On se donne, a présent une fonction cofit (ou critere) quadratique de la forme suivante

1 T
Ty = 5 [ @0 = 20.Q0 ~ 20),, i
+(@(T) = 2a(T), D (z(T) — 2z4(T))),, (5.1.3)
T
+;A (v(t), Ro(t)), dt,

ou R est une matrice p x p définie positive, () et D sont des matrices n X n semi-définies positives,
et symétriques. (-,-), désigne le produit scalaire de R™ : (x(t), 2(t)),, = x(t)'2(t) . On pose
ensuite

J(v) = J(z[v],v) . (5.1.4)

Remarque 5.1.3 La fonctionnelle J est définie sur I’ensemble U C L*(0,T)P. En pratique, v (et
donc x) sera une fonction continue et il n’y aura pas de probleme pour définir J.

J est une norme et il est facile de voir que J ainsi définie est continue.

Les termes “intégraux” de J sont des termes distribués, qui agissent sur tout 'intervalle [0, T ;
le troisieme terme est une terme d’observation finale, au temps T'.

5.1.2 Le probleme de controle optimal

Nous allons considérer le probleme d’optimisation suivant

P) { min J(v) = J(xz(v),v)

veEU.

Le probleme (P) comporte une contrainte implicite qui est I’équation d’état. On peut le formuler
de maniere équivalente en faisant apparaitre 1’équation d’état comme une contrainte explicite.

min J(x,v)

(P) 9 _ Ax(t) + Bo) + £(t), sur]0,T[, 2(0) = o
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Définition 5.1.1 Un contréle u solution du probleme de minimisation précédent s’appelle un
controle optimal pour le critere J (et le point xg).

On peut choisir le contrdle u “a I’avance”, c’est-a-dire choisir une fonction v qui servira de
controle sur [0, 7 et le systeme est alors en boucle ouverte , ou bien choisir une application fixe
® telle que pour tout ¢ de [0, 7], ®(t) € L(R™,R™) et utiliser la sortie x(t) pour construire un
controle de la forme ®(t)x(t) : le systeme est alors en boucle fermée et le controle est feedback.
Divers types de controle

Siu(t) € R (p = 1), le systeme est dit a simple commande ; si p > 1 le systeéme est dit &
commandes multiples .

5.1.3 Exemples
Fonctionnelle avec observation distribuée

Choisissons D = O (matrice nulle) : il n’y a pas d’observation finale ;

T T
I0) =5 [ @l = 200, Qalt.0) = s de+ 5 [ (0. Ro), .

Lorsque Q = I,, (matrice identité¢ d’ordre n) et R = ), avec a > 0, on retrouve 1’expression
classique d’une fonctionnelle d’énergie :

T o T
7@ =5 [ latto) =zl at+ G [l .

Fonctionnelle avec observation finale

On choisit cette fois ) = 0 :

1

T
J(v) = 2/0 (v(t), Ru(t)), dt + (x(T,v) = 24(T), D (x(T,v) — 24(T))),, -

Sionprend D = I, et R = o}, avec o > 0, on obtient
1 9 a [T 9
J(v) = S lla(T,v) = 2a(T)ll5, dt + 5 ; [v(@)]]; dt -

5.1.4 Etude de la fonction coiit
Commencons par une définition
Définition 5.1.2 J définie est dite A-convexe si on peut trouver A > 0 tel que

u—I—v)S}
2 2

T (Tw) + T ()~ u ol
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Théoreme 5.1.1 Lafonctionnelle J définie par (5.1.3) et (5.1.4) est A-convexe, strictement convexe
et coercive.

Démonstration - J est convexe.

Il est clair que J est convexe car les matrices ont été choisies semi-définies positives. D’autre part,
v — z[v] est affine. Par composition .J est convexe.

J est coercive.

La matrice R est définie positive. Soit 5 > 0 sa plus petite valeur propre. On a donc pour presque
tout ¢ dans [0, 7]

(u(t), Ro(t)), = Bllo@)ll; .

T T
3| @R, =5 [k

Par conséquent

g

T = Sl

ce qui entraine la coercivité de J,i.e. lim J(v) = +oo.
[[0]jeg—+o00
J est A-convexe.
u—+v

Soient u et v dans U et posons w = 7

T
J(w):/o (@(t,w)=za(t), Q [2(t, w) = 24(1)]),, dt + (2(T, w) =24(T), D [2(T, w) = 2a(T)]),,

T
+;/0 (w(t), Rw(t)),dt .

On sait que v — x[v] est affine, ¢’est-a-dire , en posant zg = z[0], z[v] = zg[v] + zp ou z 7 est
linéaire. Pour tout ¢ fixé on obtient :

z(t,w) — z4(t) = zp(t,w) — z4(t) + 20(t)

= 2320 ) 4zt

z(t,u) + x(t,v)

= 5 —zq(t) .

Par conséquent, pour tout £ et pour toute matrice P

o(t) = (x(t, u) —2}—33(15, v) Zd(t)>tp <x(t, u) +z(t,v) Zd(t)> '




122 CHAPITRE 5. CONTROLE OPTIMAL A HORIZON FINI

Pour rendre la démonstration plus lisible, on utilise la notation matricielle (¢, ¢),, = &' ¢ pour tous
def

&, (deR", etonaposé o(t) = (x(t,w) — zq(t))! P (x(t,w) — z4(t)). Nous obtenons

1

o(t) = (@t w) = zalt) + 2(t,v) = 24(t)" P (2(t,v) = za(t) + 2(t,0) = za(t))
= 2(tu) — 2a(0)P (ot 0) — 2alt)) + (0, v) — 2a(t) P (a(t,v) — 2al)
+ %($(t, v) — zg(t)' P (x(t,u) — z4(t)) .
Par conséquent
o(t) — 5l ) — za(t)' P (e(t,w) — 2ult)) — 3 (a(t,0) — 2a(t))" P ((t,0) — 2a(t))
= —%(x(t,u) — za(t))" P (z(t,u) — za(t)) — 4 (2(t,v) — za(t))" P (x(t,v) — za(t))

<0,
c’est-a-dire o(t) < 0. En intégrant et en remarquant que

— 4 (u(t) — v(), R (w(t) — o(e)), < M=ol

on obtient I’inégalité voulue :

J(w) = J <“"2“’> < 3T+ 2(0) = Sl — ol

Enfin la A-convexité entraine la stricte convexité. U
Théoreme 5.1.2 La fonctionnelle J définie par (5.1.3) est Gateaux-différentiable sur U.
Démonstration - On rappelle que J est Gateaux-différentiable en v € U si

Yw e L?(0,T;RP)  lim v+ tw) = J(v) = J'(v) - w=(J'(v),w) ,
t—0+ t

olt w — J'(v) - w est linéaire.
Soit v € U. Montrons tout d’abord que J est Gateaux-différentiable en v et on conclura par
composition : en effet

To0) 0 = Ty ) @(0),0) (@ (0) - w,w)

Comme v — z(v) est affine, 2/ (v) - w = z(w) — 2(0) = xg(w).
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Soit w € L?*(0,T;RP) et z dans I’espace d’état associé. Comme I’expression de J est
“symétrique” en v et en x on ne calcule la Gateaux-dérivée que pour le terme en v.

J tw) — J
Le terme correspondant dans (@ + 72,0+ tw) (,0) est
-

T T
% [/0 (v(t) + Tw(t), Ru(t) + Tw(t)), dt—/o (v(t), Ro(1)), dt]

:;TPtzxmme@%d#HJAT@ﬁLRw@%d%.

Le passage a la limite quand 7 tend vers 0 donne donc

T
A(MﬂRw@%dt

Un calcul analogue permet d’établir la Gateaux-dérivée de 7 en (x, v).
T

Tl 0)zrw) = [ [@l0)-20(0. Q2(0),, + (wlt), Ru(?)) | det(w(D) =), D D), 619

0

On peut alors en déduire la Gateaux-dérivée de J en v dans la direction w.

T
J (0w = /0 [(@lv](8) — za(D), Q(w(t, w) =2 {0](1))),, + (v(t), Rw(®)), ] dt
+ (@[o] (T) = 2a(T), D(alw](T) ~a[0)(T)))

n-

En particulier pour w = u — v on obtient

T
J(0)(u—v) = /0 [(2lo)(5)—2a(t), Qalul(t) 0] (), + (v(t), Ru(t) — v(1)),] di
o+ (@[o)(T) = 2a(T), D(alu](T) ~a[v](T)))

n:

0
Pour éviter les confusions, nous adoptons volontairement deux notations pour désigner la
dérivation : la notation J' désigne la Gateaux-dérivée de la fonctionnelle .J (par rapport a une

fonction x ou v donc) et la notation m désigne la dérivée usuelle de la fonction x par rapport a la
variable .

5.1.5 Existence et unicité de la solution de (P)

Théoreme 5.1.3 Le probléme (P) admet une solution unique.
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Démonstration - C’est un résultat classique d’existence dans les espaces de Hilbert car J est
convexe, continue et coercive et U est (convexe) fermé. L'unicité provient de la stricte convexité
de J et de la convexité de U.

On peut toutefois donner une démonstration directe. Comme J est positive, m = in{{ J(v) > 0.
ve

Soit v,, une suite minimisante :
vy, €EUet J(vy) — m .

Gréce la A-convexité, on a

Up, + Vg

J(2

1 A
) < 3 [J(vn) + J(vg)] — g”vn — vgllZy -
D’ou
g”vn — vyl < B [J(vn) + J(vg)] —m,

et par passage a la limite on voit que (v,,) est une suite de Cauchy. L’espace des contrdles étant un
espace de Hilbert, cette suite converge vers une limite v (dans U, car U est fermé). De plus J est
continue : on a donc bien J(v) = m.

Supposons qu’on ait deux solutions u et v de (P). L’inégalité de A-convexité donne encore :

0< Sl < 3 170) + J)] —m =0

N

Par conséquent, la solution est unique. g

5.2 Conditions d’optimalité

Nous savons maintenant que le probleme (P) admet une solution unique v. On notera £ =
x(v) I’état associé. On sait également que J est Giteaux-différentiable. Par conséquent, nous
avons la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre (3.2.1) démontrée dans le chapitre 3 -
section 3.2 .

Yvel J'(0)(v—0)>0.

Nous savons d’autre part que cette condition est nécessaire et suffisante car J est convexe (ainsi
que U).

5.2.1 Un exemple.

Avant de calculer J'()(v — ©) dans le cas général, commengons par un cas simple : n = p =
1, =1, D =0¢et R =« > 0. Dans ce cas x et v sont des fonctions scalaires a valeurs dans
R. La fonction cofit s’écrit alors

1

T a T
@) =3 [ e - zaoP @+ § [ poPar,

ol x, est solution de ’EDO

dr
E(t) =axz(t)+bu(t) dans]0,T[etz(0) =0.
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Supposons de plus qu’il n’y a pas de contraintes sur le contrdle : &/ = L?(0,T); une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité est alors

J'(®) =0,

ot ¥ est la solution du probléme de contrdle optimal. Cela donne, pour tout v € L2(0,T) :

T T
| 10~ zatefen®) ~ 2@ dt +a [ olive - o) de =0,
0 0

ol T = z5. Introduisons une variable auxiliaire solution de 1’équation (dite adjointe) suivante :
dp
—dit’(t) = ap(t) + Z(t) — 2q(t) dans]0, T[etp(T) = 0.

Par intégration par parties, nous obtenons

T
| o +ane)o - sl o,

c’est-a-dire bp(t) + «v(t) = 0. Finalement la solution optimale est caractérisée par le systeme
d’optimalité suivant :

dx _ _ -
dit_( ) =az(t)+ bo(t) dans |0, T[etz(0) =0,

_%( ) =ap(t) + z(t) — z(t) dans]0,T et p(T) =0,

.

c’est-a-dire
dz _ v .
— () =az(t) — —p(t) dans]0,T[etz(0) =0,
gé « (5.2.1)
|~ 21) = #(0) + aplt) — 24(t) dans )0, T[et5(T) = 0.

5.2.2 Cas général.

Calculons maintenant J'(v)(v — ) :

T
J(0)(v—0) = /0 [(f(t) — 2a(t), Q(z(t) — z(1))),, + (0(t), R (v(t) — (1)), | dt
+(@(T) = 2(T), D (x(T) — 2(T)))

ou on a posé = x(v). Les différentes matrices sont symétriques, donc

n

g r —
J’(’I_})(’U - ’l_)) _ /0 <Q (ZL'(t) - Zd(t)), ZL‘(t) — l‘(t)>n dt (a)
) = (5.2.2)

+ (1T7 (@(T) — za(T)), 2(T) — 2(T))
+/0 (Ro(t), v(t) —0(t)), dt . (b)

n
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On va transformer cette expression par intégration par parties, pour se ramener a des données
“connues”. Par exemple, on ne connait pas x(7") mais 2:(0) grace a I’équation d’état. Tout d’abord
définissons 1’état adjoint de la maniere suivante : p est la solution de ’'EDO (rétrograde) dite

équation adjointe
Pty = —atp0) - Q@(0) — 2alt), sur]0, 7] 52
PT) = D)~ 2l

olt A* désigne la matrice transposée de A. L’équation (5.2.2) devient
T dﬁ
re-0 = [ [(-apat) -a), - (Fa.e0 -2 | a
0 n

T
+/ (Ro(t),v(t) — @(t)>p dt
0
+ (1), 2(T) — z(T)),, -
Intégrons par parties le terme (a) de (5.2.2) :

T T T
— [p(T),2(T) ~ 2(T)), ~ ((0)2(0) ~ 2(0), ] - [ (3. G0 - o)) ar
T T x
= (1) o(T) ~ 2T, - [ (50 0 - G )

T
— (B(T), 2(T) — #(T)), — /0 (), A(x(t) — 2(t)) + B(o(t) — 0(8)), dt

(a) se réduit donc a :

T T
/ (), Blo(t) — 0(t)), di = / (B'p(t), v(t) — o(t)), dt
0 0

Finalement .
T (@) — 7) = / (B'p+ Ro(t), v(t) — (1)), dt > 0. (5.2.4)
0

On obtient donc le théoréme suivant :

Théoreme 5.2.1 La solution v du probléme (P) est caractérisée par les conditions d’optimalité
du premier ordre suivantes :

(dT
dt
dp
dit? (t)=—A"p(t)—Q (Z(t) —24(t)) sur |0, T[, p(T) = D(z(T)—24(T)) : Equation adjointe

(t)=Az(t)+ Bo(t)+ f(t) sur]0,T[, (0) = zo : Equation d’état

T
Yo el / (B'p(t) + Ro(t),v(t) — @(t)}p dt >0.
0



5.3. CAS SANS CONTRAINTES SUR LE CONTROLE : EQUATION DE RICATTI 127

5.2.3 Cas particulier fondamental

On se place dans le cas ou
U={veL*0,T)" | v(t) € U presque partout }
et ou U est un convexe fermé de RP. Alors la relation (5.2.4) est équivalente a
VoeU, ppt€[0,T) (B'p+Ru(t),v—1o(t)), 20. (5.2.5)

On définit alors le Hamiltonien du systéme sur par H : R” x R? x R" x [0,7] — R

1 1
H(z,0,p,8) = 5 (o = 20,Q (v — z0)), + 5 (0, Rv), + (p, Az + Bv), . (526)

(zq € R™). Larelation (5.2.5) est équivalente a
Yo e U, pp.t€[0,T] Hy(Z(t),o(t),p(t),t)(v —o(t)) > 0.

Autrement dit, pour presque tout ¢ dans [0,T], le Hamiltonien est minimisé pour v = v(t).

5.3 Cas sans contraintes sur le controle : équation de Ricatti
Détaillons ce que deviennent les conditions d’optimalité quand il n’y a pas de contrainte sur le
contrdle : U = L?(0,T)? (ou U = RP).
Dans ce cas (5.2.5) nous donne

o(t) = —R™! B'p(t) presque partout .

On peut remarquer que le contrdle ne dépend que de la sortie & via p : c’est donc un controle
feedback. Les conditions d’optimalité se réduisent a

%(t) = AZ(t) — BR™' B'p(t) + f(t) sur]0, T[, Z(0) = zo
p (5.3.1)
%(t) = —A'p(t) — Q (2(t) — z4(t)) sur 0, T[, p(T) = D (Z(T) — 24(T)) .

On va simplifier encore ces équations pour obtenir plus précisément le résultat suivant :

Théoreme 5.3.1 On se place dans le cas sans contraintes sur le controle (U = RP) et on suppose
enoutre que f =0 et zg = 0.

Alors, il existe une unique matrice P(t), n x n, C! sur [0, T], telle que la solution v du probleme
(P), I’état optimal associé T et I’état adjoint p vérifient les relations suivantes :

o(t) = —R7'B'%(t),  p(t) = P(t)z(t) Vte [0,1]. (5.3.2)
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La matrice P est 'unique solution de I’équation différentielle suivante, appelée équation de Ri-

catti :
dP

dt

De plus, pour tout t € [0, T la matrice P(t) est symétrique semi-définie positive, et elle est définie
positive si D [’est.

=-A'P-PA+PBR 'B'P—-Qsur[0,T), P(T)=D. (5.3.3)

Démonstration - Dans le cas ou f = 0 et z; = 0 les conditions d’optimalité (5.3.1) deviennent

%(t) = AZ(t) — BR™' B'p(t) sur |0, T[, (0) = xo
p (5.3.4)
%@) =—A"p(t) —Qz(t)sur|0,T[, p(T) = Dz(T) .

La solution (Z,p) de (5.3.4) dépend linéairement de x( : en effet £ dépend linéairement de x(
et p dépend linéairement de . Comme on est en dimension finie on peut donc écrire, pour tout
tel0,1]:

Ht) = X(B)xo,  p(t) =TI(t) 2o .

ot X et IT sont deux applications C* de [0, 7] dans ’ensemble des matrices n x n. D’autre part
X(0) = I,.

Montrons que X (¢) est inversible pour tout ¢ € [0, T']. Pour cela, on va montrer que le noyau
de X (t) est réduit a {0}, pour tout ¢. Soit donc t* (quelconque) de [0, 7] et z* € ker X (¢*) c’est-
a-dire X (¢t*) z* = 0.

Soitt € [0,T — t*[ et (x, p) définis par :

z(t) = X(t+t")a™ et p(t) =t +t*)z™.

On vérifie que (x, p) est solution du systeme (5.3.4) avec T' — t* a la place de T et 0 a la place de
x*. Or le systéme (5.3.4) qui est linéaire admet aussi (0,0) comme solution. D’aprés I’unicité de
la solution, on en déduit que = = 0 et par conséquent z* = 0. On a donc prouvé que la matrice
X (t) est inversible pour tout ¢ € [0,T].

On peut donc écrire zg = X ~*(t) Z(¢) pour tout ¢ et

p(t) = TI(t) zo = II(t) X *(t)Z(1) .

Posons P(t) = II(t) X 1(t) . P est de classe C! et on peut écrire la deuxieme équation de (5.3.4)
de la maniere suivante :

%(t) =—A"P(t)z(t) — Qz(t) sur]0,T [, p(T) = Dz(T) .
Comme
dp dP _ dx dP - ) - -
I]:(t) = -0 a(t) + P(t) —-(t) = —- () 2(t) + P(t) [Az(t) - BR™' B'p(t)]
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on obtient

(Cil];(t) +P{t)A—P(t)BR™! BtP(t)> 2(t) = — (A" P(t) - Q) (1)

¢’est-a-dire pour tout t € [0, 7]

dP
<dt(t) +P(t)A—P(t)BR'B'P(t) + A" P(t) — Q> z(t)=0.
D’autre part, cette relation est vraie quel que soit le choix de z¢. Comme Z(t) décrit R™ lorsque
x décrit R™, on obtient I’équation de Ricatti annoncée. La condition finale est donnée par

p(T) = Dx(T) = P(T)z(T)

qui entraine P(T') = D.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz (cf Annexe A.) appliqué a I’équation de Ricatti montre que
celle-ci a une solution unique. Comme P* est aussi solution de cette équation, on déduit par unicité
que P(t) est symétrique.

Il reste a montrer la positivité de P. Pour cela, nous remarquons que

& w00, = (G000 + (0. 510))
= (Az(t) - BR™ ' B'p(t),p(t)), — (z(t), A" p(t) + QZ(t))
= (BT B50).5(0), ~ ((1),Q71),,

n

n

En intégrant entre ¢ et 17" on obtient

T T
(z(t), p(t)),, = (D2(T), 2(T)),, +/t (R™'B'p(s),p(s)),, ds +/t (Q(s), 7(s)),, ds

c’est-a-dire
(2(t), P(O)2(1)),, > (DE(T),&(T)), > 0.

Comme Z(t) décrit décrit R™ lorsque x( décrit R™, on obtient la positivité de P(t) (définie si D
I’est aussi).

5.4 Formulation en termes de Lagrangien

On reprend la formulation du probléme, ou 1’équation d’état apparait comme une contrainte
explicite :

min J(z,v)

— =Ax(t)+ Bo(t)+ f(t), sur [0,T], z(0) = =g
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Définissons le Lagrangien associé au probleme :

dx

T
L(z,v,q) =T (z,v) +/0 <q(t) , a(t) —Ax(t)— Bo(t) — f(t) > dt . (5.4.1)

Donnons d’abord quelques propriétés du Lagrangien :

Proposition 5.4.1 L est convexe par rapport a (x,v) et linéaire par rapport a q. De plus, L est
Gdteaux-différentiable.

Démonstration - La convexité par rapport a (z, v) est immédiate car I’équation d’état est linéaire.
La linéarité par rapport a q et la Gateaux-différentiabilité sont tout aussi évidentes. H
On rappelle que (Z,7,q) € X x U x Q est un point-selle du Lagrangien si

V(z,0,) € X xUxQ  L(z,v,q) < L(Z,0,q) < L(,v,q) -

Théoréme 5.4.1 (z,v) est solution de (P) si et seulement si (T,v, —p) est point-selle de L sur
X xU x L*(0,T)". (p désigne I’état adjoint.)

Démonstration - Montrons que la condition est nécessaire. Soit (z, v) la solution de (P) et p I’état
adjoint associé. Dérivons le Lagrangien par rapport a (x, v) au point (Z, 0, —p).

7 r—
L, (0, —p)(x—Z,v—0)=T'(%,7)(z—T, u—z‘;)—/o <;5, d(dt)— A(x—z)—B(v— 17)> dt.

T T
Ll (2,0, —p)(x — T,v —0) = (T —2q,Q (x — 1)), dt +/0 (v,R(v—0)), dt
T))

T _
d(x —
Le calcul de / <15, (a:dt:c)> dt par intégration par parties a déja été fait :
0 n

! D d(x—:i’) = — ! ts xr—z r—2x
/0<p,dt>ndt— /()(AerQ( d) ), dt
+ (p(0), z(0) — 2(0)),, — (D (

I
—
3

|

N
Q
—~
=
2
3

|

8

~
=



5.5. ALGORITHMES DE RESOLUTION 131

Finalement
T
L@ -p)ae 0= 0)= [ (Ro4Blpv=0), dt +(5(0), 2(0) ~0),.
0

Or d’apres le principe du minimum
T
Vo el / (RU+B'p,v—1v) dt 20.
0

Donc
V(z,v) € X xU L, ,(Z,0,-p)(x —Z,v—10)>0.
Comme L est convexe par rapport a (x, v) cela entraine
V(z,v) € X xU L(z,0,—p) < L(x,v,—P) .
Comme L(z,v,q) = J(Z,v) = L(Z,v,—p), nous avons donc bien un point-selle.
Réciproquement. Soit L(Z, v, ) un point selle. En particulier pour tout ¢ de L2(0, 7)™ on a
L(z,v,q) < L(Z,0,q) ,

c’est-a-dire

T T
[ (a0 -aw. G0 -zt~ 5o - 1)) at <o,

n

Comme ¢ varie dans un espace-vectoriel on en déduit 1’égalité et donc

T _
Vg € L2(0,T)" /O <q(t),CZ(t)—AE(t)—B@(t)—f(t)> it =0,

n

e
Cela implique d%:(t) — Az(t) — Bo(t) — f(t) = 0sur[0,T]. Donc (z,v) est un point réalisable.

D’autre part la deuxieme inégalité de point-selle donne
Vi) € X xU  L(z,0,q) = T(@,0) < L(z,0,9) = T (x,0),
de sorte que (Z, ) est bien un couple optimal. O
Nous sommes donc ramenés a la recherche de points-selles.
5.5 Algorithmes de résolution

Nous allons appliquer quelques algorithmes de minimisation classiques au probléme que nous
venons d’étudier.
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5.5.1 Résolution directe de (P)

On traite le probleme directement en “ignorant” I’étude théorique effectuée précédemment.
Celui-ci peut s’écrire
min{ J(z,v) | (z,v) €D},

ou le domaine réalisable D est donné par
dx
D={(r,v)e X xU | E—Aw—Bv—f:O }.

L’EDO peut se discrétiser par le schéma d’Euler par exemple.
On peut essayer d’utiliser I’algorithme du gradient projeté, mais ici I’ensemble D est difficile a
décrire et la projection impossible a mettre en oeuvre. Cette technique n’est donc pas a conseiller. . .

5.5.2 Pénalisation de la contrainte d’état

On peut aussi utiliser une méthode de pénalisation extérieure qui permet de ramener le probléme
avec contraintes a un probléme sans contraintes. Ici nous allons pénaliser 1’équation d’état. Le
probleme pénalisé s’écrit alors

1. d
P.) { min J,(z,) :j(x,v)Jrng%—Ax—Bv—ngc
(x,0) e X xU.

Ce probleme admet une solution unique (z,, v,) qui converge (a une sous-suite prés ) vers la solu-
tion (z,v) de (P) quand 7 tend vers 0. On peut, en la calculant obtenir une “bonne” approximation
de la solution. Le probleéme majeur est le choix du parametre . Habituellement on prend une suite
Ty, que I’on fait décroitre vers 0. Toutefois cette méthode est tres sensible au choix de ce parametre
et difficile a mettre en oeuvre.

Pour résoudre (P, ), on discrétise d’abord 1’équation d’état, par exemple avec le schéma d’Eu-
ler et on calcule les normes et la fonction J avec une méthode d’intégration numérique (trapezes
par exemple). On est ramené a un probleme de minimisation dans un espace de dimension fi-
nie RY, sans contraintes, que I’on peut résoudre par exemple avec les algorithmes présentés au
chapitre 2.

5.5.3 Recherche d’un point-selle

On a vu que la solution du probléme (P) est aussi un point-selle du Lagrangien. On peut donc
utiliser 1’algorithme d’UZAWA, qui dans ce cas précis devient :

Algorithme d’Uzawa (dimension infinie)

1. Initialisation

k = 0 : choix de go € L?(0,T)"
2. Itération & :

qx € L?(0,T)" est connu ; puis
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(a) Calcul de (zy,v;) € X x U solution de
(Pr) min L(z,v,qk) , (z,v) € X XU .

(b) Calcul de g1 avec :

d
ﬁ_Axk_B’Uk_f)y

Q1 =qk +p ( i

ou p > 0 est un réel fixé (choisi par I'utilisateur).

3. Critere d’arrét
Si H(xk+1,vk+1) — (xk,vk)HXXu <e,STOP
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

Cet algorithme est écrit dans sa version “dimension infinie”. Pour une mise en oeuvre numéri-
que, il convient bien siir de discrétiser 'EDO et les intégrales par des méthodes numériques stan-
dard (voir par exemple [7, 8]).

La méthode d’Uzawa est considérablement améliorée si on utilise le Lagrangien augmenté
L, alaplace de £, ou L, est défini par

1 dx
. - 1 Az —Bo—f|%.
L (xvan) ‘C(ZC?U7Q) + o ” dt x v fHX

La contrainte a été pénalisée. Si on applique I’algorithme d’Uzawa au Lagrangien augmenté, on
augmente la vitesse de convergence. Il faut bien siir choisir un parametre r convenable.

5.54 Méthode de point fixe

On peut aussi considérer le systetme d’optimalité comme une équation non linéaire (ou la
fonction considérée est non différentiable) et utiliser la méthode des approximations successives
pour le résoudre. Plus précisément, dans le cas ou

U={veL*0,T)" | v(t) € U presque partout }
la relation (5.2.5)

Yo e U, ppt€[0,T] (B'p+Ro(t),v—0v(t)) >0

p =

est équivalente a
o(t) réalise min ||v + R~ B'p(t)]|%,
vel
c’est-a-dire
o(t) =y (-R™'B'p(t)) , (5.5.1)

ou Il désigne la projection orthogonale sur U. Le systeme d’optimalité peut donc s’écrire

®(z,p,p(T),v) = [0,0,0,0]",
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o ®: X x L%(0,T)" x R x U — X x L*(0,T)" x R™ x U est définie par

dzx 7
E — A.’E — BU — f
dp
®(z,p,pr,v) = | Gt A'p = Qe — zq)

pr — D[z(T) — za(T)]
| v—Ty[-R™'B'p()]

L’équation est équivalente a

D ) —i—p@(f,ﬁ,ﬁ(T),’l_)) =

] ’@E\ ]
=
ST ﬁ%\ ]

pour tout p > 0. Formellement (car il faut trouver p pour que I; + p @ soit contractante) on
peut écrire la méthode des approximations successives appliquée a la recherche de points fixes de
Iq+ p ®. Ceci donne

Approximations successives
1. Initialisation
k=1 :choixde vy € U

2. ltération & :
vg—1 € U est connu; puis

(a) Calcul de x, € X solution de

d
%:Axk—&-ka—i—f, zp(0) = g .

(b) Calcul de py, avec :

% = A'pr — Q(zx — 24), pi(T) = Dlzx(T) — za(T)] -

(c) Calcul de vy, avec
vr(t) = My (~R™'B'pi(t)) , p.p. t.

3. Critere d’arrét
St {|@(zk, pr, Pk (T), Vi) | x £2(0,7)n xRr X1t < €, STOP
Sinon, on pose k£ = k + 1 et on retourne a 2.

L’ étude des conditions de convergence donne des conditions sur R, dont le rayon spectral doit
étre assez petit.
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[Exercices]

1. On considere un mobile se déplacant sur une droite (par exemple un véhicule sur une route
droite). Soit z(t) sa position a I'instant ¢ et v(t) = E(t) sa vitesse a I’instant ¢. La loi
fondamentale de la dynamique nous donne

dv
E(t) =K,

ou k est une force d’accélération (ou de freinage) liée a la puissance du moteur par exemple ;
on suppose que cette force est de la forme k = at + § ou « et 3 sont deux parametres
constants a déterminer. Comme on accélére a I’instant ¢ = 0, on impose en plus que 3 > 0.
La loi d’état est alors

dx
? = o(t), t€)0,T]
v (D

z(0)=29 , v(0)=uvp,

ol x est la position du mobile a I’instant initial et vy sa vitesse. Le repere est choisi de telle
sorte que zg = 0. On veut stabiliser la voiture c’est-a-dire déterminer les parametres « et
[ pour qu’a 'instant 7" = 3 mn, la voiture s’arréte a un endroit donné. On veut trouver «
et 3 dans R pour que z(3) = z* (donné) et v(3) = 0. On va aborder ce probleme de deux
manieres différentes.

(a) Premiere approche
— Résoudre le systeme (1) : exprimer x et v en fonction de ¢, vy, « et 3. En déduire
x(3) et v(3) (en fonction de vy, « et [3.)
Que vaudraient « et 3 si on n’imposait aucune contrainte sur 3 ?
— Ecrire le probleme de stabilisation sous forme d’un probleme de minimisation au
sens des moindres carrés ou « et (3 sont les inconnues. On le mettra sous la forme
1
{ min J(X) = 5 (M X, X) + (b, X) )
9(X) <0,

ou X = [ g } . On précisera la matrice (2 x 2) M, le vecteur b et la fonction g.

(b) Deuxiéme approche
Sans résoudre le systeme (1), formuler le probléme comme un probléme de contrdle
optimal. On précisera 1’état, le controle et les contraintes.
Ecrire le systeme d’optimalité en faisant intervenir 1’état adjoint.

(¢) Résolution
Résoudre le probleme (2) pour une vitesse initiale vg = 60 km/h et une distance
2* = 800 m. La voiture est-elle complétement stabilisée ?
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. On considére dans R, I’équation scalaire sur [0, g] Cfi—f =z +u, (0) = 0 et la fonction
f(t) = cos(t) ; on veut asservir z a f en minimisant I’expression
7r
| () = costs)? + (s s + ()2

Trouver le controle et le colit correspondant.

. . dx N : N
. On considere dans R 1’équation T u qui relie le moment angulaire d’un axe a un couple

de contrdle u. On suppose xy donné pour ¢ = 0, et on veut réduire z(1) en minimisant
1
I’expression x(1)2 + / u?(s) ds.
0

Trouver le controle et le cofit correspondant.

M N\ N L3 A1 72 u
. On considere dans R? le systéme suivant contrdlé par u = ( ! ) :

U2

x
= ax + by + u1(t)

dt
O Y r v ay+uslr),
x(0) =y(0) =0.

Soienta > 0, 8 >0, A > 0et > 0; on considere le cofit

1 (T

5 | lowbo)+ A+ dui) + (o] ar.

Ecrire les équations permettant de trouver u; et us. Le systéme (S) est un systeme “Prédateurs
et proies” que 1’on essaie de controler.

Application numérique :a =b=c=1,d=-1; a=1, =2, A\=pu=1.

. Soit A une matrice (n,n) inversible et soit B une matrice de (n,m). Pour f donnée dans R",

on considére pour chaque v € R™ la solution z = z(v) € R™ du probleme
Az(v) = f+ Bv 3)
On définit ensuite la fonction J de R™ dans R par
1 N
T(0) = ll2() = |2 + S0l @

ol zg est donné dans R™ , N > 0; || - ||, désigne la norme euclidienne et (-, -),, le produit
scalaire (canonique) de R™.
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(a) Montrer que I’application v — z(v) est affine de R dans R™ (c’est a dire que z(v) =
yo + Cvou C € L(R™ R™)). En déduire que la fonction v — J(v) est convexe puis
strictement convexe.

(b) Soit K un sous ensemble convexe fermé non vide de R™. Montrer qu’il existe une et
une seule solution u au probleme

ue kK 5)
J(u) = min J(v)
, dJ .
(c) Pour w € R™ , calculer (J'(u), w),, = %(u + tw)|t:0 . Montrer que u est solution

de (5) si et seulement si

{ iJ;(%,U—u)mZO,VUGK ©)

Que devient (6) si K = R™ tout entier ?

(d) En utilisant (6) et le calcul de (J'(u), w), montrer que u est solution de (5) si et seule-
ment si il existe un triplet (y, p, u) unique vérifiant (en notant M* la transposée de
M)

Ay = f+ Bu

Alp =y — 20

(B'p+ Nu,v —u)y, >0, Ywe K @
ue K

Dans le cas ou K = R" , simplifier le systeme (7) et montrer qu’il équivaut a

t P
{Ay+BBN_f ®

—y + A'p = —20

(e) On suppose que I’ensemble K est tel que I’opérateur de projection Pr sur K dans
R™ soit aisément calculable. Ecrire I’algorithme du gradient projeté pour approcher la
solution u de (5). Traduire cet algorithme en termes des inconnues (y, p, u). Comparer
avec le systeme (7).

6. Soit N un entier supérieur 2 2; Y désigne le vecteur de R de composantes (y;,i =
1,...,N)etV le vecteur de RV de composantes (v;,i =0, ..., N — 1).yo est fixé.
Soient a = (a;,4 = 0,...,N — 1) et b= (b;,5 = 0,..., N — 1) des vecteurs de R" ; on
considere le systeme des N équations suivantes :

(€))

Yit1 = aiyi +biv; 1 =0,...,N—1
0 donné
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(a) Le systeme d’équations (9) admet-il une solution unique ?
Dans la suite du probléme on notera Y (V) la solution de (9) quand elle existe (on
rappelle que yq est fixé une fois pour toutes ...).

Montrer que 1’application (encore notée Y) de RY vers RV*! qui 4 V associe Y (V)
est linéaire. En déduire sa Gateaux-différentielle : on explicitera DY (V') - W ou V et
W sont des vecteurs quelconques de RY .

(b) On se donne a présent la fonctionnelle J définie de RN vers R par:
[ N-1
vWeRN  J(V) = 5 z; iy (V)2 + 2; Bl | (10)
1= 1=

et on considere le probleme de controle optimal suivant :
min { J(V) |V elU }, (11)

ou U est un convexe fermé non vide (pas nécessairement borné) de RV Quelles sont
les conditions que doivent satisfaire les réels (o, = 0,...,N)et (5;,1 =0,...,N—
1) pour que le probleme (11) admette une solution unique ?

(c) Quelle est la solution de (11) quand yg =0 ?

(d) Montrer que J est Gateaux-différentiable et calculer DJ (V) (W — V) pour V et W
dans R,

(e) En utilisant un résultat général du cours montrer que la solution V' du probleme (11)
vérifie la relation suivante :

N N-1
VWeu Z @i¥i(yi — ¥i) + Z Bivi(vi —v;) >0, (12)
i=0 1=0
ouy; = Y(V)Z,Z =1,.. .,Net?: Y(V)
(f) On définit maintenant 1’état adjoint P = (py, . .., pi) de la maniére suivante :
{ﬁi:aiﬁz’+1+aiﬂi ,i=0,...,N—1 1%
PN = GNYN
Montrer que I’inéquation (12) peut s’ écrire alors :
N-1
YV el Z (bipit1 + Bivi)(v; — 1) > 0, (14)
i=0

On suppose a présent que U = RV,
Donner I’expression du contrdle optimal V' en fonction de 1’état adjoint P.

Ecrire alors, dans ce cas, le systeme d’optimalité complet (S) vérifié par la solution de
(11). Montrer que Y vérifie un systéme linéaire de la forme

TY:YE))



[EXERCICES] 139

ot T est une matrice triangulaire que 1’on précisera, et Y; est le vecteur de RV !

b2
suivant : (yo, L‘LO, 0,---,0).
Bo
b2
(Pour alléger les calculs on pourra poser : y; = Ef.)

(g2) On ne suppose plus maintenant que / = R,
Ecrire le Lagrangien du probleéme : £(y, v, A) ott (y,v,A) € RVt x RV x RV,
Décrire précisément les différentes étapes de la méthode d’Uzawa pour résoudre le
probléeme (11).

(h) Connaissez-vous d’autres méthodes pour résoudre le probleme (11) ? Si oui, présentez-
les brievement et indiquez (succinctement) comment procéder.

7. On considere un systeme dynamique dont I’état = est donné par 1’équation différentielle du
second ordre suivante :

2
C;lngc(t) =u(t)sur]0,T[,2(0) = zo, %(0) e as)

T est un réel strictement positif, u désigne une fonction de contrdle de L?(0, T'; R), a valeurs
dans un intervalle [a, b] de R. On notera Ul 'ensemble de telles fonctions.

(a) Reconnaissez-vous ce modele ? Quelle en est I’ interprétation physique ? Ecrire 1’équation

différentielle sous la forme d’un systéme différentiel en posanty = (x, —) = (y1, y2)-

x
. . : T dt
Ce systeme admet une solution unique que 1’on notera y(u).

(b) On se donne maintenant la fonction cofit suivante :

1 a [T
J(y,u)—Q[(yl(T)—Z1)2+(y2<T)—22)2}+2/0 u(t)?dt,  (16)

ou«a, 21, 29 € R.
A quelle condition (suffisante) sur « le probléme de contrdle optimal suivant

min { J(y(u)au) | u € u[a,b] } ) (17)

admet-il une solution unique ?
On notera désormais @ le contrdle optimal et § 1’état correspondant.

(c) Ecrire le systeme d’optimalité pour ce probleme. On notera p I’état adjoint .
(d) Résoudre entierement le probleme quand a = —oo et b = 400 ; on prendra yg = 0
pour simplifier les calculs. Que peut-on dire du contrdle optimal ? Que devient ce

contrdle lorsque 7' tend vers +o0o ? Que signifie ce résultat selon vous ?
Que devient ce contrdle lorsque « tend vers +o0o ? Comment interpréter ce résultat ?
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Chapitre 6

Controle a horizon infini : controlabilité
et stabilité

Si on veut généraliser le chapitre précédent et étudier un probleme de contr6le optimal a hori-
zon infini, en gardant une fonctionnelle quadratique, la premiere question qu’on peut se poser est
de savoir si on peut borner z(t) quand ¢ tend vers +00. On peut aussi exiger que 1’état x(¢) soit
nul a I’infini ou pour un ¢ assez grand. Nous n’étudierons pas de problémes de controle optimal
a horizon infini mais nous allons nous focaliser sur la controlabilité et la satbilité des systemes
étudiés.

6.1 Généralités

Rappelons ce qui a été présenté dans 1’introduction (chapitre 4) et précisons un peu les nota-
tions et les problémes qui se posent.
On considere un systeéme dynamique dont I’équation d’état est I’EDO suivante :

%%O:f@w@LMﬂ%xm):mhteR+

z(t) eR" juel

6.1.1)

— f est choisie suffisamment régulie¢re (au moins C; et vérifiant, par exemple, les conditions
du Théoreme de Cauchy-Lipschitz A.3.1- Annexe A) pour que 1’équation (6.1.1) ait une
solution unique : z[u, xo]. De plus on suppose que f(-,0,0) = 0.

— Le controle u est une fonction de Rt dans RP. L’ensemble des controles U est supposé
convexe et symétrique (i.e. u € U <= —u € U). On peut choisir, par exemple

>U = Ju(t) o

>0
U(t) = {u mesurable sur [0,¢] | |u;(1)] <1,1<i<gq}.
> Plus généralement

U(t) = {u mesurable sur [0, ¢] pour tout t et u(t) € U },

141
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ou U est un compact, convexe de R?.
— Pour simplifier, on choisit I’ensemble cible égal a 0 : 7 (¢t) = {0} .

Remarque 6.1.1 On pourrait choisir instant initial égal a ty > 0 en toute généralité. On choisit
to = 0 pour alléger I’exposé. On peut toujours se ramener a ce cas par changement de variable :
t—t—to.

On se pose alors le probleme de controlabilité suivant :

Décrire C I’ensemble contrdlable (ou commandable) défini par
C={zoeR" | I7>0, Juecld,zu,xo)(r) =0 }.

Définition 6.1.1 (Etat atteignable)
L’ensemble des états atteignables depuis xq en un temps 7 est

A(zo, 7) = { z[u,z0)(7) | ueld } CR™.

L’ensemble des états atteignables depuis xq est : A(xg) = U A(zo, T) .
7>0
On note aussi A = A(0) = U A(0,7) , 'ensemble des états atteignables depuis 0.
>0

Le probleme de controlabilité revient a chercher tous les points xg € R™ tels que 0 € A(xg).

Remarque 6.1.2 Un autre probléme que I’on peut se poser est de décrire le comportement de C
lorsque U varie.

On va en fait s’intéresser a deux propriétés importantes :
1. Quand a-t’onC = R"?
On dit alors que le systéme est complétement controlable .
2. Quand a-t’on 0 € int(C) ? (ou int(C) désigne I’intérieur de 1’ensemble C)
En effet 0 € C car on a supposé que f(-,0,0) = 0. Donc la solution nulle convient. Si on
perturbe un peu la condition initiale on obtient ’EDO :

%(t) = f(t,z(t),u(t)), z(0)=¢c, t e R

et on note z. sa solution. Peut-on affirmer que 1’on va rester dans C ? Ceci est trés important
du point de vue numérique. On souhaite donc que C contienne au moins une boule centrée
en 0, c’est-a dire que 0 € int(C).

Plus généralement, on souhaite que cette propriété soit vraie pour tout élément xq de C. On
souhaite donc que C soit ouvert.

Théoreme 6.1.1 Pour le systéeme décrit par (6.1.1), ’ensemble C est connexe par arcs. De plus C
est ouvert si et seulement si 0 € int (C).
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Démonstration - Si x est dans C, il existe un chemin continu reliant xy a 0 qui est la trajectoire
x[u, zo)(-) ol u est un contrdle ad-hoc. De plus, tous les points de cette trajectoire sont dans C.
Donc si * est dans C on peut le relier a z via O et nous obtenons la connexité par arcs.

Figure 6.1. : C est ouvert

Nous savons que 0 appartient a C ; donc si C est ouvert, 0 € int(C). Il faut maintenant démontrer
I’affirmation réciproque. On suppose que 0 € int(C) : il existe une boule By = B(0,dy) C C. Soit
x* dans C : on veut montrer qu’il existe une boule B(z*, ) incluse dans C.

reC= " e€l, 3t; >0 z[u*, x*|(t1) =0.

e . dx . ,
Comme f est différentiable, les solutions de — = f(-,x,u") dépendent continuement de la

donnée initiale ; autrement dit la fonction ¢ : xo — x[u*, x0,](t1) est continue . Donc pour tout
voisinage By de 0 = ¢(z*), il existe un voisinage B* = B(x*,0*) de =* tel que ¢(B*) C By.
Comme ¢(z9) = z[u*,zg,|(t1) = T avec x[u*, zg, |(0) = x, si zp € B*, alors & € By C C.
Donc il existe un controle @ et to > 0 tels que z[u, Z|(t2) = 0 (en d’autres termes, on relie la
position finale de la premiére trajectoire Z, a O par une autre trajectoire.)
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Soit alors le contrdle v défini par :

u(t) . u*(t) si0<t<t
o ﬂ(t—tl) sit) <t<ti+1ty.

On a alors x[u, zo](t2) = 0 (on a raccordé les deux trajectoires).
Par conséquent 2* € C et B* C C. O

Remarque 6.1.3 — Dire que C est connexe par arcs revient a dire qu’on peut toujours joindre
deux points quelconques de C par un arc. Si x* € C on peut toujours le relier a 0 : on suit
une trajectoire provenant de 0 dans le sens rétrograde ; puis on suit une autre trajectoire
reliant 0 a x.

— Le caractere ouvert provient de la régularité de f qui entraine la continuité de la trajectoire
par rapport a la donnée initiale. On peut donc envoyer une boule centrée en un point x* de
C sur une boule centrée en 0 et on repart ensuite (tout point de la boule centrée en 0 étant
controlable).

6.2 Cas d’une EDO linéaire

Nous allons étudier I’ensemble contrdlable dans le cas ol le systeme dynamique est décrit par
un systeme d’équations différentielles linéaires de la forme (voir Annexe A).

dz

(EL) E(t) = A@t)z(t)+ B(t)u(t), t € I =]0,T]
IL’(O) = I .

x est la fonction inconnue de I dans R", w : I — RP, A(t) est une matrice carrée n X n pour tout

t dans I (T peut étre infini) et B(t) est une matrice n X p pour tout ¢ dans 1.
On note X la résolvante de ce systeme (cf Annexe A.)

Théoreme 6.2.1 Si ’ensemble U des contréles est convexe alors I’ensemble controlable C est
convexe.
Si U est symétrique par rapport a 0, C [’est aussi.

Démonstration -
xo€EC<—= Juel, It; >0 xu, zo)(t1) =0,
c’est-a-dire

X)X Oz + X(1) [ " X(s) B(s) u(s) ds = 0,

ou X ne dépend pas de u, c’est-a-dire
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Si U est symétrique, —u € U et donc —x¢ € C. Par conséquent C est aussi symétrique.

Supposons maintenant que I/ est convexe.

t1

21 €C<—= Juy €U, It1 >0z =—-X(0) XYs)B(s)ui(s)ds .

0

to

29 € C <= Jug €U, Ity > 0292 = —X(0) X1(s) B(s) uz(s) ds .

0
On peut supposer t1 < to; soit o € [0, 1]. Soit

" { au; + (1 —a)uz sur|0,t] cu

(1 — a) u2 sur [tl, tQ]

On voit que a1 + (1 — &) &2 est associé a u et donc est dans C.

6.2.1 Cas des équations différentielles linéaires a coefficients constants

On suppose maintenant que pour tout ¢, A(t) = Aet B(t) = B etque U est un sous-ensemble

non vide de R? et
U = { uwmesurable sur [0,t], Vt; u(s) € U p.p.}.

On note Cy I’ensemble contrdlable (qui dépend de U).
t
x0 € Cy <= x9 = —/ e*Bu(s)ds .
0

Définition 6.2.1 (Matrice de controlabilité)
On appelle M (A, B) la matrice de contrélabilité :

M(A,B) = [B,AB,A*B,..., A" 'B] .
C’est une matrice n X nq.
Théoréeme 6.2.2 Si U est convexe et O € int U ( dans RP) ; alors
rang(M) =n <=0 cintC.

Démonstration - Montrons que rang (M) < n = 0 ¢ int C.
Si rang(M) < n, il existe un vecteur p # 0 tel que M*! p = 0, c’est-a-dire

p'M =0,
p' [B,AB,AB,...,A""'B] =0,
Vke{0,..n—1} plAkB=0.

(6.2.1)
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Soit P(A\) = det (AI — A) le polyndme caractéristique de A. D’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton, on a P(A) = 0. Par conséquent A" est combinaison linéaire de A° A,..., A" L,
Donc

A" = 31 A 4 B,

A"B = 31A" B+ ...+ 3,B, (6.2.2)
plA"B = Bipt A" B+ ...+ B.p'B;
donc p' A" B = 0. On réitere le procédé en multipliant (6.2.2) par A. Par récurrence on obtient
VE>0 p'A*B=0.

+00 Lk
Comme e~ 45 = Z ﬁsk on en déduit que p e~ 45 B et avec (6.2.1) on a finalement
- k!

Vrg €C plag=0.

Donc C est inclus dans I’hyperplan orthogonal a p qui est fermé, int C = () et 0 ¢int C.
Remarque : on n’a pas utilisé la convexité de U (et donc de C).
Réciproquement
Supposons que C est convexe et que 0 ¢ int C . D’apres le corollaire A.4.2 du Théoreme de Hahn-
Banach cité en Annexe A- Section A.4, il existe un hyperplan fermé séparant O et C : autrement
dit,

IpeR™, p#£0 tel que Vg € C plag > 0.

Figure 6.2. : séparation d’un convexe fermé et d’un point 0

¢
Comme x est de la forme z¢ = / e Bu(s) ds on a donc
0

t
Yuel, vVt >0 / pte*Bu(s)ds <0.
0
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Comme 0 € int I/ on peut prendre des accroissements dans une boule centrée en O et on obtient

t
YueU, Vit >0 / pteAsBu(s) ds =0.
0

As

Par conséquent p'e~“* = 0 pour tout s et

vk p'A¥B =0,

ce qui implique que le rang de M est strictement inférieur a n.
O

Remarque 6.2.1 Le théoréme précédent reste vrai si on remplace C par C(7) (I’ensemble des
états controlables en un temps donné T > 0.)

En réalité ’hypothése que U est convexe est superflue. Elle servait a assurer que Cy; () est convexe
pour pouvoir séparer. En fait on a le résultat plus précis suivant :

Théoreme 6.2.3 Si U est compact, alors Cyy(t) est convexe et compact.

Démonstration - Nous renvoyons a [12] pour une démonstration compléete et nous ne donnons ici
que les grandes lignes de la preuve.

e Montrons d’abord que Cy/(¢) est convexe.

Pour cela, nous admettrons le Lemme suivant [12]

Lemme 6.2.1 (Lyapounov)
Siv € (LY(0,t))" alors le vecteur vy = / v(s) ds décrit un ensemble convexe de R™ : &,

lorsque E décrit I’ensemble des sous-ensembles mesurables de [0, ].

Soient 1 et z9 dans Cyy(t) : on a donc I'existence de u;, 7 = 1,2 dans U tels que

t
xi——/ e Bui(s)ds, i=1,2.
0

Soit F un sous-ensemble mesurable de [0, ] et
— [ e Buy(s)ds [0] |:551 }
YE = Yo = y Y = .
—Jpe ~ASBuy(s)ds 0 (0.4 T2

Soit A € [0, 1]. Par convexité de £ (due au lemme 6.2.1), nous avons (1 — ) yo + Ayj,q € €.
Dong, il existe D) un sous-ensemble mesurable de [0, ¢] tel que

yp, = (1 =N yo+ Ay = A [zz} :

Par complémentarité :

ypg = (1= A) [xl] :

x2
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Définissons le contrdle u) € U de la maniere suivante :

| ui(s) siseD
u’\(s)_{u;(s) sisgﬁDi

et calculons I’état “initial” correspondant a ce controle :

¢
—/ e A Buy(s)ds = —/ e_AsBul(s)ds—/ e~ Bug(s)ds
0 Dy

DS
(ypy)1 + (ypg)2
= )\a:1+(1—/\)x2 .
Par conséquent A 21 + (1 — \) z2 est contrdlable et appartient bien a Cy (¢).

e Montrons que Cy/ () est borné.
Tout élément de Crs(t) s’écrit

t
x = —/ e *Bu(s)ds .
0
Donc

t
] S/O le™* LI BIl u(s)|| ds .

Or u(s) € U et U est compact donc borné. Par conséquent, ||z|| < Cy et Cy7(t) est borné.

e Il reste a montrer que Cy/(t) est fermé. C’est le point le plus technique de la démonstration et

nous renvoyons a [12], pour une preuve détaillée. O
Des lors, on peut en déduire des résultats pratiques sur la contrdlabilité ou 1’atteignabilité du

systéme dynamique suivant

dx
= (8) = Ax(t) + Bu(t) , 2(0) = 70

u(s) € U p.p.

S’il y a des contraintes sur le contrdle telles que 0 € int U, alors il existe un voisinage de
0 controlable (avec rang(M) = n). S’il est possible d’atteindre ce voisinage a partir de tout état
initial xg, le systeme sera (completement) contr6lable. C’est le cas si les valeurs propres de A sont
telles que leur partie réelle ReA(A) < 0, car alors la trajectoire correspondant au controle nul :
x(t) = eAtxq converge vers 0 quand ¢ — oo et donc atteint le voisinage en temps fini.
Par conséquent

Théoreme 6.2.4 Si 0 € int U, rang (M) = n et Re A(A) < 0, alors C = R™.
On a méme mieux :
Théoreme 6.2.5 Supposons U compact et 0 € int U.

rang M =netRe \(A) <0« C=R".

Démonstration - Voir [12]. O
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6.2.2 Casdes EDO linéaires a coefficients constants sans contraintes sur le controle

On se place dans le cas ou U = RP (pas de contraintes sur le contrdle). Nous pouvons alors
préciser les résultats précédents :

Théoreme 6.2.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le systeme est controlable (ou de maniére équivalente la paire (A,B) est contrdlable (i.e.
C=R")

(ii) La matrice de contrélabilit¢ M = [B, AB, . .., A”le] est de rang maximal (égal a n).

De plus si C = R™, la matrice [A — \I, B] est de rang maximal pour tout A € C.

Démonstration - La démonstration de I’équivalence (i) <= (i¢) est une conséquence du théoreme
6.2.2 avec U = RP.
Supposons que nous avons (i) et que la matrice [A — AI, B] n’est pas de rang maximal . Alors, il
existe un vecteur z* € C" tel que (z*)!A = A\(z*)! et (z*)!B = 0.

(%)M = [(z*)'B, (z*)!AB, ..., (2*)! A" 1B] = [(«*)!B, A\(z*)! B, ..., \" " }(z*)!B] = 0 ;

cela contredit le fait que M est de rang maximal n. U

6.3 Stabilité et observabilité
6.3.1 Stabilité

Nous avons défini la notion de stabilité d’un systeme dans le chapitre 4. Nous allons étudier
plus particulierement le cas des systemes décrits par des EDO linéaires a coefficients constants.
Nous allons donner une caractérisation simple de la stabilité (asymptotique) dans ce cas. On
considere donc le systeéme (autonome) décrit par

(EH) %(t) = Ax(t) pourt>0
l’(O) =0 -

Théoreme 6.3.1 Le systeme (EH) est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs
propres de A sont a partie réelle strictement négative.

Démonstration - La définition de la stabilité asymptotique a été donnée au Chapitre 4 - Définition
42.4.

La solution de (EH) est de la forme x:(t) = e z¢. Ici le systéme a un point d’équilibre Z vérifiant
etz = 7, pour tout t. Soit t > tg :

() = 7ll = le4* (w0 — B)|| = |eA ) A (g — 7) | = e = (a(to) — 7)) -
Donc
la(t) = 2 < llo(to) = 2l e~

On ne peut donc avoir stabilité (et du méme coup stabilité asymptotique) que si toutes les va-
leurs propres de A ont une partie réelle (qui seule intervient dans le calcul de la norme de e?)
strictement négative. U
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Remarque 6.3.1 On constate que les notions de contrdlabilité et de stabilité sont liées via les
valeurs propres de A.

Ceci nous amene a la notion de stabilisation. Considérons maintenant le systeme contr6lé

(EC) { %(t) = Axz(t)+ Bu(t) pourt >0
z(0) = xo

Définition 6.3.1 (Stabilisation) Le systeme (EC) est stabilisable si on peut trouver une loi de
commande F donnant un contrdle feedback uw = Fz, telle que le systeme associé (i.e. (EH) avec
A+ BF au lieu de A) est stable.

Nous avons le résultat suivant qui est une conséquence du théoréme 6.2.6.

Théoreme 6.3.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le systeme (EC) est stabilisable

(ii) Il existe une matrice F telle que A+ BF a toutes ses valeurs propres a partie réelle strictement
négative.

6.3.2 Observabilité

Nous envisageons enfin, pour terminer, un systéeme dynamique linéaire “complet” :
u : R — RP est la commande ou variable d’entrée (input) , x : R — R” est la variable d’état et
y : R — RY est la variable de sortie (observée) (output). Le systeéme est décrit par

dx
azAa:—{—Bu, z(0) = x9,

y=Czx+Du.

(6.3.1)

A, B, C et D sont des matrices réelles constantes de taille appropriée.

Définition 6.3.2 (Observabilité)

Le systeme décrit par (6.3.1) est dit observable , ou la paire (C,A) est dite observable, si pour tout
instant ty, I’état initial x(0) = xo peut étre déterminé a partir de I’entrée (commande) u et de la
sortie (observation) y dans 'intervalle [ 0,t1 |.

La notion d’observabilité est la notion duale de la contrdlabilité. Elle peut étre étudiée sur le
systéme non contrdlé comme le montre le résultat suivant.

Théoreme 6.3.3 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Le systéme (6.3.1) (ou paire (C, A)) est observable
(ii) la matrice d’observabilité

C
CA
0= C A?

| cArt
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n
est de rang maximal (ce qui est équivalent a ﬂ ker (C A1) ={0}).
i=1
. A— M ,
(iii) La matrice C est de rang maximal pour tout A € C.
(iv) le systeme décrit par (A*, C*) est controlable (on A* est la matrice conjuguée de A).

Démonstration - 1l suffit de montrer I’équivalence de (i) et (ii). Le reste se déduit par dualité, du
théoréme 6.2.6.

e Montrons d’abord (i7) = (7)

Si on se donne u et la condition initiale z(0), la sortie y sur I'intervalle [0, ¢; | est donnée par

t
y(t) = CeAtx(O) + / C eAt=9) Bu(s)ds+ Du(t) .
0

Comme y(t) et u(t) sont connus, on peut supposer que u(t) = 0. Nous obtenons alors
y(t) = Cettx(0) ,t € [0,t].

Ceci entraine

y(0) c

dﬁ(o) CA

dt = : 2(0)
PR

ot ¥ est la dérivée i-eme de y. Comme O est de rang maximal, le systéme ci-dessus a une
solution unique.

e Réciproquement : supposons que (C, A) est observable mais que O n’est pas de rang maximal,
c’est-a-dire qu’il existe un vecteur x tel que O x¢p = 0, ou de manicre équivalente

C Alzg = 0, pour tout i
par le théoreme de Cayley-Hamilton. Supposons maintenant que 1’état du systeme x est déterminé

par z(0) = xg. Alors y(t) = C etz (0) = 0. Le systeme n’est donc pas observable puisque z(0)
ne peut pas étre déterminé a partir de y = 0. O

[Exercices]

1. On considere un systeéme dynamique décrit par

ey
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et une loi de commande déterminant un controle feedback
u=Fx+v.

Ce systeme en boucle fermée est schématisé par la figure suivante

» D
¥ u X y
e =B (*O—> [ S T o S P
T X
F |-

Figure 6.3. : systeme en boucle fermée

(a) Montrer que (A, B) est controlable (respectivement stabilisable) si et seulement si
(A + BF, B) est controlable (respectivement stabilisable) .

(b) On se donne

A—[l é],B—[é],C—[l 0] et D=0.

Montrer que ce systeme est controlable et observable.

(c) On se donne la loi de commande : u = Fz avec F' = [-1 — 1]. Montrer que le
systéme n’est pas completement observable.

2. On considere le systeme suivant (n=2, p=1) :

(1) (8 e[S 7o

qui est une petite variante du probleme du véhicule a réaction. Utiliser les théoremes du
cours pour montrer que C # R2. Trouver C par calcul direct.

0,

3. Onva montrer que méme si xq € C, les états décrits par la trajectoire issue de xq peuvent
ne pas étre dans C.
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On considere le systeéme dont les équations d’état sont :

d,
di; = —(1-t)q
pour0 <t <1
dgq
o = d-tp
dp
ai 0
dg pour 1 <t < 400
L= -2 -1)

L’ensemble U des contrdles est inclus dans | — oo, 2].

Montrer que pour 0 < ¢t < 1 les trajectoires sont supportées par des cercles parcourus dans
le sens trigonométrique, dans le plan (p, q), tandis que pour ¢ > 1 elles sont supportées par
des verticales parcourues de haut en bas.

Décrire C et trouver une trajectoire issue de C. Montrer qu’aucun état de cette trajectoire
n’est controlable sauf 1’état initial.

4. Décrire I’ensemble commandable C pour le systéme suivant (avec 7 (t) = 0).

de 0 -1 1 -1 1
i 2 -3 1 (24| 0 2|u (n=3,p=2).
U R | 13
5. On considere le systeme suivant (n=3, p=1) :
0 1 0

d

d—x: 0 -1 1 |z+u®)b.

L lo o -1

Pour quels vecteurs constants b € R? a-t’on C = R™ ?



154 CHAPITRE 6. CONTROLE A HORIZON INFINI : CONTROLABILITE ET STABILITE




Chapitre 7

Commande en temps minimum de
systemes linéaires a coefficients
constants

Dans ce chapitre on ne fixe plus le temps final 7" mais la valeur finale. On cherche a atteindre
cette valeur en un temps minimal. On ne considere que des systémes dynamiques décrits par des
EDO linéaires a coefficients constants.

7.1 Existence d’un temps optimal

Comme dans le chapitre précédent, on considere un systeme dynamique décrit par ’EDO

dx
{ - = Ax®)+ Bu(t), sur [0, +oo , (7.1.1)
z(0) = zo.

Le controle u est dans 1’ensemble
U = { v mesurable sur R | u(s) € U presque partout }

ol U est un compact de R? contenant 0.
L’ état associé est une fonction de la variable ¢ et dépend du contrdle u et du point de départ g :
on le note x[u, zo](+).

On cherche a atteindre 1’état final O en temps minimum. Il faut donc qu’il existe des états
controlables , c’est-a-dire tels que 0 soit atteignable. On cherche ensuite un contrdle u qui permet

de minimiser .
J(u) = / 1ds.
0

On désigne par u* et t* (s’ils existent) un controle optimal et la durée optimale.
Rappelons que dire que O est atteignable revient a dire que x est contrdlable, c’est-a-dire

Ir > 0, Ju € U tels que z[u, xo](7) = 0.

155
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Pour un couple (7, z¢) de |0, +oo[xR™ donné, on définit I’ensemble des points atteignables a
partir de o en un temps 7 par

A(zo, 7) = { z[u,z0)(7) | ueld } CR™. (7.1.2)

Comme nous connaissons I’expression explicite de la solution de (7.1.1), on a également une
caractérisation des éléments de A(xzg, 7) :

.
ye Alwo,7) <= Jueld y=e'uo+ eAT/ e~ Bu(s) ds .
0

Comme U est compact, il est facile de voir que A(xo, 7) est compact. D’autre part, comme dans
le chapitre 6 (Théoréme 6.2.3) on peut montrer que A(x, 7) est convexe (griace a la compacité de
U).

Nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoreme 7.1.1 Supposons que I’état (final) 0 est atteignable. Alors il existe un contrdle optimal
qui permet de [’atteindre en temps minimum.

Démonstration - Comme 0 est atteignable, il existe £ > 0 tel que 0 € A(xg, ). Soit
E={t>0] 0€ A(zo,1t) } .
Comme f € £, € # (); £ est minoré par 0 et donc la borne inférieure existe. Soit
t*=inf {t>0 | 0€ A(zo,t) }.

Montrons que t* est atteint, c’est-a-dire t* € £.
Soit t,, une suite minimisante i.e.
th, €€etty, —t".

Comme t,, € £,0 € A(zo,t,) etil existe u,, € U tel que x[uy,, xo](t,) = 0.
Or pour tout s € [0,#], u,,(s) appartient 2 U qui est compact dans RP. Donc (quitte 2 extraire une
sous-suite) u,(s) — u*(s) pour presque tout s; de plus u* est aussi a valeurs dans U. D’autre
part, comme U est borné

Vs lun(s)] < M,

et

t
/ |un(s)| ds < MT.
0

Donc wu,, est bornée dans L' et par le théoréme de Lebesgue u,, converge vers u* dans L. Nous
admettrons que la solution de ’EDO est continue par rapport au paramétre pour la norme L'. Par
conséquent,

x[up, xo](ty) — z[u™, zo](t*) = 0.

Donc t* € £ et I’inf est atteint. O
Il n’y a en général pas unicité.
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7.2 Principe du minimum de Pontryagin

Nous allons essayer de caractériser le temps minimum t*. Pour cela nous commengons par
montrer qu’on peut séparer (au sens large) le point “cible” 0 de I’ensemble atteignable A(xq, t*).

Théoreme 7.2.1 [l existe un hyperplan séparant 0 et A(xg,t*). Plus précisément, on peut trouver
p € R, p # 0tel que :
vy € A(zo,t) (p,y),, > 0. (7.2.1)

Démonstration - Soit tj, une suite de réels positifs, strictement croissante vers t*. Comme A(xo, t1)
est convexe et fermé, le projeté de 0 sur A(xg, ) existe et on le note xj. (C’est donc I’élément de
A(zg, ;) de norme minimale). D apres les résultats sur la projection du chapitre 3- Section 3.4.1,
x, vérifie en particulier

Vo € A($0, tk) <.%'k, xr — xk)n >0. (7.2.2)

Comme ¢* est minimal, 0 ¢ A(zo, 1)) ; par conséquent aucun z n’est nul et on peut définir

Pk = x . Nous avons, bien siir
|l
(Pk> Tk),, = k]| > 0,
et grace a (7.2.2)

<$k; T — $k‘>n

>0.
e

Vr € A(.'Eo,tk;) (plme - xk>n =

Donc finalement
Vi Vz € A(zo.te) 0= (pr,zk),, < (pr, ), - (7.2.3)

Or xj; est bornée ainsi que pg. Quitte a extraire des sous-suites que 1’on note de la méme facon, on
peut donc trouver z* € R et p € R” tels que x, — z* et pr, — p*.

D’autre part, tout point y de A(xg, t*) est limite d’une suite y;, de points de A(x, tx) : en effet,
on peut trouver u € U tel que

*

y=ett x4 AV / e 4*Bu(s) ds .
0

On pose alors

173
yp = ez + et / e_AsBu(s) ds € A(xo, ty) -
0

On peut donc passer a la limite dans (7.2.3) , ce qui donne

Ve € Az, t")  0<{p,a"), <(p,2), -



158 CHAPITRE 7. COMMANDE EN TEMPS MINIMUM DE SYSTEMES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Remarque 7.2.1 Nous avons choisi de restreindre ’ensemble cible (a atteindre) au seul single-
ton {0}, pour simplifier 'exposé. Il est facile de passer au cas ou I’ensemble cible est réduit a un
point quelconque (pas nécessairement { 0 }), par translation (le systéme est linéaire).

On peut méme envisager un ensemble cible plus “grand” mais toujours convexe, fermé : les
résultats énoncés ici sont toujours vrais et les démonstrations sont a peine plus compliquées.

Figure 7.1

Le théoréme 7.2.1 donne de maniere indirecte un renseignement sur la position de O par rapport
a A(zp,t*). On sait déja que 0 € A(xo,t*); le fait qu’on puisse séparer 0 du reste de ’ensemble
A(zo,t*) prouve que 0 est nécessairement sur la frontiere de A(xg, t*) :

0 € 0A(xo,t") .
En effet, si 0 était dans I’intérieur on ne pourrait pas séparer en raison du théoreme A.4.3 de
I’ Annexe A - Section A .4.
Nous allons maintenant détailler le résultat du théoreme 7.2.1. Dire que y € A(xg, t*) revient
a dire que I’on peut trouver u dans U tel que y = x[u, xo|(t*) ou x est solution de (7.1.1), et

réciproquement.
Ecrivons explicitement cette solution :

*

y = x[u, zo](t*) = ez + eV / e 5 Bu(s) ds .
0

D’autre part 0 € A(xg,t*) donne ’existence de u* dans U tel que x[u*, zo|(t*) = 0. On obtient

*

y= Wyttt / e % Bu(s) ds ,
0

t*
0= et! mo—i-eAt/ e ABu*(s) ds
0
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La relation (7.2.1) s’écrit alors

t*
Yueld <p, / A9 Blu(s) — u*(s)) ds> >0,
0

c’est-a-dire .
Yueld / <p, A=) B(u(s) — u*(s))> ds >0,
0

n

ce qui est finalement équivalent a
Pour presque tout s, Vv € U, <p, et (t**S)B(v — u*(s))> >0. (7.2.4)
n

C’est une condition nécessaire appelée Principe du minimum de Pontryagin.
On va transformer un peu la relation précédente. Soit la fonction vectorielle p* définie par

% tipx_
pi(s) = et p.
D’une part, cette fonction vérifie, pour presque tout s
YoeU, (p*(s), Blv—u"(s))),, >0; (7.2.5)

d’autre part elle est solution de 1’équation différentielle (homogene)

dp* At
g ) = —ATE) (7.2.6)
pr(t*) = p.

La condition (7.2.5) donne alors
Pour presque tout s, Vv € U (p*(s), Bv), > (p*(s), Bu*(s)),, -
Autrement dit, pour presque tout s de R, u*(s) est solution du probleme (P) :

inf H,(v def *(s), Bv
) (v) = (p"(s), Bv),

velU.

La fonction H ainsi minimisée a chaque instant par u*(s) est le Hamiltonien du systeme.
Nous pouvons résumer la situation sous la forme du théoréme suivant :

Théoreme 7.2.2 (Principe de Pontryagin, cas linéaire a temps minimum)

Soit w* une commande admissible transférant le systéeme de xy en x[u*,xo](t*) = 0, dans le
temps t*. Si t* est minimum, il existe une solution p* non identiquement nulle aux équations ad-
Jjointes telle que pour presque tout s, u*(s) réalise le minimum de I’Hamiltonien v — H(v) =
(p*(s), Bv),, surU.
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Une facon synthétique d’exprimer cette condition nécessaire est de dire que toute trajectoire T
et tout contrdle optimal u* vérifient le systéme d’(in)équations :

d* >k

%zAx*%—Bu*, %:—Atp*,

N . (7.2.7)
z*(0) =z, z*(t 0,

):
(p*(s), Bu*(s)), < (p*(s), Bv), ,YveU, pp.s.

Cet ensemble de conditions est typique en contrdle optimal (on pourra le comparer aux conditions
obtenues dans le chapitre précédent) : x* est 1’état optimal, p* est I’état adjoint.

7.3 Unicité

On va regarder de plus pres les contrdles susceptibles de vérifier (7.2.7). On suppose de plus
dans cette section que U est convexe et compact (en pratique U est souvent un polyedre borné).

Nous avons vu que si u* est un controle optimal alors pour presque tout s, u*(s) réalise le
minimum d’une fonctionnelle linéaire (v — < Blp*(s) ,v >p) sur U : c’est le principe de Pontrya-
gin. D’apres des résultats classiques de programmation linéaire, u*(s) est nécessairement un point
extrémal de U, sauf bien sir si la fonctionnelle est nulle sur une aréte, ¢’est-a-dire si Bip*(s) est
orthogonal a une aréte. On va faire une hypothese qui assure que ¢a ne peut arriver qu’a des ins-
tants isolés et que la commande est par conséquent nécessairement bang-bang, c’est-a-dire pour
presque tout s, u*(s) est un point extrémal de U.

On rappelle qu’une aréte est un segment joignant deux points extrémaux (ou sommets) de U.
On fait donc I’hypothese suivante

VpeR"™, p#£0, Vw € RP aréte de U
©(s) = p'eA* Bw n’a qu’un nombre fini de zéros sur tout segment compact.

(H)

Comme ¢ est analytique (H) signifie que ¢ n’est pas identiquement nulle. En réalité cette hy-
pothese “technique” n’est pas utilisable en 1’état. On admettra qu’une forme équivalente est donnée
par le critere suivant :

(H) VpeR™, p#£0, Vw € RP aréte de U
pt [B,AB,...,A"_IB]wszEO,

ce qui revient encore a dire que :
pour toute aréte w de U le rang de la matrice [Bw, ABw,..., A”_le] est maximal, égal a n.
Cette condition justifie la définition suivante :

Définition 7.3.1 (Systeme dynamique linéaire normal)
Le systeme décrite par ’EDO : d—f = Ax + Bu, u(s) € U, convexe, compact, presque partout,

est normal si
Yw aréte de U , Rg ([Bw, ABuw,... ,Anlew}) =n.
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Exemples
— Si U est strictement convexe (par exemple si U = { v | ||v]]2 < 1}),iln’y a pas d’aréte,
et donc le systeme est toujours normal.
—SiUestlecube { v | |v;] <1,i=1,...,p},ily ap directions d’arétes qui sont les p
vecteurs de base de R? ; donc le systeme est normal si et seulement si le rang de la matrice

[bi, Ab;, ... ,A”_lbi} est maximal (égal a n) pour les p vecteurs colonnes b; de B.
Si un systéme dynamique linéaire est normal, le contrdle en temps optimal, s’il existe, est nécessai-
uy + uj

rement bang-bang, donc unique. En effet si u] et u3 sont optimaux, alors v* = TQ est aussi

optimal et donc v* = u] = uj car composés de points extrémaux.
En résumé :

Théoreme 7.3.1 Si le systeme est normal et si O est atteignable, il existe une unique commande
en temps minimum qui est une commande bang-bang.

Remarque 7.3.1 Si U a un nombre fini de points extrémaux (si U est un polyédre compact et
convexe par exemple), la commande optimale est constante par morceaux : il n’y a qu’un nombre
fini de commutations.

7.4 Réciproque du principe du minimum

Le principe du minimum est une condition nécessaire. On va montrer que sous certaines hy-
pothéses c’est aussi une condition suffisante.

Théoreme 7.4.1 Si 0 € int U et si le rang de C = [B, AB,... ,A"_lB] est maximal (égal a
n), alors toute trajectoire vérifiant les conditions (7.2.7) du principe du minimum est optimale,
c’est-a-dire correspond a t* minimal.

Démonstration - Soient x*, t*, u* et p* vérifiant (7.2.7) et supposons qu’il existe & dans U
transférant le systéme en 0 en un temps ¢ < t*. On a donc

N t
[, 20] (1) = eAtwg + / A=) Ba(s)ds=0.
0

De plus (7.2.7) donne

e g —|—/ AT IBu (s)ds =0.
0
toA(t*

En multipliant la premiere relation par p* —1) et la deuxiéme par p*%, puis en faisant la

différence on obtient

i t*
/ p eI Ba(s) ds — / p*teA =By (s)ds =0,
0 0

t t*
/ p* eI B (a(s) — u*(s)) ds — /~ pteA By (s)ds = 0.
0 t
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La relation (7.2.7) entraine que
YoeU  p e =9B(v—u*(s) >0,
et u*(s) est un élément de U ; donc

t
/ p* e ) B (d(s) — ut(s)) ds > 0,
0

ce qui implique
/ pteA =By (s)ds > 0.
it*

Par conséquent sur un sous-ensemble I de [, t*] de mesure strictement positive, on a
YveU pteA =By > pr eI Byt (s) > 0.

Comme 0 est dans I'intérieur de U, on peut prendre localement v et —v (de normes assez petites)
autour de O en restant dans U et on obtient

YweUVsel pted9IBy=0,

c’est-a-dire
Vsel pted"=IB =0,

et donc p*? [B, AB,... ,A”le] = 0. Ceci contredit le fait que la matrice [B, AB,..., A”le}
est de rang n. U

[Exercices]

1. On va montrer que le rang de la matrice de contrélabilité peut étre n, sans que le
systéme soit normal.

. . dx .
Soient n=p=2 et le systeme : i u, ol

vuelU :={uelkl | |y <1l,i=1,....,p}.

Quel est le rang de la matrice de contrdlabilité M ?
Montrer que le systéme n’est pas normal.

2. On considere le systeme dont les équations d’état sont :

dx

dt ) O ) p )

u € U = { u mesurable sur R | u(s) € U presque partout }
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et
U={uelkRl | |u|]<1,1---p}.

Montrer qu’il y a un contréle extrémal, qui n’est pas optimal.

d
3. Avecn = p = 2, on considére : d—f =u , x9g=(—1,0).0u

u € U = { umesurable sur R | u(s) € U presque partout }

et
U={uelkRl | |u|]<1,1---p}.
(a) Montrer que A(xg,t) est toujours un carré.

(b) Montrer que le controle : ui(t) = 1, ua(t) = ¢(t) , ot @ est une fonction telle que
1

lp(t)] < 1 pour tout ¢ et/ ©(s) ds = 0, est optimal.
0

Il y a donc une infinité de contrdles bang-bang. Comment expliquer cela en fonction des
théoréemes connus ?

4. Traversée d’un bateau

Un bateau quitte le point Py(z0, yo) pour aller au point P; (0,0) (on ajuste les repéres pour
cela). La riviére a traverser a un courant de vitesse ¢ = ¢’ (¢ > 0). Le bateau traverse a la
vitesse U = v(cosy7'+ sin~)) avec v = ||7]] < 1.

Le contrdle du bateau s’exerce sur sa vitesse, par le choix de la direction. Soit donc u le
contrdle, fonction mesurable sur tout intervalle [a, b] de R définie par :

ult) = v(t) [ Zifz((g ] ol 0 < v(t) < 1.

La position (z(t),y(t)) du bateau a I’instant ¢ est donnée par le systeme différentiel suivant :

d
)y = ctot)siny(t)
dt
v € 10,2n] .
Wy = wt)cos(t)
dt 7
(a) Ecrire le systeme décrivant 1’état sous la forme
dX

Préciser les vecteurs X et F' et les matrices A et B. Décrire 1’ensemble des contrdles
U.
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(b) Peut-on toujours atteindre le point P, en partant d’un point Py quelconque de la rive
opposée ?
Décrire I’ensemble C des points Py contrdlables dans le cas ou la vitesse du courant
est inférieure a 1.
Dans ce qui suit on suppose que ¢ = 0.

(c) Pour un point Py fixé dans C, existe-t’il un contrdle permettant d’atteindre P; en un
temps minimum ? Si oui, ce contrdle est-il unique ?

(d) Ecrire le principe du minimum vérifié par un couple optimal (X, #). Montrer que I’état
adjoint est constant.

(e) Calculer explicitement le contréle optimal «* et 1’état correspondant dans le cas ou la
vitesse v est supposée constante et zg = —letyg = —1.

5. Probleme du pendule linéarisé

Le déplacement angulaire (compté a partir de la verticale) 6(¢) d’un pendule libre vérifie
2

I’équation différentielle ordinaire suivante : W(t) +siné(¢) = 0. Quand 6 est petit on
linéarise autour de O (avec sinf ~ f)etona:
d?0

() +0()=0.

On veut contrdler le pendule pour I’amener au repos, a la verticale en un temps fini, en
appliquant un contrdle u qui sera une force de “freinage”. Le systeme est alors décrit par

d?0
W(t +0(t) = wu(t),
6(0) = 0o, ()
do
w(0) = wpy, avecw = i

ol u € U = { umesurable | |u(t)] < 1p.p. }.
(a) Ecrire le systeme décrivant 1’état sous la forme
dx N t
i Az(t) + Bu(t) ,z(0) = z¢, ouz = [0,w]" . 3)
Préciser les matrices A et B. Le systéme est-il contrdlable ?

Décrire I’ensemble C des points x( contrdlables.

(b) Pour z fixé dans C, peut-on trouver un contrdle permettant d’amener le pendule au
repos a la verticale en un temps minimum ? Si oui, ce contrdle est-il unique ?

(c) Ecrire le principe du minimum vérifié par un couple optimal (Z, @). Est-ce une condi-
tion suffisante ?
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(d) Montrer que I’état adjoint associé a I’état optimal Z et au contrdle optimal u est de la

forme : L
_.\ | cost sint Do
p(t) = [—Sint cost] {p%] ‘

On pose p(l] = pcosd et pg = psiné ou p > 0. Montrer que :
u(t) = signe[sin(t — )] , p.p.

(e) Montrer que les trajectoires correspondant a u = 1 (resp. © = —1) sont des cercles de
centre (1,0) (resp. (-1,0)).
Donner un exemple de point de départ xo d’ol on peut atteindre 0 sans changer de
trajectoire.

6. Exemple du Rendez-vous spatial.- On considere ’exemple de la sous-section 4.3.2 du
chapitre 4 et on prend en compte la limite de puissance des moteurs en introduisant la
contrainte :

Vs € R u(s) € U C RP, U compact .

(Par exemple, s’il y a trois moteurs indépendants, |u;(s)| < 1).

On cherche a atteindre y(7") en temps minimum T.

Etudier I’existence et ’unicité du probleme. Ecrire les (in)équations du principe du mini-
mum de Pontryagin.

7. On considere le systeme suivant :

R LGRS

ot u € U = {umesurable ,u(t) € R%et|u;| < 1,7 = 1,2 p.p.} et 'ensemble cible est
{0}.

(a) Montrer que le probléme n’est pas normal.

(b) Etudier la contrdlabilité du systeme.

(c) On prend zp = (—1,—1). Décrire A(t; xo).

(d) Montrer qu’il y a unicité du controle optimal amenant 1’état de xy en 0 en temps
optimal.

On peut donc avoir unicité du controle méme si le probleme n’est pas normal.
8. Etudier completement le probleme de contrdle en temps optimal pour :

d
d—j:bx(t)—i—u(t) , b<0, n=p=1,
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10.

u € U := {u mesurable et u(t) € [-1,1] p.p.t },

et ’ensemble cible est {0}.

On considere le systeme suivant (n=p=2) :

“_[10]w0. =[],

u € U := {u mesurable ,u(t) € R®et |u;| <1,i=1,2ppt},

et I’ensemble cible est {0}. Montrer que 7' = 1 est optimal. Montrer qu’il y a une infinité
de controles optimaux mais que 1’état est unique.

On se propose de faire 1’étude complete du contrdle en temps optimal du systeme dynamique
décrit par I’équation d’état suivante :

p"(t) + 3p'(t) + 2p(t) = u(t) sur ]0, +oo[, p(0) = po1 ,p'(0) =po2 , 4)

ol p est une fonction deux fois dérivable de R vers R, p’ désigne la dérivée premiére de p
et p”’ sa dérivée seconde ; u est une fonction de contrdle continue par morceaux de R vers
R vérifiant

Vt>0 lu(t)] < 1;
o et gg sont des réels.
On veut atteindre la position p(t) = p’(¢) = 0, en un temps minimal ¢*.

(a) Ecrire I’équation différentielle du second ordre (4) sous la forme d’un systeme différentiel
2 (t) = Az(t) + Bu(t) , 2(0) = 2, ®)

ou z(t) = [p(t), p'(t)]'. On précisera les matrices A et B. Le systéme est-il contrdlable ?

(b) On pose
1 1
o= ]

Montrer que la matrice D = Q™' AQ est diagonale. On pose alors y = Q~'z. Ecrire
le systeme différentiel vérifié par y.

(c) Peut-on atteindre le point O = (0,0) en un temps minimal ? Si oui, que peut-on dire
du contréle optimal que 1’on notera u* ?

(d) On se place désormais en variable y. Ecrire le principe du minimum de Pontryagin.
Quelle est la relation entre le contrdle optimal et le signe de I’état adjoint ¢ ? Calculer
I’état adjoint en fonction de sa valeur en ¢ = 0 notée (g 1,¢o2). Montrer que u*
change de signe au plus une fois.
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(e) Résoudre I’équation d’état pour u(t) = 1 et u(t) = —1; montrer que les trajectoires
sont des paraboles. Dans chaque cas, donner la relation que doivent vérifier yo 1 et yo 2
pour que les trajectoires passent par O. Cette relation donne 1’équation cartésienne de
deux courbes P (pour u(t) = 1) et P~ (pour u(t) = —1); ce sont les courbes de
commutation. Dessiner ces deux courbes.

(f) Que se passe-t’il si le point de départ yg ne se situe pas sur P U P~ ?
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Chapitre 8

Programmation dynamique

8.1 Cas discret

8.1.1 Motivation

Jusqu’ici nous avons considéré des systemes “continus” : I’inconnue est une fonction (conti-
nue) d’un intervalle de R dans R™. Dans le cas du contrdle optimal a colit quadratique on a exhibé
un systeme d’optimalité “continu” que 1’on peut résoudre ensuite par différentes méthodes. On
peut faire appel a des logiciel de calcul formel (type MAPLE®) permettant de résoudre analytique-
ment un systeme différentiel linéaire, ou bien discrétiser le systeme et le résoudre en utilisant des
logiciels de calcul scientifique (type MATLAB® ou sciLaBO).

On peut aussi discrétiser le probleme de contrdle optimal deés le début pour en faire un probleme
de contrdle discret, I’équation différentielle devenant un systeme aux différences. Précisons ce
point de vue. Lorsque I’équation différentielle ordinaire est trés générale (non nécessairement
linéaire) le probleme de controle optimal s’écrit

min J(v) = J(xy,0) , v € Upq , (8.1.1)
ou xy, : [to, T] — R™ est (la) solution de

%(t) = p(x(t),v(t),t) , t €]to, T, x(to) = o ; (8.1.2)

— x0 € R" est donné,

— ¢ : R" x RP x R — R" est une fonction suffisamment réguliere (voir les conditions
d’application du théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ dans I’annexe A. par exemple) pour
que I’équation (8.1.2) admette une solution unique,

— Uyq est un sous-ensemble fermé , convexe de L?(0, T'; RP) de la forme

Uyg = {v € L*(0,T;RP) | v(t) €U pp.t €|ty T[}, (8.1.3)

ou U est un sous-ensemble fermé convexe de RP.

169
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On discrétise alors (8.1.2) par une méthode classique (par exemple la méthode d’Euler expli-
cite [7, 8]) ; on obtient un systeme aux différences de la forme :

{ Sﬂ(tk+1) = f(x(tk)?v(tk),tk) ) k= O’ s 7N -1
(8.1.4)
x(to) = o donné,
T — 1t

ouonaposé pour N € N* tp =to+k
Supposons que la fonction cofit J soit donnée par

N 5 T
J(w) = F(ao(T), T) + / Eao(t), v(t), 1) dt

to

avec F, L > 0. La encore, des formules de quadrature classiques permettent de donner une
approximation de J qui peut s’écrire par exemple :

N-1
J) ~ J(v) ¥ Fa )+ D Liwo(t), vlte), t) -
k=0

En définitive le probleme de contrdle discret s’écrit maintenant

=

-1

min F(z,(T),T) + L(xy(tr), v(tr), tr)
e

;

o

(P) v € Ugq

E )+ D= (xv(tk),v(tk),tk), k=0,...,N—1

Remarque 8.1.1 Les suites (tx), x,(tx) et v(tx) sont des suites finies (k = 0,...,N); nous
préférons garder la notation x,(ty,) au lieu de x, 1, (par exemple) qui semblerait plus standard,

mais qui ne reflete pas tres bien la dépendance de x,, par rapport a ty.

Avant d’étudier le probleme (P), nous allons préciser sur un exemple simple le processus de
discrétisation et d’approximation du probléme continu.

Exemple
Considérons le probleme de controle a cofit quadratique déja étudié dans le chapitre 5 :

( T a T
min J(v) = ;/0 (@ (t) — za(8)]? dt + 2/0 o(t)? dt + %[%(T) (T2

v E Uy ,

dCCiUtU (t) = (P(l'y(t), U(t)}t) ,t E]O,T[

2,(0) = x0 ,
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ol z, v, z4 sont a priori des fonctions de carré intégrable de [0, 7' dans R qu’on choisira pour cet
exemple continues et U, est un sous-ensemble fermé , convexe de L2(0, T') de la forme

Upg = {v € L*(0,T) | v(t) €U p.p.t€]0,T[},
et U est un sous-ensemble fermé convexe de R. T
On considére une subdivision de [0,77] : { t; = N ,k=0,...,N}depas At = —

— Commencons par discrétiser la fonction cofit. On peut par exemple utiliser la formule des
trapeézes pour calculer I’intégrale d’une fonction ¢ sur [ ¢y, tx11] ; plus précisément

N— 1

/ w0 / () dt

N—-1
k=

N
At T
> —- ,; 0 Yt +Y(te)] = N

[y

La fonction cofit discrétisée est alors

_ 1 2 T 2, T 2
I@) = g | T = 2D + 5 60) = a0 + g [n() = 2a(T)]
N—1
T 2
t oN [z(tk) — za(tk)]
k=1
N-1
+ 5 | O D+ 5 3 vl ]
Finalement nous obtenons
N-1
k=1
avec . T T
i L _ 2  al 2
Fa(T),T) = 5 (1+ 0)a(T) = za(T) + S o(T)2
_ T 2 OZT ) .
L(z(te) v(t), tr) = 5 [2(te) = 2a(te)]” + Sy o)™ k=1,...,N =1
T
L(z(0),v(0),0) = i [[2(0) — 24(0)]* + av(0)?] .
— L’équation différentielle se discrétise grace a la méthode d’Euler explicite par exemple. Cela
donne

2,(0) = x0 .
{ To(thr1) = xo(t) + N o(zy(tg),v(ty), tx) , k=0,...,N — 1.

Dans ce cas (4 (1), v(1e), 5) = (1) + o012, 0(16). 1)
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8.1.2 Principe d’optimalité de Bellman

On considere donc désormais le probleme discret

N—-1
min F(l‘v (T), T) + L(.T}U (tk), U(tk), tk>
(P) v € Uy -
ZTo(ter1) = flao(tr),v(tg),tx) , k=0,...,N — 1
ij(t()) = X0

Dans tout ce qui suit on adopte la notation suivante

N-1

Tr(x,v) = Y L(x(ty), v(te), tr) + F(x(T),T) , (8.1.5)
k=K

ou (0 < K < N —1etx estsolution de
X(tk+1) = f(X(tk),V(tk),tk) y k=K,...,N—1
X(tK) =xT.

En d’autres termes x est I’unique trajectoire associée a v et passant par x a I’instant ¢ .
Résoudre le probleme (P) revient a minimiser Jy(xg, v) pour v € Uyy. Rappelons que I’ensemble
U,q des contrdles admissibles est de la forme

Usa = {v: {tr Yock<n_1 — (R?)" | vestavaleurs dans U C R }.

T [}

A

Figure 8.1

Le principe d’optimalité que nous allons établir est fondé sur la remarque suivante :

Le point A correspond a I'instant ¢ = 0 (coordonnées (0, z)), le point C' a I'instant ¢t = T
(coordonnées (7', z(T"))) et le point B a I’instant ¢ = ¢k (coordonnées (tx, x(tx)). Le cott pour
aller de A a C' est la somme des cofits pour aller de A a B puis de B a C'. En effet

K-1 N-1

Jo(x,v) = Jap + Jpo = > L(x(tg), v(tk), k) + > L(x(tx), v(t), tx) + F(x(T),T)
k=0 K=K
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K-1

= Z L(X(tk),v(tk),tk) + JK(X(tK)’V) .
k=0

Le minimum pour aller de A a C' est égal au minimum pour aller de A a B plus le minimum pour
aller de B a C. En effet, s’il y avait une loi moins coiiteuse sur BC' on améliorerait (sans bouger
Jap) le colt global.
La politique optimale a une phase donnée B (c’est-a-dire commengant a I’instant ¢ ) ne dépend
que de cette phase et non pas de la trajectoire antérieure : c’est le principe d’optimalité de Bell-
man.

Pour résoudre notre probléme, on ne va pas chercher le controle optimal v(xg, t;) directement
mais scinder le probleme en plusieurs étapes. Plus généralement, on va chercher v(x, t;) ol = sera
la valeur de I’état (xv (tx) = z) aux différentes étapes intermédiaires.

8.1.3 DP’algorithme de programmation dynamique
L’équation de Bellman

Soit (z,tx) € R™ x [to, T]. On va considérer le probleme aux différences qui possede (z, tx)
comme phase initiale :

(Petavy) | ) = TGt 0) K<k <N -1

On suppose que ce probleéme a une solution et on note Vi (z) la valeur optimale du cofit
Jx (x,v) pour le probleme suivant :

Vi(zr) = minJg(x,v
N-1

=  min L(x(ty), v(ty), tx) + F(x(T),T)
Vi €Uad, K P

ou x(.) est solution de (Pg (z,v)), vk = (v(tg), K <k <N —1)et
Uad,K:{VK | VEUad}:{VK(tk), K<kE<N-1 | VEUad}.

Supposons Vi 1 1(y) connue pour tout y de R™ : on peut alors calculer la valeur de Vg ().

On se donne x dans R™ et on part de (x,tx) pour obtenir la solution x(.) de (Px(z,v)). A
I’instant suivant, ¢ i 11 I’état du systéme vaut x(¢x 1) : on sait alors trouver la trajectoire optimale
entre ¢ 41 et T puisqu’on a supposé qu’on connaissait Vi 11 (.). Plus précisément le cotit optimal
entre tx41 et 1" est

Vi1 (x(tx+1)) = Vi1 (f(x(tk), v(tk ), tx)) = Vi1 (f(z, v(tk), tK)) -

De plus
Jr(x,v) = L(x(tk), v(tx), tx) + Jx11(x,v) .
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On sait optimiser le terme Jx 11(x, V) : il vaut Vi1 (x(tx+1)). Par conséquent

Ik (x,v) = L(z,v(lk), tk) +Vi+1(f (@, v(tk), 1K) -
—_———
point de départ

On minimise sur la valeur v(tx) = w € U C RP. Finalement

Vi(z) = {Lré%l [L(z,u,tr) + Vi1 (f(z,u, tk))] . (8.1.6)

C’est I’équation de Bellman.

I’algorithme de programmation dynamique

Cette équation permet de calculer V; et v de proche en proche en partant de I’ensemble
d’arrivée C et en “remontant le temps”. En effet, a I’arrivée K = N et Jx vaut :

In(x,v) = F(x(T),T)
—_——
arrivée = départ
Par conséquent, pour tout x € C :
Vn(z) = F(z,ty) = F(z,T) . (8.1.7)
On obtient ainsi 1’algorithme de Programmation Dynamique :

Algorithme de Programmation Dynamique

1. Initialisation
k = N : Résolution de I'équation (8.1.7) pour tous les points de 'ensemble cible C.

2. Itération &
Vi—1(2) = min [L(z, u, th-1) + Vi(f (2, v, te-1))] -
3. k=k—1etonretourne a 2.

L’équation (8.1.6) avec la condition “initiale” (8.1.7) est une condition suffisante pour que V
soit le colit optimal mais la démonstration exige que V existe pour tout x € R". En fait V doit
exister pour toutes les phases accessibles (atteignables) depuis I’ensemble d’arrivée.

8.1.4 Exemples

Course au trésor

Etant donné 5 villes A, B, C, D et E possédant chacune un trésor ( 10, 5, 7, 4,3) et compte
tenu du réseau de transport et des cofits, on pose la question du chemin optimal (i.e. permettant de
gagner le plus d’argent).
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Figure 8.2 . Course au trésor

On rappelle que maximiser le gain revient & minimiser la perte ou le colit. L’étape d’initialisa-
tion revient a calculer V(7). Ici
-10
-5
V(z,T) € -7
—4
-3

ATétape T — 1, il y a 4 villes antécédentes possibles : Ay, B1, Cyet Dy;

VTfl(Al) = mdn[ L(Al,u,T— 1) + VT(f(Al,U)) ] .
—— S——
colit ville atteinte en partant de Aqavec le chemin u

Chemin pour aller de A; a AouaB
Par exemple :

f -10+1 — -9 (A) . Sy,
Aq { 942 — —7(B) ° chemin du haut A; vers A correspondanta ) = —9.

De méme

o -5+2 — -3 (B) . . Sy
By { 742 = -5 (C) chemin de B; vers C correspondant a )V = —5.

Les chemins optimaux sont indiqués par des fleches sur la figure 8.2.
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Affectation optimale de ressources

On considere le probléme d’affectation de ressources suivant : a chaque instant ¢; = iAt, i =
1,2,... on dispose des ressources y; € R™; on peut affecter ces ressources dans la période
(t;, ti+1) entre deux usages :

(a) rapporte le gain 2 par unité de ressource affectée mais il y a disparition de 20 % de ces res-
sources (amortissement).
(b) rapporte plus : le gain est de 3 par unité mais I’amortissement est de 50 % .

La décision a prendre a I’instant ¢; est donc la quantité de ressources u; € [0, y;] a affecter a

I'usage (a) (y; — u; étant affecté a I’'usage (b)). L’équation d’état est :

Yiy1 = 0.8u; + 0.5 (yl — u,) =05y +03u; = f(yi,ui,ti) .

La quantité de ressources a I’instant initial est £. Le critére a minimiser pour I’ étapes est

J(u,y) = Ji(ui, 1) + ...+ In(un, yn)

Y= (Yihi<i<n, u= (wi)i<i<n, Ji(uwi,yi) = —[2uw; +3(yi — ui)] = u; — 3y; .
Ecrivons les équations de la programmation dynamique pour les différentes étapes :

1. Instant T =ty = NA¢:

Vi (y) :Ogggyu—Sy: —3y etun(y) =0.

2. Instant tp_q :

Vn-1(y) = min Jy_1(u,y) + Vn(f(y,u,tn-1))
0<u<y

= Olgrluuglyu—?)y —3(0.5y +0.3u)

= min 0.1u—4.5y
0<u<y

=—45y
un—1(y) =0.

3. Instant ty_o :

Vn-a(y) = Or<nui£1y(u —3y) —4.5(0.5y +0.3u)
= min —0.35u —5.25y
0<u<y
= — max 0.35u+5.25y
0<u<y
=—-35.6y

un—2(y) =y.
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4, Instant {y_3:

Vn-3(y) = min (u—3y)—5.6(0.5y +0.3u)
0<u<y

= min —0.68u — 5.8y
0<u<y

= —6.48y
un—3(y) =y.

On continue ainsi jusqu’au nombre d’étapes désiré. Par exemple, si on se donne un probleme a 4
étapes, la solution sera :

ug=uz =0, ug =y2, vy = y1, Yo =& .

La valeur minimale du critere est —6.48 £. Le gain maximum en 4 étapes est donc 6.48 £.

8.2 Programmation dynamique en dimension infinie

L’examen du cas “discret” en dimension finie nous a permis de présenter les idées de base de la
programmation dynamique. On peut bien siir étendre le principe de la programmation dynamique
a des problémes non discrets, c’est-a-dire posés dans des espaces de dimension infinie. Nous
présentons dans cette section quelques résultats dans ce cadre (issus de [16]). La théorie est vaste
et compliquée. Pour une étude approfondie on peut se référer par exemple a [3, 17].

8.2.1 Présentation du probleme

On considere a présent un systeme dont I’état x est décrit par 1I’équation différentielle (a priori
non linéaire) (8.1.2) que nous rappelons

dx

) = p(x(t),0(0), ) t €l to, L, x(to) = 30
On a fait des hypotheses générales au début de la section 8.1.1 pour que cette équation admette
une solution unique x|[v, tg, zo](-). On considere également la fonction coiit

~ T
J(x,v) = F(x][v,to, zo](T)) —I—/t L(x[v, to, zo](t),v(t),t) dt ;

0
On s’intéresse au probleme de controle optimal (8.1.1) :

. def
min {Jmo,to (U) =

J(x[v, tg, xol,v), v € Ugq }-
L’ensemble des contrdles admissibles est donné par (8.1.3). Pour assurer 1’existence et 1’unicité
d’une solution de 1’équation d’état et du probleme de contrdle nous faisons désormais les hy-
poth&ses suivantes :
— et L sont uniformément continues sur K x U x I pour toutes parties bornées K de R" et
I deR.
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—  est dérivable par rapport a x sur R x RP x R et sa dérivée partielle par rapport a x est
continue et bornée sur R™ x RP x R.
>0, (@, u,t)ln < w1+ flull, + lall)  V(z,ut) ER" x U xR,
- >0, IkeR, Lz,u,t) > v|ulZ+k V(x,u,t) € R" x U x R (coercivité de L).
— F est continue et minorée sur R"
Ces hypotheses assurent I’existence de la fonction valeur pour le probleme (8.1.1)

V(:Uo,to) mf{JmO t0(V), v € Uyg }. (8.2.1)
Lorsque to = 7', V est donnée par

V(z,T)=F(z) VzeR". (8.2.2)

Principe d’optimalité de Bellman

Tout comme dans le cas ou la fonction valeur vérifiait I’équation de Bellman, nous allons mon-
trer que V vérifie aussi une équation. C’est une équation aux dérivées partielles non linéaire du pre-
mier ordre, appelée équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Pour cela, nous commencons
par montrer le principe d’optimalité de Bellman, analogue au principe discret énoncé dans la sec-
tion précédente.

Théoreme 8.2.1 On suppose les hypothéses précédentes vérifiées.
Soit (z,t) € R"x| — o0, T[et T € [t, T]. Alors, nous avons

.
V(z,t) = ulelglf </ L(x[z,t,u](s),u(s),s)ds + V(x[z, t,u](T),T) ) : (8.2.3)
ad t

Démonstration - On note Uyg1 = L*(Jt,7[,U) et Uyg2 = L*(|7,T[,U). Pour tout controle
U € Ugg on pose uy = Ujjyr| € Uad et ug = Uy € Ugg2. Létat correspondant a uy
partant de = au temps ¢ est la solution de (8.1.2) sur |¢, 7] avec tg = ¢ et zp = x. On le note
x1 = X[z, t,u1]. Cet état coincide bien slir avec x = x[x, ¢, u| sur I'intervalle [, 7]. De la méme
facon, I’état correspondant a us et partant de x(7) = x1 (7) au temps 7 est donné par x3 et coincide
avec X = x|, t, u| sur I'intervalle [7, T']. Par conséquent, nous avons

T
V(z,t) = inf </t L(x[z,t,u](s),u(s), s) ds + F(x[x,t, u] (T))>

uEULq

— inf (/TL<X1( ), u1(s),s) ds + TL(xZ(s),m(s),s) ds+F(X2(T)))

(u1,u2)E€Uaq,1 XUad,2

= inf (/t( 1(s),u s),s)ds—i— inf (/TTL(XZ(S),UQ(S),s)ds+F(X2(T))>>
)

u1 €EUgd,1 u2€UL4,2

= inf L u1(s), s) ds + V(x1(7), )>

u1€Uq4,1 t

— inf </t L(x[w,t,u](s), u(s), s) ds + V(x [x,t,u](f),f)) |

uEULq
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Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

On peut déduire du principe d’optimalité 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, aux points
ou la fonction valeur V est différentiable.

Théoreme 8.2.2 On suppose les hypothéses précédentes vérifiées. Soit (zg,tg) € R"x] — o0, T'.
Si V est différentiable en (xo, to) alors I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman a lieu en (xo, to) :

oy

E(xo,tg) —f—H(Io,to,va(xo,to)) =0 s (8.2.4)
oit 'H est ’Hamiltonien minimisé donné par
H(z,t,p) = inf (L(z,t,w) +p-p(z.t,0)) , (8.2.5)
we

Démonstration - On ne présente la démonstration que dans le cas (plus simple) ot U est borné.
Pour le cas général, on pourra se référer a [16]. Nous partons du principe d’optimalité en prenant
xog=m, t =tgetT =tyg+ h(avec h €]0,T — t¢ ). On obtient

to+h

V(zo,to) = 161be </ L(x(s),u(s),s)ds + V(x(to+ h),to + h) > , (8.2.6)
u ad to

ou x est la trajectoire (associée a w) vérifiant x(t9) = x9. Comme U est borné et que nous avons

supposé que

Ik 2 0,V(z,u,t) € R" x U xR e, u, )l < w1+ [lullp + [[2]ln),

on déduit que
' ()l < & (1+ [x()]n)

et donc
Vs € [to, to + h] Ix(s) — zol|ln < Kk |s—tol, (8.2.7)

pour toute trajectoire x,  désignant une constante générique indépendante de h et u. On obtient
avec I’équation différentielle

S

x(s) = 7o + / " o(x(0), u(0), o) do = z0 + / o (x(20), u(0), to) do + o(h) |

to to

pour tout s € [tg, to + h]; ici et dans tout ce qui suit o(h) est uniforme par rapport a u € Uyg. On
a donc en particulier

to+h
x(to+h) = zo + / o(xo,u(s),to) ds + o(h) .
to

En outre, V est supposée différentiable en (zg, to) : en appliquant le théoreme de dérivation des
fonctions composées, on obtient

oV foth
V(x(to+h),to+h) = V(xo, to)+h a(:no, to)+VaV(xo,to): </ o(zo,u(s),to) ds) +o(h) .
to
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En utilisant (8.2.7), la relation précédente et les hypotheses sur L, on déduit finalement de (8.2.6)
que :

forth oV
Viaoto) +o(h) = inf ( [ Loosuts)t0) ds + Viao,to) + 0 5 (o, to)
’U,Euad tO 8t

VoV 0, o) - (/t0+hgp(azo,u(s),to) ds>> .

to

Par conséquent, la quantité

1 [toth oy 1 [toth
inf <h/ L(zg,u(s), tg)ds + N (x0,t0) + VzV(xo, o) - (h/ (o, u(s),to) ds>>
t

uEULq to 0

esten O(h). On fait tendre h vers 0 en remarquant que pour tout p € R™, nous avons

1 to+h 1 to+h
lim inf <h/ L(zg,u(s),to)ds+p- <h/ (o, u(s),to) ds>>

h—0 ueuad to to

= inf L(zo,u,to) +p- ¢(xo,u,to) .
uclU

8.2.2 Cas quadratique

Considérons maintenant le cas d’un cofit quadratique avec une EDO linéaire comme dans le
chapitre 5. Rappelons brievement les données : I’équation d’état est la suivante

dx
{ O = Ax()+ Bl st T, 525)
x(t) = =z,
(on a choisi f = 0 pour simplifier). La fonction cofit est :
e e
J(x,v) = 2/ (x(s),Qx%(s)), ds+ (x(T), Dx(T)),, + 2/ (v(s), Rv(s)), ds. (8.2.9)
t t

Les propriétés des matrices A, B, @}, D et R ont été précisées dans le chapitre 5. On suppose
aussi qu’il n’y a pas de contraintes sur le contrdle.
Posons
V(z, t) = inf J(x,v) .
) L2(t,T[RP) (x,0)

L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman s’écrit :

o) 28N 1 1
e + ulélﬂgp <2 (x,Qzx), + 5 (u, Ru), + (Az + Bu, VxV)n> =0. (8.2.10)
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Apres avoir calculé le minimum, on obtient

oV 1 1, 4
Cette équation a lieu en tout point de R™ x R ou la fonction valeur est différentiable. De plus V
vérifie la condition finale :

1
Vz e R" V(z,T) = §<Dx,x)n.
Les résultats obtenus dans le chapitre 5 (Théoréme 5.3.1 ) nous donnent I’expression de V. Soit P
la matrice solution de I’équation de Ricatti (5.3.3)
dP

o= —A'P—PA+PBR 'B'P—-Qpourt <T, P(T)=D.

On vérifie que la fonction valeur V est définie par

1
V(z,t) = B (P(t)z,x), .
On retrouve également le fait que le contr6le optimal est donné par :

u(z,t) = —R™'B'P(x).

[Exercices]

[Cas discret]

1. On se pose le probleme d’allocation suivant : on a un certain nombre de magasins qui doivent
étre approvisionnés dans une denrée déterminée.
Pour éviter qu’ils n’entrent en rupture de stock ces magasins ont besoin d’une quantité suffi-
sante de marchandises. Le besoin de chaque magasin est exprimé par une fonction d’utilité :
utilité de n unités.
On veut connaitre I’allocation optimale des marchandises en fonction de la quantité totale
disponible, inférieure ou égale a 8. Les fonctions d’utilité sont données ci-dessous.

Magasin | — ! 2 |3 14 Suggestion : traiter le nombre de magasins
Unites g 18000 g(l) 28 38 comme le “temps” et le nombre total d’unités
6 | 60 64|72 160 allouées aux p premiers magasins comme
s |53 |ss|eo0lso z(p) (z(p) —x(p—1) = allocation au magasin
4 | a8 |39 | a4 | 20 n© p), et progresser de gauche a droite.
3140 | 32] 11130
2|20 |20 |10 |20
1 8 [ 1319 |10
0 0 01010
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2. Reprendre I’exemple d’allocation de ressources de la section 8.1.4. On dispose d’une quan-

tité initiale de ressources £ > 0. Montrer que V(z,n) = (5.5(0.8)" "2 — 10) & pour
n < N — 2. En déduire le gain maximal possible en NV étapes (pour N > 2). Quelles est la
stratégie optimale ? Combien faut-il d’étapes pour avoir un gain maximum au moins égal a
10¢?

. On considere le probléme de minimisation ou la fonction cofit est donnée par

N-1
J(z,u) = Z [aix? + biwiu; + ciul + diw; + eju; + fi] +laky +way + 2,
i=0

et la dynamique du systéme est donnée par 1’équation aux différences
i1 = o(zi,u;) = qixi + hju; + ki, i =0,...,N — 1.

On pose J;(z,u) = aia:? + b;xu; + ciu? + d;z; 4+ eju; + f;. Montrer par récurrence que la
fonction valeur optimale V; est de la forme

Vi(z) = pix® + gz + 14, i =0,..., N,

et déterminer les formules de récurrence pour p;, ¢; et r;.

On reprend le probleme de I’exercice précédent et on suppose que z(0) n’est pas spécifié,
et qu’on doit le choisir (comme toute la suite ) aussi pour minimiser .J. Comment utiliser la
solution de I’exercice précédent pour résoudre ce probleme ?

. On considere le probleme suivant : trouver «(0), u(1) et u(2) minimisant J donnée par :

J(x,y,u) = @HQ(U +°(1) + u*(1) + 2%(2) + y°(2) + u*(2),
Jo J1 Jo

avec les contraintes

x(i+1)=x0) +y(i) +2u(i), ety(i + 1) = z() — y(i) + u(i) .

6. Résoudre de deux facons le probleéme de contrdle quadratique suivant :

min {J(v) |v € L*(0,T) },

ou LT N T
I =5 [ wo-awrar [P,
2 Jo 2 Jo
avec y et v fonctions de [0,7"]| dans R, et y vérifie I’équation d’état suivante :

dy

i (t) = ay(t) + bv(t) ,y(0) =0, a,b € R*.
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(a) En écrivant le principe du maximum et en calculant explicitement le contrdle.

(b) En discrétisant par la méthode d’Euler et en appliquant I’algorithme de programmation
dynamique.
[Cas continu]

7. La fonction valeur n’est pas toujours dérivable en tout point.
Soit le systeme suivant dans R :

d
—X:u,x(t):az, U=I[-1,+1], L=0.
dt
Soit F' une fonction paire, réguliere vérifiant F’(z) < 0 pour tout z > 0.
(a) Montrer que la fonction valeur définie par

V(z,t) = inf F(x(T)),

uEULq
est paire et donnée par
| Flz+T-t) siz>0,
V(o t) = { F(z—(T—1)) siz<0.
Elle correspond aux contrdles optimaux u = 1siz > Oetu = —1sixz < 0.

(b) Montrer que V est réguliere sur R*x] — 0o, T'| mais qu’elle n’est pas dérivable (par
rapport a z) en (0,t) pour tout t < 7.

8. Soient F' une fonction de classe C* sur R et i = L%(]t,T[,[~1,1]) . On considére le
probleme de controle optimal gouverné par 1’équation d’état :

d
() =u(s)sur |t T] x(t) =,
etle coit: J(u) = F(x(T)) , avec u € Y. On note V la fonction valeur.
(a) Montrer que

Vee R, Vt<T V(z,t) = inf F(y) .
yeR,ly—w\gT—t

(b) Montrer qu’il existe toujours au moins un contréle optimal #. Est-il unique ?

(c) Ecrire la condition nécessaire d’optimalité en %. On définit I’ état adjoint p en généralisant
la définition du chapitre 5 par

dp, . _ _ ﬂ
P(s) = 0sur ] £, T[, p(T) = " (x(T)).
Montrer que
p)a(s) = min ps)v, pps LT (1)

En déduire I’expression du contrdle optimal.

(d) Ecrire I’équation HJB vérifiée par V en tout point ou elle est différentiable et déterminer
un controle feedback optimal.



184 CHAPITRE 8. PROGRAMMATION DYNAMIQUE




Annexe A

Rappels de quelques notions

A.1 Rappels d’algebre linéaire

A.1.1 Normes sur R"

On se place dans R™ (ensemble des vecteurs réels d’ordre n ). On notera {ey, - - -, e, } la base
canonique de R™ ou le vecteur e; a toutes ses composantes nulles sauf la i-eme qui vaut 1. On
rappelle que R™ est un espace euclidien de dimension finie quand on le munit du produit scalaire

:cy— szyza

ouvx = (r1, - ,xy) ety = (y1, -, Yn). On peut aussi écrire sous forme matricielle
(z,y) = XY

ol X et Y désignent les vecteurs colonnes correspondants 2 x eta y :

1 Y1
X = , Y = :
In Yn
et X' = [xq,---,xy] est le vecteur transposé de X . Ce produit scalaire induit une norme eucli-

dienne

La distance entre deux vecteurs de R™ est donnée par

[V

d(z,y) = ||z —yll = [Z(ﬂfz - yz-)2]

=1
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On rappelle que sur R™ toutes les normes sont équivalentes. On peut donc munir R™ de différentes
normes ; les plus courantes sont les normes “/,,” ou p est un entier non nul. Elles sont définies par :

], = [fo] : (A.1.1)
=1

La norme euclidienne correspond a p = 2 : c’est la seule des normes ¢, qui soit issue d’un produit
scalaire. La norme uniforme ou norme /. est définie de la maniére suivante

[2]|co = max |z;] . (A.1.2)
1=1,...n

Ly

A.1.2 Généralités sur les matrices

Dans tout ce qui suit on considere 1’ensemble M, (K') des matrices carrées n x n a coefficients
dans un corps K (en pratique R ou C).

Définition A.1.1 (Matrice symétrique) La matrice transposée d’une matrice carrée de M, (K)
A = [aijli<ij<n est A' = [aji|1<ij<n. On dit que A est symétrique si A = A'.

Définition A.1.2 (Matrice (semi-définie) positive)
Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels. On dit que A est semi-définie positive si

Vz e R" (Az,z)=2'Azx >0
Attention cela ne signifie pas automatiquement que tous les coefficients de A sont positifs.

Définition A.1.3 (Matrice définie positive)
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est définie positive si A est semi-définie positive
et

(Az,2) =0<2=0.

A.1.3 Propriétés spectrales

Définition A.1.4 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que \ # 0 est valeur propre de A
si on peut trouver x) € R"™, x) # 0 tel que Ax) = A\x). Le vecteur x) est appelé vecteur propre
associé a la valeur propre \. L’ensemble des valeurs propres de A est le spectre de A.

Théoreme A.1.1 Soit A € M, (K) et A € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. X est valeur propre de A.
2. A — M, n’est pas inversible
3. det(A— \,)=0.

On appelle polynome caractéristique de A :

Pa(X) =det(A— XI,) .
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Théoreme A.1.2 Soit A € M,,(C). A posséde n valeurs propres distinctes ou confondues.

Théoreme A.1.3 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Soit A € M,,(K) telle que toutes les racines du polyndéme caractéristique de A soient dans K.
Alors P4(A) = 0.

Pour des matrices symétriques réelles nous avons un résultat important.

Théoreme A.1.4 Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle sont toutes réelles. De plus
toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthogonale de vecteurs propres.

Rappelons qu’une matrice de M,,(R) est diagonalisable (dans une base de vecteurs propres) si on
peut trouver une base (de vecteurs propres) de R™ dans laquelle la matrice est diagonale.
Pour des matrices définies positives le résultat est encore plus précis.

Théoreme A.1.5 Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle semi- définie positive sont
toutes réelles et positives. Si de plus, la matrice est définie positive, les valeurs propres sont stric-
tement positives.

A.1.4 Conditionnement des systemes linéaires

La notion de conditionnement d’une matrice permet de “mesurer” la stabilité d’un systeme
linéaire. Plus précisément, soit A une matrice réelle inversible. On se donne un vecteur quelconque
(non nul) b de R™ et on s’intéresse au systeme linéaire : Az = b. On note x sa solution. Souvent
A et b sont le résultat de calculs ou de mesures et sont entachés d’erreur. On ne résoud donc pas
vraiment le systéme A x = b mais plutdt: (A + AA)(x+ Az) = b, ou AA est une “perturbation”
de A ou encore A(x + dx) = b+ db, §b étant une perturbation de b. On peut alors montrer que
les erreurs relatives commises sur la solution = sont contrdlées par un nombre noté cond (A)
appelé nombre de conditionnement de A. Plus précisément si x + Ax est la solution du systéme
(A+ AA)(x + Azx) = b, alors

[AA]

™
< cond (A .
AT

|z + Az —
De méme si x + dx est la solution du systeme A(x + dx) = b + Jb, nous obtenons

9] _ lob]]
el — 1]

ond (A)

Ici ||- || désigne indifféremment une norme vectorielle sur R™ et la norme matricielle induite définie
par: [|Al| = sup [[Az].
[lzll=1

Le nombre cond (A) qui est égal a || A| || A", mesure donc la stabilité du systéme. On dit que
la matrice A est bien conditionnée si cond (A) est voisin de 1. Dans le cas contraire, la matrice
est mal conditionnée.

Le nombre cond (A) dépend de la norme matricielle choisie pour la matrice A. On choisit ha-
bituellement la norme matricielle induite par la norme euclidienne || - ||2 et on note alors conda(A).
Pour plus de détails, on peut se référer au livre de P. CIARLET [7].
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A.2 Calcul différentiel dans R"”

Nous rappelons dans cette section les notions de base du calcul différentiel dans R™. Pour plus
de détails on pourra consulter le Cours de calcul différentiel de H. CARTAN [6].
A.2.1 Dérivées, différentielles
Dérivée, différentielle d’une fonction de R™ dans R

Soit f une fonction de plusieurs variables © = (x1,---,2;,) & valeurs réelles : f est donc
définie de R™ dans R.

Définition A.2.1 On dit que | est différentiable (ou dérivable au sens de FRECHET ) en un point
xo de R™ si on peut trouver une application linéaire de R™ dans R notée D f (o) ou f'(x¢) telle

que . |f(xo+ h) — f(zo) — Df(zo)(h)|
I[h]|=0 [|A]]

=0.

D f(xo) est Uapplication dérivée (ou différentielle ) de f au point x.

L application dérivée D f associe a g € R" un vecteur de R” appelé aussi gradient de f en zg
et noté V f(zp). Nous allons préciser les coefficients de ce vecteur gradient ce qui permettra de
calculer “facilement” D f(xo)(h).

Définition A.2.2 On dit que f est dérivable dans la direction d € R" au point xo de R" si
L Gt td) — ()

t—0+ t ’

existe et est linéaire par rapport a d. Quand d est le i éme vecteur de base e; de R™ , on dit que f

admet une dérivée partielle par rapport a x; et on la note . On a donc
€T
. xo +te;) — f(x 0
lim f( 0 l) f( 0) — f (1'0) \
t—0 t 8$Z

On a le résultat important suivant :

Théoreme A.2.1 Si f est différentiable en un point xo de R™ alors toutes les dérivées partielles
existent et le gradient s’écrit :

of

37331@0)
Y f(zo) = : : (A2.1)
L w
On a alors .
Df(wo)() = (Vi(zo). 1) = 3 2 (a) - hi (€ R)
=1 ¢

ot h = (hy, -, hy) .
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Dérivée, différentielle d’une fonction de R™ dans R"

Soit u une fonction de plusieurs variables x = (x1, - -, x,) a valeurs dans R" :
U R" — R™
r=(z1, ", 2p) = u(z)=(u(z), - un(z))

La définition de la dérivabilité pour u est la méme mais on fait intervenir la norme de R™ “a
Parrivée” au lieu de celle de R. Cette fois la dérivée (ou différentielle) en x n’est plus identifiable
a un vecteur mais a une matrice carrée d’ordre n appelée matrice Jacobienne que 1’on calcule de
maniere analogue au calcul du gradient :

811,1 6u1 8“1 i
6‘7:1(%) %j(ﬂﬁ) 87%(17)
. . ou; .
Du(z) = : - oz, () - : (A2.2)
ouy, Ouy, . Ouy
i 87:1(:1:) 87]-(1:) : (‘chn(x) |

de sorte que Du(x)(h) est un vecteur de R"™.

Dérivée seconde d’une fonction de R™ dans R

On peut alors définir la dérivée seconde de f (de R™ dans R), comme étant la dérivée de D f.
Plus précisément

Définition A.2.3 On dit que [ : R™ — R est dérivable sur un sous-ensemble (ouvert) S de R™ si
f est dérivable en tout point x de S (S peut éventuellement étre R™ tout entier).

L application dérivée Df : S — R™ associe a un point = de S le vecteur D f(z) = V f(x).
Cette application est définie dans R"™ et prend ses valeurs dans R”. Si elle est elle-méme dérivable
en un point xg de S on dit que f est deux fois dérivable en xg. Dans ce cas, la dérivée seconde
de f en x( est définie comme la dérivée premiere de D f. D’apres le paragraphe précédent elle est
identifiable a une matrice carrée appelée matrice Hessienne et définie par

B an 82f an -
aix%(xo) 0x10x2 (o) 0x10xy, (o)
) o :
D*f (o) = 830-6]; (o)
0f o 01 0
| w70 s 7 Gz |
ou 82f a?f o af
e 0 = g (o) = 5 | 3] a0).

Cette matrice est symétrique.
Donnons pour terminer quelques définitions
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Définition A.2.4 On dit que f de R" dans R est de classe C' (ou tout simplement C') sur S C R"
si elle est dérivable sur S et si sa dérivée est continue sur S.

Définition A.2.5 On dit que f de R™ dans R est C? sur S C R" si elle est deux fois dérivable sur
S et si sa dérivée seconde est continue sur S.

A.2.2 Le théoreme des fonctions implicites

On rappelle ci-dessous le théoreme des fonctions implicites dans sa forme générale ([6] p.61) :

Théoreme A.2.2 Soient E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvertde Ex Fet f : U — G
une application de classe C*. Soit (a,b) un point de U tel que

fla,b) =0.

On suppose que la dérivée partielle fz’/(a, b) € L(F;G) est un isomorphisme de F' sur G. Alors,
il existe un voisinage ouvert V de (a,b) dans E x F, un voisinage ouvert YV de a dans E et une
application de classe C!

g:W—F,

tels que la relation

(.Z',y) € Vetf(l.ay) =0,

est équivalente a
reEWety=g(z).

Rappelons qu’un espace de Banach est un espace vectoriel normé tel que toute suite de Cauchy
est convergente. En particulier tout espace vectoriel réel de dimension finie (isomorphe a R™) est
un espace de Banach.
Nous pouvons détailler le résultat en dimension finie : soient y = (y1, ..., Ym, Ym+1,---,Yq) €
RY et m fonctions g;, i = 1,...,m de R? dans R™ (¢ > m) vérifiant les propriétés suivantes :

— Les fonctions g; sont C! dans un voisinage de .

-gi(ly)=0,i=1,...,m.

991(y) 991(y)
dyi Oym
— La matrice Jacobienne J = : : , est inversible.
9gm(y) 9gm(y)
oy Oym
Alors il existe un voisinage V(9) de § = (Ym+1,Ym+2 - - -, Yq) dans R9™" et une fonction ¢ =

(®1,...,®p): YV — R™ C!tels que
- ylzq%(@), izl,...,m
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A.2.3 Laformule de Taylor

La formule de Taylor est un outil important en convexité. Nous la rappelons dans le cas général
(6l p. 77).

Théoreme A.2.3 (Reste intégral) Soit f : U — F une application de classe C"*' (E et F sont
deux espaces de banach et U est un ouvert de E). Si le segment | a,a + h| est contenu dans U, on
a:

L=t

fla+h)=f(a)+ f(a)-h+...+ %f(”)(a) : (h)"+/0 Tf<”+1)(a+th) ()"t dt.

Théoreme A.2.4 (Reste de Lagrange) Soit f : U — F une application n+ 1 fois différentiable ;
SUpposons
| £ ()| < M pour tout z € U .

Alors
1f(a+h) = fa) = Fa) h—...— ~FO(a) ()] < M

n!

[l
(n+ 1)1

A.3 Equations différentielles ordinaires (EDO)

A.3.1 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

La plupart des lois d’état en physique sont données par des équations différentielles ordi-
naires ou EDO. On cherche une fonction y d’une seule variable réelle ¢ a valeurs dans R" (c’est-
a-dire a n composantes) dérivable sur [ et solution de

dy

o (1) = F(tyt) sur L. (A3.1)

I est un intervalle ouvert ou une réunion d’intervalles ouverts de R ; F' est une fonction de R x R™
a valeurs dans R™. En réalité I’équation (A.3.1) est un systeme différentiel des que n > 2. Pour
assurer ’unicité d’une éventuelle solution, il faut ajouter des conditions supplémentaires. Les
primitives d’une fonction différant toutes d’une constante on peut fixer la valeur de la fonction en
un point donné. Il faut donc ajouter a la relation différentielle (A.3.1) des conditions “ponctuelles” ;
dans le cas ou on impose des conditions ponctuelles a la fonction (et a ses dérivées) en un point
donné on dit qu’on a un probleéme de CAUCHY . On dispose alors d’un théoréme général qui
permet d’assurer 1’existence et 1’unicité des solutions des problémes de Cauchy.

Théoreéme A.3.1 ( Théoreme de Cauchy-Lipschitz)
Soit le probleme de CAUCHY suivant : trouver y continue et dérivable sur I intervalle (ou réunion
d’intervalles) de R telle que

dy

(O) = F(t.y(t) sur I, y(to) = yo (A32)

outy € I et yg € R™ sont donnés.



192 ANNEXE A. RAPPELS DE QUELQUES NOTIONS

On suppose que la fonction F' est continue sur I X R™ et que F' est lipschitzienne par rapport
a la deuxieme variable y uniformément par rapport a la premiere t sur I, c’est-a-dire

IM >0,Vtel V(y,z) eR" |[F(t,y) — F(,2)]| < Mlly—=| .
Alors le probleme de CAUCHY (A.3.2) admet une solution unique définie sur I.

Démonstration - On trouvera la démonstration de ce théoreme dans le livie de M.CROUZEIX et
A.MIGNOT [8]. On y trouvera aussi un exposé détaillé de la théorie des équations différentielles.

U
La condition y(ty) = yo dans le probleéme de CAUCHY est une condition initiale .

A.3.2 Equations différentielles linéaires

On donne dans cette section quelques résultats concernant les équations différentielles ordi-
naires linéaires de la forme

(EL) %(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), t € I =]0,T]
:U(O) = o -

x est la fonction inconnue de I dans R”, u : I — RP, A(t) est une matrice carrée n x n pour tout
t dans [ et B est une matrice n X p pour tout ¢ dans /.
On considere I’équation différentielle homogene associée

dx
(EH) O = AWzt), t € I=]0,T]
x(O) = X9,

et on note z* la solution de (EH) correspondant a une donnée initiale 1:6 € R”, c’est-a-dire la
solution de ,
dx’
dt
Nous avons un résultat donnant la structure de 1’ensemble des solutions de (EH) :

(t) = A(t) 2'(t) ,t € I =]0,T[,2°(0) = .

Proposition A.3.1 L’ensemble des solutions de (EH) est un espace vectoriel de dimension n. De
plus, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) (2}, ..., x}) sont linéairement indépendants dans R"

ii) Pour tout t dans I, (x(t), ..., x"™(t)) sont linéairement indépendants dans R"

Dans ce cas, (z!(-),...,2"(-)) est un ensemble de solutions fondamentales de (EH) (en fait une
base de I’espace des solutions). La matrice

X(t) = [:El(t),...,x”(t)} ,

est une matrice fondamentale du systeme. Elle est réguliere pour tout £.
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Lemme A.3.1 Si X() et Y (-) sont deux matrices fondamentales du systeme, alors il existe C
matrice n X n, réguliére et constante telle que

X(t) =Y(t) C pourtout t .
On peut maintenant donner la forme générale des solutions de (EL).
Théoreme A.3.2 Pour xy donné dans R™ , l'unique solution de (EL) est donnée (grdce a la
méthode de la variation de la constante ) par
t
z[u, o) (t) = X () X 1 (0) 2o + X (2) / XY(s)B(s)u(s) ds .
0
Ceci est un résultat général pour des données A et B dépendant de ¢. Dans le cas ot A ne dépend
pas du temps le résultat est plus précis :
Théoreme A.3.3 Si A est constante, une matrice fondamentale pour (EH) est

. Aktk

k!
k=0

X(t) =Mt
et l'unique solution de (EL) est

rlu, = Mgy + et te_AS s)u(s) ds .
weaal(t) = Mag +e [ e B(s)u(s) d

A.4 Le Théoreme de Hahn-Banach

Le Théoreme de Hahn-Banach, sous sa forme géométrique, permet de séparer des ensembles
convexes. Il est trés important en analyse convexe et sert en particulier a exhiber des multiplicateurs
en optimisation. Nous rappelons ici la forme géométrique de ce théoreme qui est la seule utile dans
notre cas ainsi que des corollaires importants. Pour les démonstrations et plus de précisions nous
renvoyons au livre de H. BREZIS [5].

Dans tout ce qui suit £ désigne un espace de Banach (sur R) et £’ est son espace dual (¢’ est-a-dire
I’ensemble des formes linéaires f : £ — R, continues).

Définition A.4.1 (Hyperplan affine) Un hyperplan affine fermé est un ensemble de la forme
H={ze€eFE | afx)+8=0},
out o € E' est une forme linéaire continue non nulle sur E et 3 € R.

Dans le cas ou E est un espace de Hilbert H (en particulier si £ = R"™), on peut identifier H a
son dual et tout hyperplan affine fermé est de la forme

H={zeH |(r)y+6=0},

ol (-, -)p désigne le produit scalaire de H, o € H, a # O et § € R.
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Définition A.4.2 (Séparation) Soient A et B deux sous-ensembles non vides de E. On dit que
I’hyperplan affine H d’équation : a(z) + 3 = 0, sépare A et B au sens large si

Vie A alx)+5<0 e VyeB aly)+5>0.
On dit que H sépare A et B strictement s’il existe ¢ > 0 tel que

VreA ax)+<— e VYyeB aly)+p>c¢.
Donnons a présent la premiere forme géométrique du théoreme de Hahn-Banach :

Théoreme A.4.1 Soient A et B deux sous-ensembles de E convexes, non vides et disjoints. On
suppose que A est ouvert. Alors, il existe un hyperplan affine fermé qui sépare A et B au sens
large .

Ce sont les corollaires suivants que 1’on utilise essentiellement dans ce livre :

Corollaire A.4.1 Soir C convexe ouvert et x* ¢ C. Alors, il existe un hyperplan affine fermé qui
sépare C et x* au sens large, c’est-a-dire

Jae E,a#0,33€R telsque a(z*)+<0 et YreC alx)+>0.

Supposons connu le fait que I’intérieur d’un ensemble convexe est convexe (s’il est non vide). On
a alors

Corollaire A.4.2 Soit C un convexe fermé et x* ¢ Int(C). Alors, il existe un hyperplan affine
fermé qui sépare C et x* au sens large.

Corollaire A.4.3 Soit C un convexe non vide de R"™ et fermé et x* € C. Alors :
x* € Int (C) si et seulement si il n’existe aucune forme linéaire séparant x* et C.

Citons enfin pour mémoire la deuxieme forme géométrique du théoreme de Hahn-Banach :
Théoreme A.4.2 Soient A et B deux sous-ensembles de E convexes, non vides et disjoints. On

suppose que A est fermé et que B est compact. Alors, il existe un hyperplan affine fermé qui sépare
A et B strictement.



Annexe B

Correction des exercices

Chapitre 1

— Exercice 1
Soit N une norme d’un espace vectoriel E. Soient z, y € Eett € [0, 1].

N(tx + (1~ t)y) < N(te) + N((1 - t)y) = tN(z) + (1~ )N(y).

N est donc convexe.

— Exercice 2
(a) Supposons K convexe et soient x, y € R™ett € [0, 1].
— Siz ety sontdans K alors tx + (1 — ¢)y est dans K et

Ix(tz+(1—-t)y) =0=t Ix(z) +(1-t) Ik(y)
——— ———
=0 car ze K =0 car ye K

— Si x (ou y) n’est pas dans K, alors I (x) (ou Ix(y)) = 400, et I'inégalité de convexité
est trivialement vérifiée.
(b) Réciproquement. Soient x, y € K ett € [0, 1] ; par convexité de I

Itz + (1 —t)y) <t Ig(x) +(1—t) Ig(y) =0.
~—— ~——

=0 car ze K =0 car ye K

Comme Ik ne prend que les valeurs 0 ou +o0, I (tz+(1—t)y) = Oettz+(1—1t)y) € K.
— Exercice 3

(a) Supposons f convexe ; soient (u, ) et (v, 3) dans epi(f) et ¢t € [0,1]. Comme U est

convexe, tu + (1 —t)v € U et

fut (1 =t)) <tf(u) + (1 =) f(v) <ta+ (1 -1)5;
donc t(u, ) + (1 —t)(v, B) € epi (f).
(b) Réciproquement.

Comme (u, f(u)) et (v, f(v)) sont dans epi(f), t(u, f(u)) + (1 — t)(v, f(v)) aussi. La
convexité de f en découle.

195
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— Exercice 4

Soientz, y € Uett € [0, 1].
Viel o filtx+ (1—1t)y) <tfi(x) + (1 —1)fi(y) < tsup fi(x) + (1 —t)sup fi(y) -

iel iel
Donc sup f;(tx + (1 — t)y) < tsup fi(x) + (1 —t) sup f;(y).
iel iel iel
Exercice 5

1 1
On utilise la convexité de la fonction exponentielle avec — + — = 1. On obtient
p q

1
exp | - lo ap+110 b Slex log a? +1ex log b?
p g g p (log p (10g
p q b q

pour a, b > 0, c’est-a-dire ’inégalité voulue.

Exercice 6
On raisonne par récurrence : c’est vrai pour p = 2. Supposons que c’est vrai pour p — 1.
P
Soit (\j)i<i<p € (RT)P tel que Z Ai = 1. 11 existe donc ig tel que \;, # 0. Posons
i=1

p
w= Z Ai. Il est clair que A;y, po €]0,1[ et Xj; + 1 = 1. Soit (z;)1<i<p € RP. On

i=1,i%io
p
appelle x le barycentre des points (A, x;)i-;, de sorte que Z Aix; = pz. La convexité
i=1,i%io
de f donne
P
FO i) = Fuw + Nigziy) < pf () + Nig f (w4 -
i=1

p .

comme r = Z ~x;, on utilise I’hypothése de récurrence pour conclure.
i=1,i7io

Exercice 7

La condition suffisante est que les fonctions g; soient convexes et continues et que les fonc-
tions h; soient affines et continues.
Exercice 8

Soient Ay > A1 > 0. Posons t = M €]0,1].

2
Fu+Xv)=F(u+tiv) =F (1 =tu+t(u+ Av)) < (1—t) F(u)+t F(ut+ o).
Donc Fu4+Xv)— F(u) <t (F(u+ Av) — F(u)) = :\\;(F(u—i—)\lv)—F(U)),

c’est-a-dire ®(A;) < P(A2).

— Exercice 9

(@) z € dom (f) = f(x) < +o0.
(b) f* est convexe :

frly+ (1 —t)z)= s f<w7ty +(1—=t)z) — f(2)
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= sup (t({z,y) = f(z)) + (1 =) ({z,2) = f(2))) .

z€dom f

Comme sup(a + b) < sup(a) + sup(b) et sup(ta) < t sup(a) pour ¢t > 0, on a
frity+ (1 —t)z) <t f*(y) + (1 - 1) f"(2) -

(c) Evident avec les propriétés du sup.
(d)
. def | 0 siy=",
- pour () = ), £ =1 E{ 0 G
— Pour f(z) =k, f*(0) = —ket f*(y) = +oosiy # 0.
— Pour f(x) = § (Az,z) — (b,z) , [*(y) = 5 (A" (b+y),b+y) .
— Exercice 10

On montre que si f est lipschitzienne sur [0, 1] et dérivable, alors f’ est bornée sur | 0, 1] :
Soit 2z €]0,1] et h assez petit pour que x — h € [0,1]. Comme f est lipschitzienne sur

[0,1]
If (@ —=h) = f(@)]| < kAl

ou k est indépendant de x. En divisant et avec h — 0, on obtient que la dérivée a gauche est
bornée. On proceéde de méme avec la dérivée a droite (sauf en 1).
— Exercice 11
— [+ x v ||z||; est différentiable sur R™ — {0}. Elle ne 1’est pas en 0 ( elle n’est pas
Gateaux - différentiable non plus). En x* # 0,

f’(x*)-x:in—in.

z7>0 z7<0

x*

— f: x+— ||z||2 " est différentiable que sur R™ — {0}. En 2* # 0, f'(z*) = R
T2

— Exercice 12
(a) On applique le théoreme de représentation de Riesz a I’application linéaire a(u, -)
v +— a(u,v), pour u fixé. On définit ainsi une forme linéaire A, ; on voit facilement que
u — A, estlinéaire :4,, = Au.
(b) VJ(v) = Av —bet D2J(v) = A.
— Exercice 13
Résultat classique de calcul différentiel (avec les dérivées partielles).
— Exercice 14

b
J(y+tz)—J(y) = / (2% (z) + ty(z) 2(2)) dz

b
pour tout ¢t > 0. Donc VJ(y) - z = 2 / y(x) z(z) dx .

Chapitre 2

— Exercice 1
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1. Noncar lim J(z)= —o0.
T——00

2. Sia = 0 alors J est constante et ne peut pas &tre coercive. Si a # 0, il existe i, 1 <

10 < ntel que a;, # 0. On prend la suite x;, = —ka;,e;, (OU e; est le i eme vecteur de
base). Lorsque k — 400, on a ||zg|| — +oo et J(z) — —oo. J n’est donc jamais
coercive.

3. Non : prendre la suite 2™ = (0, —n).
4. Non : prendre la suite " = (0, —n).
5. Oui car J(x1,x2) = (x1 — 500)% 4 23 — 255 000.

— Exercice 2

A est symétrique, donc il existe une base de vecteurs propres orthonormés (u;)i=1,.. n.
les valeurs propres associées (\;)i=1,..» sont strictement positives puisque A est définie

n
positive. Soit x = E xz;u; dans R™. Nous avons
i=1

n n
(Az,z) = Z Ny (u, uj) = Z)\Zm? > Amin/|z|? -
ij—1 i1

La constante « peut étre prise égale a la plus petite valeur propre Apin > 0.
Exercice 3

11 suffit de considérer la fonction de R vers R définie par f(x) = 3.
Exercice 4

() I1'y a deux points critiques : (0,0) et (3,1). La matrice hessienne vaut [ _21 le ] .
Pour 29 = 0, la matrice a deux valeurs propres de signes différents. D’apres le théoreme
2.2.3 le point (0,0) n’est ni un minimum, ni un maximum. Pour zo = 1, la matrice est
définie positive. D apres le théoréme 2.2.4 , le point (%, 1) est un minimum strict.

(b) Le point (0, 0) est un point critique mais ce n’est ni un minimum, ni un maximum.

(c) Les deux points critiques sont (0,0) et (3, 3). Le point (0,0) n’est ni un maximum ni
un minimum car la matrice hessienne n’est ni semi-positive ni semi-négative. (3, 3) est un
minimum strict.

Exercice 5
Un rapide calcul donne pour tous u, v € R™"ett € [0,1] :
t(t—1)
Jtu+(1—t)v)—tJ(u)— (1 —1t)J(v) = — (A(u —v),u —v) .
D’ou (a) et (b).
La question (c) est une application directe du cours.
(d) Soientu, v € R"ett > 0
2
J(u+tv)—J(u):t(Au—b,v)+5(Au,u) . (B.1)

S’il existe u € R™ tel que : Vo € R", J(u) < J(v

~—

, ( B.1) donne apres division par ¢

Vo eR" (Au—b,v)+ = (Au,u) > 0.

N | o+
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En faisant tendre ¢ vers 0 on voit que (Au — b,v) > 0 pour tout v et donc Au —b = 0
('ensemble {w € R™ | Aw = b } n’est donc pas vide) ; par conséquent

t
Yo e R", Vi >0 5(Au,u)zo,

ce qui signifie que A est semi-définie positive.
Réciproquement, on choisit v dans 1’ensemble {w € R™ | Aw = b } qui n’est pas vide.
Si de plus A est semi-définie positive, la relation ( B.1) montre que J(u) < J(u + tv) pour
tout v € R™.
(e) C’est en partie la contraposée de (d). Elle s’en déduit immédiatement en supposant par
exemple que iean J(v) > —o0.

v n

— Exercice 6
Soient z la largeur, y la longueur et 2 la hauteur du wagon. V' = zyz et la somme des aires
et du plancher vaut A = zy + 2yz + 2xz. Les c6tés sont de longueur non nulle donc zy > 0

(par exemple) et z = —. On doit donc minimiser la fonction
zy

T+ 2V 2V
Az, y) :xy—i—QVw =ry+—+—".
xy
. . y3 = 2V . 3
Le systeme d’optimalité est : { I et on obtient x = y = V2V

— Exercice 7
(a) Le probleéme s’écrit
min J(a,b), (a,b,c) € R3,
n

ou J(a,b,c) = Z(mz — at? — bt; — c)* . Les inconnues sont (a,b,c) et il n’y a pas de

i=1
contraintes.
Sy S5 S
(b) 11 y a solution unique si la matrice A = | S3 Sz 57 | associée a la forme quadra-
Sy S N
N
tique est définie positive ( S = Z tf) .
i=1
- N -
St
i=1
a N
(c) Le systeme d’optimalité s’écrit: A | b | = Z xit;
i=1
N
>
L =1 |
— Exercice 8

(@) g1 =20et gy = 12.
(b) g1 =30 et g2 = 16.
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— Exercice 9

1. Comme e;, = x — T , on obtient

ekr1 = e +ary =ex +a(b— Alex + 7))
er + o Ox ex) = (I —aAeg
On conclut par récurrence.

. Dire que ey, converge vers 0 est équivalent a dire que le rayon spectral de [ — v A est

strictement inférieur a 1. Les valeurs propres de [ — o A sont (1 — « Ai)i=1,....n OU
(Ai)i=1,...n sont les valeurs propres de A rangées de maniére croissante. On doit donc

avoir : max [1 —a )| < 1c’est-a-dire :
i=1,....n

—l<l—aM<..1l—-alm1<l—-al,<1.

On doit donc avoir d’une part o > 0 (car les valeurs propres de A sont toutes stricte-
ment positives), et d’autre part

2
**<*)\1§---*)\n71§*)\n7
(0

2 2
c’est-a-dire — > A\; > ... A\yp—1 > A\, ; il suffit donc que o < pVe
(6% 1

. Le meilleur choix de « correspond au cas ot le rayon spectral p(/ —« A) est minimal.

Or p(I — aA) = max{|l — a\i|,|1 — a),|} . Une résolution graphique montre que
min max{|l — aAi],|1 — a),|} estatteint lorsque 1 — a\, = a\; — 1, c’est-a-dire
2

— Exercice 10

1.

lorsque o = .
d M+ A
1
= 0 1 ¢
A= 2 . et les valeurs propres sont 3 et >
0 —
2
_x
.= c2y et la fonctionnelle J associée est :
2

Cherchons le minimum de ¢(«) = J () + arg).
1 o ac

pla) =7 720 =51 +eii - 507 -

xi + ch,%

On vérifie que le minimum de ¢ est atteint pour o = 2 —5——=—2..
zy, + ¢y
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3. Un calcul élémentaire donne

2 2 2
c*(c— 1)$kyk (c— 1)$kyk
x = 55— et =55 .
k+1 CCi T c3y,% Yk+1 xi T cgyz
1 .. .
4. tpy1 = Ty pour tout k. Donc #5120 = % ce qui signifie que les droites O Py o

et O Py sont paralleles. Par conséquent, pour tout k, les points O, Py et Py o sont
alignés.

5. Calcul de 72 : )
Ye4+1 (1—c)xy, _ (1-0¢

ye  Ti+cdyl 1+
Donc
2 (1—c)? (1-0)?
T = = .
L+ c382)(1+ 32 1
( k)( k+1) (1 + 031%)(1 _ ct2)
k
2 = (1-0)
= -

1 342)(1 —
(1+2)(1 - =)

On retrouve apres calcul la formule annoncée. La quantité 7 est maximale quand

1 - <L
(ct— —t)2 est minimum c’est-a-dire nul. La valeur de ¢ correspondante est —.
c c

— Exercice 11

1. Evident
2. Comme A est symétrique (réelle) on peut trouver une base de vecteurs propres ortho-
normée ; ainsi (uq, . . . , uy) est une base orthonormée de Wy, et (ug1, ..., u,) estune
base orthonormée de W;-.
k
Soit x € Wy. On peut écrire = = Z x;u;. Donc
i=1

k k
(Az,z) =Y Na? > A a? = Nz,
i=1 =1

puisque les valeurs propres sont rangées en ordre décroissant. Par conséquent :

. (Azx,z)
At et an N |
cewy [lz]Z TN

et le min est atteint pour x = uy.

3. Cette question se traite comme précédemment en décomposant x € VV/,CL sur la base
ad-hoc.
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4. Soitn = Ax — Azx.

n

Inll3 = 1Az — Azl = Y (N — A)’af = (oin |A; — A3 -

i=1

On a donc
min |\ — A < ||77”2
1<i<n ]2

D’autre part |n|3 = || Az — \z||3 = || Az |3+ A?||z||3 — 2\ (Az, z) . C’estun trindme
du second degré en A dont on voit qu’il est minimal pour A = R4(z).

— Exercice 12
1. Montrons que les (v;)o<i<n—1 forment une famille libre (donc une base de RM).

N-1 N-1 Nl
zywww=¢2hww=0=”ﬁ(Zﬂﬂww>:°
1=0 =0 1=0

N-1
=V ) i (Avi,v) =0=V] a; (Avj,v) =0=VYj a; =0.
=0
=0 si i#7] #0 car v;7#0

2. Soitj €{0,...,k—1};
k-1

v;vf Av; v; (Avj,v;)
Cutey = 3 titten Sl
i=0 T

Dkvj =V — CkAUj =0.
D} Avj = Av; — A'Cl Av; ;

or Cj, et A sont symétriques. Donc A'C} Av; = ACy,Av; = Av; et D}, Av; = 0.
Quand k = N, Dy s’annule sur la base (v;)o<i<ny—1, donc Dy = 0et Oy = A~ L.

3. Si Dy, = 0 alors Cj, = A~!. Sinon on choisit v tel que Dy, (v) # 0 (par exemple un des
vecteurs de la base canonique de R™V) et on pose : v, = Dyv. Soitj € {0,..., k—1};

(Avg,vj) = (ADyv,vj) = (Dyv, Avj)
= (v, Av;) — (CrAv, Avj) = (Av,v;) — (Av, CLAvj) = (Av,v;) — (Av,v;) = 0.

4. Algorithme
1. Initialisation : vy € RY — {0}
2. ltération & : vy, ..., v5_1 connus.

Calcul de Cy et Dy, .

- Si D, =0 alors C, = A~}

— Sinon, on choisit v comme dans la question précédente (par exemple le
premier vecteur colonne non nul de Dy) et on continue.
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— Exercice 13 .
Si on cherche les zéros de la fonction f : © — «a — —, la méthode de Newton donne
x
précisément I’itération indiquée.
En généralisant aux matrices, 1’algorithme devient :

Byj donnée,
Bii1 = Br(21 — ABy,) .

Si on pose Cy = ABj, itération k s’écrit Cyy1 = 2C — C,g , c’est-a-dire I — Cy 1 =
(I — Cy)? et par récurrence : I — Cy, = (I — Cp)?" = (I — ABy)?" . Donc la méthode
converge si et seulement si p(I — ABy) < 1.

Lorsque A est symétrique, définie positive elle admet N valeurs propres réelles strictement

positives A;. Si on choisit pour By = I, un calcul rapide montre que p((I — AByp) < 1.

1
p(A)
— Exercice 14

Dans le cas ou les fonctions f; sont affines on obtient

Oifj(x1,2,...,2n) = aij .
La méthode de Newton relaxée s’écrit alors pour 1 < i <n

i—1 n

k+1 k
Z i T; + Z x5 — b;
— v

=1
I W

27

c’est-a-dire ‘
7

Zam Rl — Z awx +b; .

j=1 Jj=i+1

On reconnait la forme matricielle : (D — L)z*+! = U 2 4-b , caractéristique de la méthode
de Gauss-Seidel (voir [7]) ou D est la diagonale de A, L (respectlvement U) I’'opposée de
la partie triangulaire inférieure (respectivement supérieure) de A.

Chapitre 3

— Exercice 1
11 suffit de démontrer qu’on peut trouver trouver d #= 0 € R tel que

(Vhi(z*),d) =0,i=1,...,p et (Vgj(z¥),d) <0, jel(z").

P
Cherchons d sous la forme d = Z d;Vh;(z* Z 9;Vg;(z*). On va imposer
i=1 JEI(z*)

(Vhi(z"),d) =0, i=1,....,p et (Vg;(z7),d) =1, jel(z"),
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ce qui conduit au systeme linéaire suivant

Ve=1,....p Y di(Vhi(z"),Vhp(z*) + D 6;(Vgi(x*), Vhe(az")) =0,
i=1 jel(zv)
p
VkeI(x*) Y di(Vhi(a"), V(") + D 65 (Vg(a*), Vgr(a®)) = —1.
1=1 JEI(z*)

La matrice associée a ce systéme est une matrice de Gram, de la forme [(e;, e)]; % ou la
famille (e;) est une base. Elle est donc inversible. Par conséquent le systeéme considéré
admet une solution (unique) ce qui permet de trouver d.
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— Exercice 2

3.5 b

251 1

Figure B.1 : Ensemble des contraintes
Le point z* = (1, 0) est réalisable car les contraintes sont vérifiées. Calculons les gradients
des contraintes actives en z*.

g1(x*) = —21, g2(a*) = —w2, g3(a*) = a9 — (11 — 1)*.
* 0 x 0
Vorla) = () Vet = (1)
Ces vecteurs ne sont pas indépendants car Vgs(z*) = —Vga(z*), donc z* n’est pas
régulier.
— Exercice 3

Soient f € V et g son projeté sur H (sous-espace vectoriel du Hilbert V' ). Une ca-
ractérisation de g est donnée par le théoreme 3.4.1 :

11 suffit de choisir h = g + h avec h parcourant H pour obtenir I’équivalence annoncée.
— Exercice 4

1. Cfles relations (3.4.1) et (3.4.2).
2. Larelation (3.4.1) avec P(y) € C donne 0 < (z — P(z), P(xz) — P(y)). De plus

(x—P(x), P(x)=P(y)) = (x—y, P(x) = P(y))+(y—P(y), P(x) = P(y)) || P(y)—P(z)|*.

<0 avec (3.4.1)

3. Montrons I’inégalité de gauche :

ly = P@)II* — llz = P(2)|* =2 (& — P(x),y — )
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=lly =z +z = P(x) + P(z) = P@)|I* = [l = P(2)|* = 2 (¢ = P(x),y — )

= lly — 2+ P(z) — P(y)|* +2 (P(z) — P(y),z — P(z)).

>0

Montrons I’inégalité de droite :
ly = P@)II* = llo = P(@)|* =2 (¢ = P(x),y — )
=lly = PW)I” — (ly = P@)II* — ly — z]?)
=lly = PWII* = ly = P(y) + P(y) = P(@)|* + [ly — =/

= ly=P) 1>~ lly=P W) 1>~ P(y)—P(@)|*+lly—2|*~2 (y— P(y), P(y) — P(x))

>0 avec (3.4.1)

< ly —2|® = [P(y) — P(=)|*.
4. L’inégalité précédente avec y = x + h et h € R™ donne
0< fle+h) = fl) =2 (x— P(x),h) < [|A]* = [Pz +h) — P(2)|* < |[n]* .

Donc f est différentiable et sa différentielle est V f(x) = 2 (x — P(z)).

5. Lafonction g a pour expression

0 sizy >0etaxs >0
|SL‘1| sizy <Oetxg >0
9(x1,22) |2 sizy >0etzy <0

\/x%+m% sizgy <0Oetaxo <O0.

Cette fonction n’est pas différentiable aux points de la frontiere de C'.

— Exercice 5
L’équation de la droite de régression D est : x = at + b avec a ~ 0.512 et b ~ —0.6. Le
point le plus éloigné de D est M = (8, —2). La droite D’ est: x = at + b avec a ~ 0.715
et b~ —1.045.
xt

La droite A se calcule en posant b = 0 et a = 3, ~ (0.427 puis b = 1 et a ~ 0.28416 en
$2
utilisant les relations de Karush-Kuhn-Tucker.
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— Exercice 6
2 -1 0 Y1 3 21 —y2+3
VI(y)=Ay+b=| -1 2 -1 y2 |+ —1L|=|-n+2y—y—1
0 -1 2 Y3 2 —Y2 + 2y3 + 2
Le probleéme s’écrit
min J(y)

g(y) = -y <0

(P) h(y) =y2+y3=0
y €R3
—1 0
Vgly)=1| 0 , Vh(y) | 1
0 1

1. Le probleme a une solution unique car la fonction J est quadratique avec A définie
positive.

2. Les relations de KKT donnent A € R, 4 € Ret

A>0 (B.2a)

y1 > 0etyz +y3=0. (B.2b)

Ay1 =0. (B.2¢)

VJ(y) + AVg(y) + uVh(y) = 0. (B.2d)

c’est a dire
y1 >0, A>0, \y1 =0. (B.3a)
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Y2 +y3 =0 (B.3b)
2y1 — Y2 + 3—A =0
1 +2y2—ys—1+p =0 . (B.3¢c)
—yo+2ys + 2+ p =0
Si on reporte (B.3b) dans (B.3c) et on obtient
2y1 —y2 =-3+A
B.4
{ —y1+6y2 =3 B4
— Si y; > 0, avec (B.3a) on obtient A = 0. On résout alors (B.4) ce qui donne
y2 = 3/11 et y; = —15/11. On obtient une contradiction : ce cas est impossible.
— On adonc y; = 0 et (B.4) donne yo = 1/2 puis y3 = —1/2. La solution est donc
(0,0.5,—0.5).
— Exercice 7

Maximiser la fonction J revient a minimiser la fonction —J(x,y) ¢’est-a-dire (comme la
constante ne sert a rien dans une minimisation) & minimiser F(z,y) = 22 +y* — 14z — 6y.
Cette fonction est quadratique, associée a la matrice A = 21 qui est définie positive. Par
conséquent, le probléme a une solution unique.

Figure B.3 : Ensemble des contraintes
Les relations de KKT appliquées a ce probleme donnent

r+y—2<0, r+2y—3<0 (B.5)
Az +y—2)=0, Xo(x+2y—3)=0 ’

20 — 144+ X1+ X=0, 20 —6+ A1 +2X=0.
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On obtient alors successivement

__)\1—1—)\2—14 __)\1+2)\2—6
- 2 Y= 2
3\
)\1(—>\1—72+8):0, Aa(=A1 — By +20) = 0.

3\
Si A\ # 0, larelation précédente donne \; = —72 + 8 puis A\a(—A2 —8) = 0. Comme A2

est positif on a nécessairement Ao = 0. On obtient alors \; = 8, z = 3 ,y = —1. Toutes
les relations de KKT sont satisfaites. Comme la fonction est strictement convexe elles sont
aussi suffisantes. Par conséquent le point trouvé est bien la solution

— Exercice 8
Pour trouver le minimum sans contraintes on résout le systtme Az = b. On obtient x¢g =
(—=3/2,—1/2,—1/2) qui n’est pas réalisable. Le minimum avec contraintes (s’il existe) sera
donc différent.
Une fois de plus la résolution des relations de KKT fournit une solution : z* = (1,1,0).
On peut méme vérifier que J(xo) = —3/4 < J(z*) = 1/2.

— Exercice 9

1. Maximiser f revient 2 minimiser — f ; on s’intéresse donc a g = —f.
Les lignes de niveau de g sont des paraboles :plus précisément

gz, 2) =a <=1y = (11— 1)’ +1—a.

On veut trouver « le plus petit possible, donc x5 le plus grand possible tout en restant
dans I’ensembles de contraintes /. On translate donc la parabole (P),, vers “le haut”
jusqu’au moment ou on “sort” de K, c’est-a-dire quand elle est tangente a la droite A
d’équation zo = 1 — x;. Le point de tangence est la solution cherchée. Il faut donc
écrire que ce point est (P), N A et que les dérivées sont égales en z7 ; cela donne
d’une part

332:(361—1)2—1—1—04 etxo=1—1x21,

c’est-a-dire

(x1 — 1) +21—a=0;

d’autre part

—1=2(z; — 1) c’est-a-dire x; = 0.5..

On en conclut que la solution est (0.5,0.5).
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Figure B.4 : Résolution graphique

2. Ecrivons a priori les équations de KKT (on pourra vérifier a posteriori que la solution
trouvée est bien un point régulier) :

r1+x9—1<0et —z129 <0, (B.6a)
Vg(l‘l,l’g) + )\1V(l‘1 + 20 — 1) — )\QV($1$2) =0, (B.6b)
Ai>0,1=1,2, (B.6¢)

)\1(331 + 20 — 1) =0 et Mz =0. (B.6d)

L’équation (B.6b) est équivalente a

201 — 24+ A —Xoxo=0 et —1+ XA —Aox1=0.

— Si 1 = 0, on montre successivement que \; = 1, z9 = 1 et Ay = —1 ce qui est
impossible.

— Si 9 = 0, on montre successivement que x; = 1, A\; = 0 et Ao = —1 ce qui est
impossible.

— Finalement x1x9 # 0, donc Ay = 0; on en déduit que z1 = 0.5 puis que z2 = 0.5.
3. On ne peut pas appliquer la méthode d’Uzawa (manque de convexité).
4. Se fait comme précédemment.

— Exercice 10
La droite de régression D est donnée par x = at + b avec a ~ 7.6836 et b ~ —13.161.
En réalité la concentration initiale est positive. La droite de régression D’ est alors donnée
parx = at + baveca ~ 5.96 etb = 0.
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Figure B.5 : Droites de régression
On voit sur le dessin que la courbe des données est tres loin de la droite de régression qui
est la “meilleure possible”. La loi n’est donc pas linéaire. En réalité, elle est de la forme
c(t) = ae' + be™! | sachant que la concentration initiale est positive. Il faut donc résoudre
le probleme de moindres carrés suivant :

11
min{J(a,b) = » [ae’ +be™" —z;]* | b >0}
i=0
ou les couples (¢;, z;) sont donnés par le tableau. On écrit ensuite les relations de KKT que
I’on résout.

Exercice 11
On se place dans R?, et on note z = (21, 73).

@) = % (Ba, ) + (b,z) = %(ﬁ +azd) + 21

|10 1 _ | +1
o= 2 0] o[ asso - e [ 221
2. Tout minimum est un point stationnaire et doit donc vérifier Bx = —b, c’est-a-dire :

r1=—letaxry=0.

(a) Sia =0, lamatrice B n’est pas définie. On n’a donc pas unicité. On peut vérifier
que tous les éléments de la forme (—1, z2) minimisent f. En effet

1 1 1
V(z1,79) € R? f(21,22) = Sl 1) - 525 =[f(=La).
Il y a donc une infinité de minima. Si o # 0 le seul élément susceptible de réaliser
le minimum est z* = (-1, 0).
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(b) Si a > 0, la matrice B est définie positive et donc x* est le minimum (unique).

(¢c) Si a < 0, la matrice B n’est pas positive et d’apres la condition nécessaire du
second ordre, il ne peut y avoir de minimum.

:IZ1+1:|

3. a=2.Alors Vf(z) = [ 9

(a) Le probleme avec contraintes admet une solution unique car B est définie positive
(et donc f est strictement convexe, coercive) et I’ensemble des contraintes

1
C:{(x17x2)€R2 ] \/x%+x§§§}

est non vide, fermé (et méme borné).

(b) Pour écrire les conditions de KKT nous allons écrire la contrainte sous la forme
équivalente

e~ =

(z1,22) €C <= 27 423 <

Soit A > 0 le multiplicateur associé a cette contrainte ; on obtient

1

1 +14+2\x1 =0, 229 + 2 20 =0.

:E%—{—.T%S

11
Comme ) est positif on a donc 2 + 2\ # O et z2 = 0. Donc z; € [—5, 5]

1
Si A = 0 alors 7 = —1 ce qui est impossible. Donc A # 0 et z; = 5 ou
1 1 3
T1=-3- Sizg = 3 alors A = —5 e qui est impossible.
1 1
Donc 1 = —3 (et dans ce cas A = 5). La solution est donc z* = (—0.5,0).

— Exercice 12
(a) g* est le max de deux fonctions convexes, donc convexe. (g7)? est la composée deux
fonctions convexes dont la premigre est croissante : elle est donc convexe.
La dérivée de s +— (s7)? est 25T et celle de (g7)2 est 2¢".g™.
(b) Classique, car J est continue et coercive.
(c) J. est coercive comme J car supérieure a J. Elle est aussi continue et strictement
convexe. Donc (P;) a une solution unique ..
(d) J. est différentiable, donc V.J(z.) = 0. On obtient la relation (&) désirée.
(e) Soit « la plus petite valeur propre de A. On a, pour tout x € K

o m + . 2
S =G+ 2 (S <) shw =t @)

En particulier, pour x = 7 : %HCCEH2 —(byze) < J(Z) =< 4.

Donc a|zc||? — ||b]| ||z<]| — 7 < 0 . Cela entraine que z. est borné indépendamment de ¢.
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g+(l‘€)

De méme, avec (B.7), on voit que i
NG

. . def . ~ <
(f) On peut extraire de (z.) une sous-suite (z,, = z.,) qui converge vers Z. D’apres (e),

;" (z,,) converge vers g; (Z) d’une part et vers 0 d’autre part. Donc & € K. De plus,

reste borné indépendamment de &, pour tout ¢.

J(@n) < Je, (w0) < Je, (2) = J(2) ,

implique J(Z) < J(Z). Par conséquent, Z est une solution de (7). Par unicité de cette
solution £ = Z. Le raisonnement étant valable pour toute valeur d’adhérence de la famille
(z¢), il n’y a donc qu’une seule valeur d’adhérence et la famille entiére converge vers Z
quand € — 0.

m m
(g) 11 suffit de chercher d; = Z d;cj en résolvant le systeme Z d;(cj,c,) = 0 pour k # i
i=1 i=1

m
et Z d;(cj,c;) = 1. La matrice associée est une matrice de Gram inversible car les (c;)
i=1
sont indépendants, d’ou I’existence de d; qu’on peut ensuite normer.
(b, di) — (Aze, dy)
(cis d;)
Iest.

(h) On peut donc extraire (par un procédé diagonal) une sous-suite de la famille (hg)m
telle que chaque hén converge vers un réel h’. On passe ensuite 2 la limite dans (£.) pour
obtenir (€). Remarquons aussi que chaque h est positif ; donc h* > 0 pour tout 4. Enfin, si
9i(Z) < 0, pour tout &, assez petit on a g;" (z.,) = 0 et donc k. = 0. A la limite k' = 0.
Ceci permet de retrouver la condition de complémentarité.

— Exercice 13

En multipliant (£.) par d; on obtient h’ = qui est borné puisque z

1. Dire que x* est régulier revient a dire que h/(z*) # 0 (et h(z*) = 0). Le systéme
d’optimalité permettant de calculer =™ est

@)+ AW (x*) =0
(S0) { h(z*) =0.

2. Le systeme d’optimalité permettant de calculer une éventuelle solution de (7P;) est

f(x)+ AW () =0
(1) { h(gc) —t.

3. Soit la fonction G définie de R x R x R™ dans R x R par
G, A ) = (f'(2) + A (2), h(x) 1) .
G(z*,\*,0) = (0,0) et la différentielle de G en (x*, \*, 0) par rapport a (z*, \*) est

H(xz*,\*) qui est inversible car x* est régulier. On peut donc appliquer le théoréme
des fonctions implicites.
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4. F(t) = f(z(t)). Le théoréme des fonctions implicites et la composition des fonctions
dérivables donne
F'(0) = f'(x(0)).2"(0) = f'(z7).2(0) .
1

De plus: 1 = (hoz)'(0) = K/ (2(0)).2'(0) = W' (x*).2'(0) . Donc 2'(0) = D) et

F'(0) = ‘Z:Ei:; = —\" d’apres (Sp).

— Exercice 14
1. Le raisonnement est le méme pour les sous-questions (i) et (ii) (on le fait sur —F' pour

(i1)).

L application u € U — L(u,v) est strictement convexe et U est un convexe, fermé et

borné. Donc ’inf est atteint en un point unique noté o (v) .

(iii) Soit v, une suite maximisante, ¢’est-a-dire v, € V et G(v,) — m = sup G(v).
veV

Comme V' est compact, on peut extraire de v,, une sous-suite (encore notée v,,) conver-

gente vers v* € V. (Remarquons qu’on pourrait conclure si on savait que G est conti-
nue, ce qu’'on n’a pas montré.) Soit u fixé dans U ; comme v € V +— L(u,v) est
continue on a : limy,_, 4 oo L(u, vy) = L(u,v").

Or G(vy,) < L(u,vy,) pour tout u ; donc, en passant a la limite on obtient

m = sup G(v) < L(u,v™) pour tout u € U .
veV

Donc m< in[f] L(u,v*) = G(v*) lequel est inférieur a m . D’ou la conclusion.
ue
) 1 1 . .
(iv) Posons v, = (1 — —)v* 4+ —v. La suite u,, = ¢(v,,) est dans U qui est compact.
n n

On peut donc en extraire une sous-suite (notée de la méme facon ) convergente vers
u* € U. Comme G(v*) = L(p(v*),v*) < L(u,v*) pourtoutu € U , on a en
particulier G(v*) < L(u*,v*). D autre part, £(u, -) est concave donc

G(0") > Glon) = £lotm, 0n) > (1= =) Llun,07) + 1 Llutn,v)
Par continuité de £(-, v) et par passage a la limite, nous obtenons G(v*) > L(u*,v*).
Par conséquent
G(v") = L(u",v7) = L{p(v),v") ;
par unicité u* = ¢(v*). Cela prouve aussi que la suite n’a qu’une seule valeur d’adhérence
et qu’elle converge entierement. Montrons maintenant que pour tous v € U etv € V

L(u*,v) < L(u*,v") < L(u,v").
On a déja L(u*,v*) = G(v*) < L(u,v*) pour tout u € U. D’autre part,
L(u*,v*) = Gw*) > L(un,vn)

> (1- %)E(un, o) + %ﬁ(un,v)
(1- %)G(v*) + %L’(un,v) .

Vv

Donc G(v*) > L(uy,v) pour tout n et par passage a la limite G(v*) > L(u*,v) .
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2. On applique ce qui précede a L, qui est strictement convexe par rapport a u. Donc il
existe un point selle (u), v¥) de £,, sur U x V, ¢’est-a-dire

n’ n
C(uf0) + S| < £l 0s) + bl < Lluvl) + ]l
mn’ n n — mno n n n — Y n n )

comme U et V' sont compacts on peut extraire des sous-suites convergentes (notées de
la méme fagon) vers u* et v* respectivement. Comme en particulier

* * 1 * * 1
E(unvv) < ﬁ(urwv) + EHun”Q < E(u? Un) + gHuHQ )

et avec la continuité des différentes applications, on peut passer a la limite et obtenir
YueU, YveV Lu*,v) < L(u,v*),

ce qui est exactement dire que (u*, v*) est un point selle de £ sur U x V.

— Exercice 15
Le systeme d’optimalité permettant de calculer une solution » du probleme est

Au+CtA=0
(S) {Cu:O.

(a) L’algorithme d’Uzawa s’écrit ici :

1. Initialisation
k=0 :choix de \? € R™

2. Itération & :
A e R™ est connu ; calcul de u* = —A—1Ct\k,

3. Calcul de \F+1 = \F + pOu>.
4. Critére d’arrét

(b) Voir I’exercice 9. du chapitre 2.

(c) Grace a (S), il existe au moins un vecteur A € R™ vérifiant Au + C*\ = b.

D’une part \**1 = \F + p; poCuF+! par Ialgorithme, et A\ = A + p; poCu, d’autre part.
Donc

XL, = X = X2, 4+ 23O = w2, + 2 prpn (M = X, Ol = )

[N =A% < 1IN = AR, + (prp2)? (ICCH| ™+ — w7
+2p1p2 (Ct()\k - /\),uk‘H - u)n .
Comme

bt =k — p (AuF — b+ CIN) etu = u — p1(Au— b+ CtN)

nous avons
prCT (N = 2) = (I = pr A)(u* — ) — (" —w)
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et donc
I A2 < NS = AR, A+ (p1p2)?[CC* | = 2p2) [+ —
+202 8] — |y [[u* — ulln
INFT = AR, <IN = A+ () [CCY = 2) b+ — a2
+p2B(I[u T — |} 4+ [JuF = wll7) ;
D’ol
A 12 ARHL )2
0< I lm |l 7 + (Pip]|CCH| =2+ 23) ub T —u?

P2 P2
=Bl = wll? + [uF —ul2)

c’est-a-dire en posant v = —(p?p||CCt| — 2 + 23)

/\k —\ 2 )\k-i-l Y 2
et < (P22 gtz - (=2 g -z

. .. 2(1—-7)
Sion choisit py < ——— alors vy > 0.
p?IICC:II ,
A" = Allz

(d) Posons alors oy = + B|juf — )% . Ce qui précede montre que (oy,) est

2
une suite positive et décroissante. Donc elle converge et a1 — o — 0. L'inégalité de la

k O — Qg4

question (c) montre alors que u* — w car ||u* — u||? <

(e) A priori on ne peut rien dire de la suite (\x) sauf si le rang de C est m. Dans ce cas
A — Near CPAF = —AuF — —Au = CtA.

Exercice 16

(a) J est continue, coercive et strictement convexe et I’ensemble des contraintes est fermé :
le probleme admet donc une solution unique.

(b) Comme les vecteurs lignes de B sont indépendants, la condition de régularité est satis-
faite pour tout point. Donc toute solution vérifie les conditions de KKT qui sont les relations
(2). C’est une condition nécessaire et suffisante car J est convexe.

(c) C’est le théoreme 3.5.5.

(d) Si (u, p) est point selle de £ alors

vo e RV, Vg e RM  L(u,q) < L(u,p) < L(v,p).

Cela entraine en particulier que Bu = 0 et donc £, (u,p) = L(u,p) et L,(u,q) = L(u,q)
. Comme L(v,p) < L, (v, p) on obtient que (u, p) est point selle de £, également.
Réciproquement, si (u, p) est point selle de L,., par convexité et grace au théoréme 3.5.5. on

. ;1 .. r .
déduit que v réalise le minimum de J, = J + 3 | B - ||3; sous la contrainte Bu = 0. Donc,

de nouveau L, (u,p) = L(u,p) et L,(u,q) = L(u, q). La troisieme inégalité s’en déduit.
(e) On reconnait I’algorithme d’Uzawa. La relation (3) correspond aux relations de KKT
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avec J, au lieu de J.

(f) La relation (i) s’ obtient en prenant la norme au carré de p"+! = p" + p,, Bu". La relation
(ii) se déduit de (6)- (3) qui donne Au™ + rBBu" + B!p™ = 0; il suffit ensuite de prendre
le produit scalaire avec u"™. (iii) est immédiate.

(g) Immédiat

(h) La suite ||p"||3, est décroissante, minorée donc convergente. La différence ||p"||3, —
[ 1||3, tend vers 0. Donc nEToo (A", a")y =0.etu, — u.

(1) Similaire a ce qui précede

Exercice 17

(a) Le Lagrangien est

DN |

Lly.p) =5 (Ayy), — (b,y), + > pi [(eivy), — %l -
=1

Cette fonction est strictement convexe et coercive par rapport a la variable y et donc le
probleme

h(p) = mi
(1) ;Ieller}Lﬁ(y,u),

a une solution unique y,, caractérisée par V,L(y,, 1) = 0.

P
Donc y,, = A" (b - Z 1 C; > et en reportant dans £(y,, /), on obtient

=1

(k) = L0 10) = =5 (Bps ), + (ds )y + 1

avec

_ _ 1 _
B=((c,A 1Cj)n)1§i,j§p7 d=((ci,A 1b)n_%)1§i§p eta= 5 (0,4 1b)n :

(b) A € R? vérifie les conditions de KKT pour le probleme (P) (dont la solution est y*), si
et seulement si

p
Ay*—b—FZ/\zCz:OGt (ijy*)n:ﬁ}/jv.jzla"-vp7
=1

p
c’est-a-dire si et seulement si y* = A1 <b — Z i Ci ) et
i=1

p
(Cj,A_lb)n—Z)\i (Cj,A_lci)n =% j = 1,...,p,
=1

ce qui revient a —B X = d, c’est-a-dire VA(A) = 0 qui est la condition nécessaire et
suffisante pour que A soit solution du probleme dual

h(X) = max h(p) (D)

(c) Lalgorithme d’Uzawa pour le probleme (P) s’écrit :
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1. Initialisation
k =0 :choixde \° € RP

2. Itération £ :
M\¢ e RP est connu ; calcul de y* € R™ solution de

in L(y, \*
min (y,A")

p
c'est-a-dire yF = A1 <b— Z PV ci> .
=1
3. Calculde M*tavec : Mt =M+ p (ei,) —vi, i=1,....p,
ou p > 0 est un réel fixé (choisi par I'utilisateur), c’est-a-dire apres calcul

A’““:Ak—p(B)\k—d) .

4. Critére d’arrét
(d) L’algorithme du gradient pour le probléeme (D) s’écrit :

1. Initialisation
k =0 :choixde \° € RP

2. Itération £ :
AF € RP est connu ; calcul de M+ avec (AL = \F 4+ p VA(AF) |
ol p > 0 est un réel fixé (choisi par I'utilisateur), c’est-a-dire

A’“*le’“—p(B/\k—d) .

3. Critere d’arrét
(e) On remarque d’apres ce qui précede que 1’algorithme d’Uzawa appliqué au probleme
primal (P) revient a appliquer 1’algorithme du gradient sur le probleme dual (D).
— Exercice 18
(a) C’est le théoreme 3.2.1. La convexité de P provient directement de celle de U et J.
(b) Voir I’exercice 2.6.1.2. P est non vide et est réduit a un seul élément d’apres le théoreme
3.1.2.
(c) i. J est continue sur un compact, donc il existe au moins une solution et P est non vide.
Il n’y a en général pas unicité.
ii. La relation (9) se montre comme dans I’exercice 2.6.1.5 (relation (B.1)) avect =1, u =
Um, €LV = Umpm41 — Um.
La caractérisation (3.4.1) du projeté de u,, — p(Au,, — f) donne

Yu e U (U, — p(Atp, — ) — Umt1, U — Umy1) < 0.

On I’applique avec u = u,,, pour obtenir la relation voulue.
Avec (9) on obtient alors

1 1
S (Um41) = J (um) < _;Huerl_UmHQ"‘HA”HUerl_UmHZ = (14l1=2) ttm1 =t -
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1
Donc si 0 €]0, po[ avec pg < —— la suite (J(u,)) est décroissante. Comme elle est

1]
minorée, elle converge et la différence J (ty,+1) — J (un,) tend vers 0. La relation précédente
montre alors que ||um+1 — U || — 0.
La suite (u,,) est bornée, donc on peut en extraire une sous-suite (u,,, ) convergente vers
u. D’apres ce qui précede uy,, +1 — u. De proche en proche on voit que la suite entiere
converge vers 4. A la limite @ vérifie : & = w(u — p(Aa — f) c’est-a-dire

Yue U (p(Ad — f),u—au)y <O0.

Ceci signifie que @ € P. Si on change p on change la suite (u,,) et on peut ainsi trouver un
autre élément de P.

Exercice 19

(a) L’inégalité de gauche est démontrée dans la preuve du théoréeme 2.4.1 grace a la formule
de Taylor avec reste intégral. On y a aussi prouvé la coercivité de J. L’inégalité de droite
vient de la relation (11) et de la convexité de J due a I’ellipticité (en effet le gradient est
alors fortement monotone) (Théorémes 1.3.2 et 1.3.2).

J() = J(u) < (VJ(w),v—u) = (VJ(u),v—u), +(VJ(v) = VJ(u),v —u),

< (VI (u),v =), + VI () = VI (@)l [0 = ulln < (VI (u),v — ), + M |lv—ull; .

(b) U est un convexe fermé non vide (car les ¢; sont convexes continues). J est continue
et coercive, strictement convexe car elliptique. Donc le probleme (P) a une solution unique
notée u.

(¢) Voir le chapitre 3.

(d) Soit p > 0 fixé . Utilisons la caractérisation du projeté de A + p®(u) sur R’? (Théoreme
34.1):

A eRT,

A=Pr(A+ pP(u)), p > 0fixé @{ (A4 p®(w) — A s~ N),, <0,V € R™

S AeRTet (P(u),n—A),, <0,pourtout 1 € R .

En choisissant i = A + €, avec € > 0 puis 4 = A — € si A > 0 on obtient le résultat voulu.
(e) Un couple (u, A) est un point-selle du Lagrangien L si et seulement si :

L, 1) < L(u,N) < L(v,A) -
L’inégalité de gauche est équivalente a
AERT, O(u) <0, et (A, P(u))m =0

c’est-a-dire A = Py (A + p®P(u)), p > 0 fixé Considérons maintenant 1’inégalité de droite.
Soient t €]0, 1[, w € R" etv = u + ¢ (w — u). On obtient

Lu,A) = J(u) < J(0) + (A, @) ), 5

Jw) < Ju+t(w—u)+NS(u+t(w—u)))

m
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<Ju+t(w—u)+1—-1t)\2w)), +t N 2(w)),,
par convexité de ® et A > 0. Comme (A, ®(u) ),,, = 0 nous obtenons
Ju+t(w—u))—Ju) +t N ew)),, >0,
puis par division par ¢ et en passant a la limite (¢ — 0) :
(VJ(u),w —u)p+ (X, ®(w))m > 0.

La réciproque se démontre avec la convexité de J.
(f) Soit

TEW) = SI0l2 + (VI (04) ko) O, B(0)m

k+1

il est clair que Jf est coercive et continue, donc le probléme définissant ©” est bien défini

et a une solution unique vérifiant

1
Vo e R S([o]2 = [0 2) (VI @h) v — ) 4o (X @) —0(tth) .

m

En utilisant la m&me technique que dans la question précédente (puisque ® n’est pas sup-
posée dérivable) on obtient le résultat désiré.

(2

— Montrons (12) : on sait que
A= P A+ p®(u)) et \FTL = PL(WF 4 pd(ufH1))
En utilisant que P est une contraction, nous avons
INHE = A5, <IN+ p@(uh ) A= p@(u)]7,
< A=A+ 2R ) =@ (w7, + 20 (A = AR, @(u) - @(uMH1)

On obtient
1
200 — X, ®(u) — ®(uF ), < ;(IW“ = A7, = [N = M2 + pC?[|uf T — w2

— Montrons (13) : nous avons d’apres la question (e), avec v = uktl

e (V) uh ! = w)o + (A, @(uF))0) 2 0
et d’apres la question (f) avec v = u

(W — k1 eV I (uF), u — uF ), + eV, B(u) — B(uFHY),, > 0.

Apres sommation on obtient (13).
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— Montrons (14) :
(VI (uF) = VI (u),u — a1,
= (Vj(uk)’u - uk)n + (VJ(uk),uk _ uk+1)n + (VJ(U), uFtt — U)n
a
2

sJ(u)—J(uk>—%Huk—uui+(w<uk),uk—uk“)nu(uk“)—J(u>_ kt1

T =7
d’apres la question (a). Donc
(VJ(WF) = VJ(u),u —uFth),

< @) = I (W) + (T ), uF = b, = 2 (=l + [ = u)2)

M, k @ k k
< Sl = w2 = 2 (=l 4 o =)

toujours d’apres la question (a).
— Montrons (15) : on reporte (12) et (14) dans (13 ) ce qui donne

0< (uk+1 _ uk’ U — uk+1)n
M. k @ k k
be |Gt = a2 = 5 (a1~ ul?)
1
g (I8 = M = I = 22 ) + 907 (I —ull?)

En utilisant (v — ¥ u — 1), = (WP —uF u — uP), — [[uFTt —ul2) et

(WM — P u— )y = (W = u— )+ e -l

Lok ok Lk K
= St =2 = 2 (I =l = =)
on obtient la relation cherchée.
(h) Posons
ca—1 k g k
B = =g =l N = s

la derniere inégalité de la question précédente devient

eM —1 C?

Bret1 = Br < [uf =T+ (o= — )™ T (B8)

1 2
Si O<e< i et 0<p< C—O; alors (i1 — PBr > 0 et la suite (f) est alors

décroissante. Comme o < M la suite () est positive. Donc elle converge et la différence
Br+1 — By tend vers 0. En reportant dans (B.8) on voit que ||u**! — w2 — 0. Comme 3
converge, elle est bornée, ce qui permet de conclure.



222 ANNEXE B. CORRECTION DES EXERCICES

Chapitre 4
— Exercice 1 .
La solution de I’équation différentielle proposée est : z(t) = ! .
1 — (Zo=21) o(r—E)t
Zo

Si g = x1 la solution est constante, égale a 1. On est et on reste a 1’état d’équilibre.
De méme, si x¢ # x1 et t — 400 on constate que la solution tend vers 1’état d’équilibre .

Chapitre 5
— Exercice 1 o
v(t) = —t* + Bt + g,
(a) La solution du systeme (1) est donnée par 3 B,
x(t) = gt?’ + Et + vot + g .
On suppose que zo = 0. Il faut résoudre z(3) = z* et v(3) = 0. S’il n’y a aucune contrainte
2(1’* - 2110)

. 2 .
sur v et 3 on obtient o« = —(3vg — 22™) et § = . Dans le cas de contraintes

3
on met le probléme sous la forme

{ min J(X) =

N o . ~
ou X = [ 3 ] . La fonction cofit est

2

2
J(a, B) = (x(3) — 2*)2 + v(3)% = <Za + gﬁ + 3vo — x*) + <zo¢ +38+ v0>

Apres simplifications, la matrice M et le vecteur b obtenus sont

15
9 5 4vg — x*
M = 15 13 etb = Evo—x* .
2 2 3
Enfin g(X)=—-8<0.
(b) Le probleme de controle optimal s’écrit
o F 1 2 g 2
min J(u) = 5(y(3) —ya)*+p [ wu(t) dt
0
dy 0
— = Ay(t) + Bu(t 0) =
o — a0+ Bu(®) 90 = | |

ult)=at+ 4, >0,

avec
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Ici @ = 0, R = pI et D = I (avec les notations du cours) et Y = { w affine, avec
B=u(0)>0}.

Le systéme d’optimalité pour la solution (i, @ = at + 3) est :

%(t) — Aj(t) + Ba(t) sur] 0,3], 5(0) = yo
%(t) = —A'p(t) sur ] 0,3[, p(T) = %(3) — ya

V(a,B) €R x RT /03<Btp(t)+at+ﬂ,(a—oz)+(ﬁ—ﬁ)t>dt >0

Posons p = (p1, p2)!. La derniére relation devient

3
Y(a, B) € R x RT /0 [D2(t) + &t + B] [(a« — @) + (B—B)t] dt >0.

(c) Résolution : on le fait avec la premiere approche en écrivant les équations de KKT qui
donnent ici : (X, \) est solution de

MX +b— [ ?\ =0
B>0,A>0,\3=0.
3200
Dans ce cas b = | 8600 car vo= 60 km/h = 1000 m/mn.
3

e Si 3 # 0 alors A = 0 et on obtient 3 ~ —800 ce qui impossible.
e Par conséquent 3 = 0 et le systéme nous donne :

3200 - 8600 15
f=———~-=3bbetA\=——+4+ —a=200.
«Q 9 e 3 + 5 «a
x(3) = 600m et v(3) = —600m/mn. La voiture est loin d’étre stabilisée. C’est méme peu

réaliste d’avoir une vitesse négative ! !
e Remarquons que le cas sans contraintes fournit la stabilisation complete mais avec 8 =
—800 < 0. C’est donc la contrainte 3 > 0 qui n’est pas réaliste.
Exercice 2
Nous avons (avec les notations du cours)
7r
n=1,Q=1,R=1,D=1,B=1, T:§etzd(s):cos(s).
Le systeme d’optimalité s’écrit :

d

df:x—i—u, z(0)=0,

dp T T
o = P atas p(5) =2(3)

u=-p.
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Mw:(&?+V§—&@C>&@+<&@C+GC—¢2

Posons X = (z,p)’. Nous avons X’ = AX + f avec f = (0,z4)". La solution de cette
EDO est

X(t) —eAtX(O)+eAt/te_Asf(s)ds, avec A = < _11 :1 ) :
0

La solution (obtenue par exemple avec MAPLE© ) est:

x(t) = — <2+\/§+3\/§C> eﬁt+ (30\/5_2—{_\/5) e_ﬁt+écos(t),

12 12

et

12

—V2t 1 . 1
b ) e —1—3 sin (t)+3 cos (t),

. . . 7T ™
la constante C' étant ajustée avec la relation p(E) = :E(§)

— Exercice 3

On procede comme précédemment :

n=1,Q0Q=0,R=1,D=1,B=1,A=0,T=1etzg=0..

d

Q%ZU’ z(0) = a0,
Le systeme d’optimalité est : dp

U=—p.

Cela donne p(t) = x

—~

1), z(t) = —x(1)t + x. Par conséquent, z(1) = %. En définitive

t 2
—%,ﬂ@:mﬂ—?ajz%l

p(t) =5 . ult)

— Exercice 4

Le probleme de contrdle optimal est associé aux matrices

A:[ib}, B=1I, , Q:[ao} ,R:[Ag} etD=0.

d 0 g 0
De plus on note X = [ g ] , U= [ Zl et f = zg = 0. On peut appliquer les
2

résultats sur 1’équation de Ricatti. Avec les données du probléme, on obtient

a(t) = —R~'B'p(t) = -  (t) = P() X (1),

RIS
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avec
P o _ _ X _ _ -
% = AP -PA'+P>—-Q, P(T)=0 et% = (A-R'P(t)) X(t), X(0)=0.

La résolution se fait ensuite soit par un logiciel de calcul formel comme MAPLE© soit par
approximation numérique (avec MATLAB\Y par exemple).

Exercice 5

(a) Application directe du cours.

(b) Utiliser le théoreme 3.1.1.

(c) L'application v — z(v) est affine de R™ dans R" donc z'(u) - w = A~'Bw. Par
composition

(J'(u),w), =(2(u) —20,2 (u) - w), + N (u,w),,=(2(u) -2z, A7'B w), + N (ww),, .

Par application du théoreme 3.2.1, on obtient la relation (6). Si K = R™ cette relation est
équivalente a J'(u) = 0.

(d) On pose y = z(u) et Alp = y — zy. La relation (6) implique que u est solution de (5) si
et seulement si

Vo e K (y—zO,A_lB(v—u))n—l-N(u,v—u)m20

> (A'p, A7'B (v - u)), + N (u,v—u),, >0
— (Btp,v—u)m+N(u,v—u)m >0

= WwekK (BthrNu,v—u)mZO.

Si K = R™, ¢’est équivalent a Bfp + N u = 0, ¢’est-a-dire u = —— B'p. Par conséquent,

u est solution si et seulement si le couple (y, p) est solution de (8).
(e) L’itération courante de 1’algorithme du gradient projeté donne

Un+1 = Pr(un — pJ' (up)), o p>0.
Comme J'(u,,) = (A1 B)!(2(un) — 20) + Nu,, = B'p, + Nu,, ot on a posé
Alp, = z(up) — 20 et Az(up) = f + Buy, ,

on obtient u,+1 = Pg(u, — pBlp, + N uyn) . Ceci est équivalent au systéme (7) avec
(Yn, Un, ppn) & la place de (y,u, p).

Exercice 6

(a) C’est une suite récurrente donnée de maniere explicite : elle est définie de maniere
unique. On peut toutefois écrire le systeme sous la forme AY = BV + F ou

1 0 ... 0 a0

1 Vo .
_ : 0
Y = 7V: 7A: .al L 0 ’ 7F:

YN UN-1

0 ... —ay_q 1 0
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et B =diag(b;);—0,.. n—1. Les calculs sont comme ceux de I’exercice 5.6.5.: DY (V) - W =
A-lBW.
(b) La fonctionnelle J peut s’écrire de la maniere suivante :

1 1 1
JY) = 5YtAY + §a0y§ - 5vtla%v ,

ou A = diag(ey)i=1,...n et B = diag(f;)i=o,... n—1. Une condition suffisante pour que le
probléme admette une solution (unique) est que B soit définie positive, ¢’est-a-dire 3; > 0,
pourtout? =0,..., N — 1.

(c) Lorsque yg = 0, la solution est V' = 0.

(d)-(e) Voir I’exercice 5.6.5.

(f) Exprimons le premier terme de la relation (12) :

N N-1
> aidilyi —5) = Y (i — aipir1) (i — Ui) + Dy (yn — )
=0 i=0

i=0 =1
N-1
= Po (Yo — %o) — > bi(vi — ;) -
o =0

La relation (12) est donc équivalente a (14).

Sild =R™, onadonc v; = —Eipi_i_l pour touti =0,..., N — 1. Si on pose
i

"0 % 0 ... 0 T
0 0 v 0
F: . . . . 0 ,
0 —yn-1
L0 0o 0 |

b2 _ _ — — —
avec y; = é, on obtient BV = —I'P. Comme A'P = AY et AY = BV + F, on obtient

7
AY = —T(AH7TIAY + F, c’est-a-dire TY = F avec T = (A + ['(A%)71A).
(g) -(h) Question de cours.
— Exercice 7
(a) L’équation correspond a I’équation de la chaleur stationnaire en dimension 1. Elle décrit
(par exemple) la distribution de la température x dans un milieu sous I’effet d’une source
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d
x)t de sorte que I’EDO est équivalente au

distribuée de chaleur u. On pose y = (z, i

systeme différentiel suivant :

d
di; =Ay+ Bu, y(0) = (zo,2()"

ou
01 0
a<[8 3]as=[0]
(b) Le probleme de controle optimal est associé aux données
Q=0,D=I, R=aetzg=(z1,2)".
Une condition suffisante pour que le probleéme admette une solution unique est o > 0.
(c) Le systeme d’optimalité pour la solution (g, ) est :
dy _ _ _
a(t) = Ay(t)+ Bu(t)sur]0,T[, g(0) = yo
o o
—(t) = =A'p(t) sur ] 0, T[, p(T) = y(T) — zq

i o
Vu € Uy /0 (B'p(t) + au(t)) (u(t) —alt)) dt >0

= —au(t) . Notons

(d) Lorsque Uy, = L*(0,T,R) la derniére équation devient : pa(t)
y1(T) = y1 et y2(T) = yo. L état adjoint est donné par

p1(t) =y1 —z1puis pa(t) = —(y1 — 21)t + (y2 — 22) + (y1 —21) T .

On en déduit I’état

On en tire y1(T") et yo(7T') et on conclut.

Chapitre 6
— Exercice 1
(a) Avec la loi de commande u = F'z + v le systéme est en boucle fermée et est équivalent
a
dx
i (A+ BF)xz+ Bv, z(0) =z,

y=(C+DF)x+ Do,
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ou v joue le réle d’un contrdle en boucle ouverte. La contrdlabilité et la stabilisation des
deux systemes (A, B) et (A+ B F, B) sont donc équivalentes.
(b) La matrice de contrdlabilité de (A, B) est :

0

M:[B,AB]:{l 0

} avecn = 2.

Le rang de M est maximal donc le systéme est controlable d’apres le théoreme 6.2.6. De
méme, la matrice d’observabilité de (A, B) est :

@:[C(;A}:[i ?}avecnz?.

Le rang de O est maximal donc le systeme est observable d’apres le théoreme 6.3.3.
(c) Avec la loi de commande associée a F' le systeme s’écrit

d
d—f = (A+ BF)x + Bv, z(0) = o, (équation autonome )

y = (C + DF)x + Dv , (équation de sortie)

C+DF

Le systéme est observable si la matrice O = [ (C + DF)(A + BF

) } est de rang maximal

2.0r 0= [ i 8 ] est de rang 1. Le systéme n’est donc pas completement observable.

Exercice 2

. 0 1 1 . et 110
Ici A = [ 0 0 ], B = [ 0 } et la matrice de controlabilité est Ml = { 0 0 } Elle
est de rang 1. Comme U = R, le théoréme 6.2.6 montre que C # R2.
Retrouvons ce résultat directement : la solution du systéme est
t
p(t) = qot +/ u(s)ds +po, q(t)=qo -
0
t
Donc xg = (po, qo)t € C si et seulement si gg = 0 et pg = — / u(s) ds. Par conséquent
0
C={(p0,0) [ po€R}.
Exercice 3
R O dp dq
Pour ¢ € [0, 1] le systeme différentiel donne P = —(1—t)gpet Oy = (1 —t)pg. Donc
d d
p d—ztj +q dit] = 0 et I'intégration donne p?(t) + ¢*(t) = p? . Par conséquent les trajectoires

sont supportées par des cercles de centre (0, 0) et passant par o = (po, go)- Si po > 0 alors

d—z est positif et g est croissant. De méme, si py < 0, g est décroissant. Par conséquent les

cercles sont parcourus dans le sens trigonométrique. On peut alors préciser la valeur de la
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solution : p(t) = psin(p(t) + «) et q(t) = pcos(¢(t) + «) . Un rapide calcul de p et ¢
t—1)2

montre que p(t) = et on obtient

t—1)2 t—1)2
p(t):psin<( ) —i—a),q —pcos<( 2) +a>
1
avec p = \/p0+q0 eta——§+arctan <po
q0

z(1) = (0,

C)
=X

0} 2o = (Pos Go)

Figure B.6. Allure des trajectoires
Sit > 1, p(t) = p(1), donc les trajectoires sont supportées par des droites verticales.
Comme u(t) <2ett > 1, ¢ < 0etq est décroissant. Les droites sont parcourues de bas en
haut .
Supposons que zg = (po,qo) € C. La trajectoire doit passer par 0. Tant que t € [0, 1], le
systéme n’est pas controlé et la trajectoire décrit un cercle de centre 0. A I'instant ¢ = 1
le point se trouve en (psina, pcos«). La seule possibilité est donc que pg = psina =

0; comme o = —— , cela implique que p = 0, c’est-a-dire zp = (0,0). L’ensemble

controlable est donc réduit a (0,0). II est clair alors qu’aucun autre point de la trajectoire
n’est contrdlable.

— Exercice 4
0 -1 1 -1 1
A=12 -3 1 , B= 0 2 | etlamatrice de controlabilité est
1 -1 -1 1 3

—_
w

-2 -4 4 6

Elle est de rang 3, donc C = R3.
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— Exercice 5
0 1 0 by
A=10 -1 1 |, B=b= | by |.Lamatrice de controlabilité est
0o 0 -1 b3
b1 ba —bo + b3
M = [b, Ab, A%] = | by —by+bg by —2b3
bs —bs b3
Le déterminant de cette matrice est —by b% — by b% - bg = —bg(bl + by + b3).

Par conséquent, si on veut que C = R3, il faut choisir b en dehors des plans d’équations
by +by+ b3 =0etbs =0.

Chapitre 7

— Exercice 1

Icin = p = 2, A = Oy (matrice nulle ) et B = Iy (matrice identité). La matrice de
controlabilité de (A, B) est :

0

E

Elle est de rang 2. D’autre part, le systeéme est normal si et seulement si le rang de toutes les
matrices P; = [bi, Ab;, ... ,A"‘lbi] est €gal a 2 pour les p vecteurs colonnes b; de B (voir

I’exemple 7.3). Ici
10 0 0
P1—|:00:|etP2—|:01:|

Elles sont toutes les deux de rang 1 : le systéme n’est donc pas normal.

Exercice 2

Les points extrémaux de U = [—1, 1] sont —1 et 1. Les contrdles extrémaux sont les fonc-
tions qui ne prennent que les valeurs —1 ou 1. La matrice de contrdlabilité est réduite a 1,
donc le systeme est contrdlable et il existe un temps minimal que 1’on note ¢*. D apres le
principe de Pontryagin, si u* est un contr6le optimal, nous avons

1

M:[B,AB]:[O .

o
o O

p* constant et Vv € [—1,1] pru*(s) < p'v.

Si p* < 0 alors u*(s) = 1 en prenant v = —1. On raisonne de méme si p* > 0. Par
conséquent u* = —signe(p*) est toujours égal soit a 1 soit a —1. Tout autre controle
t>(<

—1 sur[0,—[
extrémal (par exemple u = % ) n’est pas optimal.
1 sur [5, t*]

— Exercice 3

(@) A(xo,t) = { z[u,z0)(t) | wel}. Ici

a:l(t):—l—i—/o ui(s)ds et xg(t):/o uz(s)ds .
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Il est clair que pour tout ¢, |x1(t) + 1| < ¢ et |z2(t)| < t d’apres le choix de U. Donc
A(xo,t) C [t —1,t— 1] x [—t, ] qui est un carré de c6té ¢t. Réciproquement, si on choisit
(&1,&2) dans [t — 1,t — 1] x [—t,¢], il suffit de prendre comme controles, les fonctions
constantes

_1+4 _&
Uy = etu2:7,

pour vérifier que ({1, &2) est atteignable.
(b) Soit u1(t) = 1 et ua(t) = p(t) ol  est une fonction telle que |p(¢)| < 1 pour tout ¢ et
1

©(s) ds = 0. L’état associé a ce controle vérifie x1(1) = 0 et x9(1) = 0. Donc (0, 0)

egt atteignable par une infinité de contrdles en un temps t* = 1.

Icin =p =2, A = Oy (matrice nulle ) et B = I (matrice identité). Vérifions que t*
est optimal grace au théoréme 7.4.1. On sait que 0 € Int (U) et la matrice de controlabilité
M = [Iy, 0] est bien de rang maximal (égal a 2). Il reste a montrer que le principe de
Pontryagin est vérifié. L’état adjoint p* doit &tre constant : p* = [p1, p2|’ et tel que

prui(s) + paus(s) < prvg + pava V(vi,v2) € U, pp. s,

c’est-a-dire p1 + p2p(s) < p1v1 + pave. Sion choisit p; = —1 et po = 0, il est clair que la
relation précédente est toujours vérifiée. Par conséquent, il existe une infinité de controles
optimaux (associés au temps optimal ¢t* = 1).Le fait qu’il n’y ait pas unicité du controle
s’explique par le fait que le systtme n’est pas normal. En effet la matrice [by, Ab] =
[ (1) 8 } est de rang 1.

Exercice 4

(a)

X:[z] ,F:[g} L, A=0yetB=1,.

(b) On part de Py = (x0,%0)- Si P1 = (0,0) est atteignable, alors il existe ¢ > 0 et u un
contrdle tels que

xg = —ct — /0 v(s)sin(y(s))ds et yg = _/0 v(s) cos(y(s))ds .

Comme 0 < v(s) < 1,il faut que —(1 + )t < 29 < (1 — ¢)t et —t < yo < t. On voit
que si la vitesse du courant c est supérieure a 1, on ne pourra pas toujours atteindre P; car
U-a+ot, -t =R".

>0

En pratique, si Py est en amont de P, on pourra atteindre P;. Si Py est en aval ce sera
impossible (voir la figure B.7). C’est tout-a-fait cohérent, puisque la vitesse du bateau est
inférieure a la vitesse du courant : on ne peut pas remonter la riviere ...
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IDE

P
L 77b
cr

P, est en amont P,y est en aval

Figure B.7.
Précisons C dans le cas ou ¢ < 1. Prenons par exemple v = 1 et v = cste. On doit trouver ¢
et~y tels que
rg = —ct —tsin yetyy = —tcos v .

v2, t vérifie I'équation t?(c? — 1) + 2xgct + 22 + vy = 0. Le

Comme (zg + ct)? + y¢ =
a (1 —c?)y2 + 22 > 0. On choisit donc (par exemple)

discriminant A est égal

xoc+ VA Yo
—————ety=arctan | ———— | ;
1—¢2 xo + ct*

ceci prouve que tout point Py est contrdlable.

(c) Dans le cas ol ¢ = 0 on voit qu’il existe un controle permettant d’atteindre P; en temps
minimal (Théoréme 7.1.1). On ne peut pas conclure a 1’unicité car le systéme n’est pas
normal.

(d) Le principe du minimum donne

tr =

= But, XH(0) = Po, X7(8) = Pu=0,p" = (],p5)" = este, car 2 =0,

et
Va e R, Yv € [0,1] v*(s) (p] siny*(s) + p5cosy*(s)) < v (p]sina + p5cosa) .
(e) Posons p = \/(p3)? + (p5)? et p; = pcosd, p5 = psind. On obtient
v*(s)sin(y*(s) +9) < wsin(a +9) .
v*(s) est supposée constante , donc sin(y*(s)+0) < sin(a+0) pour tout cv. Par conséquent

sin(y*(s) + 0) = —1 et v*(s) = —g — .

En définitive le contrdle u*(t) = v - (sin~y, cosy)? est une fonction constante ; d’autre part

2*(t) = =14 vtsiny et y*(t) = -1+ vtcosy,

avec 2*(t*) = Oety*(t*) = 0. D’oitany = 1,0 = Fett* = ? On retrouve ainsi le
résultat évident : sans courant la trajectoire la plus rapide a vitesse constante correspond a
la ligne droite.
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— Exercice 5

d
(a) Si on pose © = [0, w]’, le systeme est équivalent a d—j = Ax(t) + Bu(t) ,xz(0) = x9 ,
avec

0 1

La matrice de contrdlabilité est Ml = [ 10

]. Elle est de rang 2, donc le systéme est

contrdlable et C = R2,

(b) 1l existe donc un contréle permettant d’amener le systeme au repos en un temps minimal
( on applique le théoreme 7.1.1). Ce contréle est unique car le systeme est normal (il est
facile de vérifier que la matrice [B AB] est de rang 2).

(c) Le principe du minimum vérifié par un couple optimal (Z, @) donne

dz

E(t) = Az(t) + Bu(t) ,z(0) = zo ,z(t*) =0,

9P 4

5 (0 = —A'p(t) et Yo e [-1,1]  pa(t)u(t) < po(t)v,

ol p = [p1, p2]t. Ces conditions sont suffisantes car le systéme est normal (avec le théoréme
7.4.1).
(d) Le calcul de I’état adjoint se fait avec les équations précédentes.

2 —

. d . . .
On obtient ng(t) = —pi(t), c’est-a-dire p1 (t) = p§ cos t+pJ sint. Donc pa(t) = —p{ sint+
p§ cost ce qui donne avec les notations de I’énoncé pa(t) = —psin(t — 0).

D’autre part, un raisonnement classique (voir les exercices précédents) montre que @(t) =
— signe (p2(t)). On obtient donc @(t) = signe[sin(t — §)] (p.p.)-
(e) Supposons que u soit constant. L’état associé est de la forme

0(t) =rsin(t + a) etw(t) = rcos(t + o) + u .

Les trajectoires sont donc des cercles d’équation 62 + (w — u)? = 72. Quand u = 1, c’est

un cercle de centre (0, 1) et passant par g = (6o, wp). Si u = —1, ¢’est un cercle de centre
(0, —1) et passant par. Le contrdle optimal est bang-bang et vaut 1 ou —1. Si xg est tel que
le cercle de centre (0,1) (ou (0, —1)) passant par x(, passe aussi par 0, on peut aller a 0
sans changer de trajectoire. C’est le cas si 1 = 63 + (wg == 1)2. Sinon, on suit une trajectoire
circulaire issue de x( jusqu’au moment oll on rencontre une trajectoire associée au contrdle
de signe opposé qui nous amene a 0 (voir la figure BS).
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Figure B.8.

— Exercice 6

dX
Les équations générales du systeme s’écrivent E(t) = AX(t)+ BU(t) ,X(0) = X,
avec

[y ] [0 1 00 0 0] [0 0 0]
T} w 3w2 0 0 2w 0 0 1 00
T O 0 0 1 0 0 00 0
X=lg|V=® 4= 0 —200 0 o o8 010
23 s o 0 0 0 0 1 00 0
% 0 0 0 0 —-w?1 00 1

Un logiciel de calcul formel type MaPLE® permet de calculer la matrice de contrdlabilité
et de vérifier qu’elle est bien de rang 6. Donc le probléme de contrdle en temps optimal a
une solution. On vérifie de la méme facon que le systeme est normal. La solution est donc
unique. Ecrire les inéquations du principe de Pontryagin est désormais classique.
Exercice 7

1

(a) La matrice A est la matrice nulle 02 et B = 11

] . Pour 7 = 1, 2 le vecteur colonne

1

b; de B vaut 1

i } . La matrice [b; Ab;| = [

n’est donc pas normal.
(b) La matrice de contrdlabilité est

0 ) N
0 est de rang 1, pour tout ¢ : le systeéme

1100
M:wAm:[11oo};

elle est de rang 1 : donc le systéme n’est pas entierement contrdlable. Précisons I’ensemble
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C des points contrdlables. La solution de ’'EDO est

t t
z1(t) =z —I—/ (u1(s) +ua(s))ds , za(t) = xo2 + / (u1(s) +ua(s))ds;
0 0
pour avoir z1(t) = x2(t) = 0, on doit avoir o = x0 2. Par conséquent

C:{$0€R2 | Zo,1 :$072}.

(c) On choisit xg = (—1, 1) ; I’ensemble atteignable est alors
t
A(t; ) = { —1+/ (ur(s)4ua(s))ds | lui(s)| < 1,pp.,i =1,2} C [-1-2t, —1+2¢].
0

En fait A(t;xz9) = [—1 — 2t, —1 + 2t] : on montre I’inclusion inverse en choisissant des

contrdles u; constants.

(d) Calculons un contrdle optimal amenant I’état de xo a 0 en temps minimal. Le principe
d d

de Pontryagin donne d—? = Bu ,z(0) = zo, z(t*) =0 et L _ . Donc p = (p1,p2) est

dt
constant. De plus

V(v,v2) € [-1,1] x [-1,1] pru1(s) + paua(s) < provg + pavs

En prenant successivement (v = 0,v; = —signe p1) et (v = 0,v9 = —signe p3), on
obtient u; =-signe p; pour ¢ = 1, 2. De plus

t*
zi(t") = —1 +/ (ug 4 ug) ds = —1 + t*(uy + us) = 0.
0

Donc u; 4+ ug > 0. La seule possibilité est u; = 1,u2 = 1. Le contr6le est donc unique

(avec t* = 5). Le probléme admet une solution unique bien qu’il ne soit pas normal.

Exercice 8

Ici A = b < 0, B = 1 etlamatrice de contrélabilité est 1. Le systéme est donc contrdlable et
normal. Par conséquent il existe un temps optimal unique ¢* (et un contr6le optimal unique
1) et les conditions du prncipe de Pontryagin sont nécessaires et suffisantes. Elles donnent :
p(t) = poe~ et p(t)iu(t) < p(t)v pour tout v € [—1, 1]. Un raisonnement désormais clas-

sique (avec v = — signe p(t) ) donne u(t) = — signe p(t) = — signe pg. Par conséquent @
. . £ £ _ u u
est constant et vaut soit 1, soit —1. L’état est donné par : z(t) = (:):0 + E> e — = Comme
1 .
Z(t*) = 0, nous obtenons t* = — log avec bien sir: 0 < —— <1
b u + bxg u + bz

PPN

Si zg = 0, le probleme est sans intérét : le systeme est déja a 0.
Sizg > 0, alors bxg < 0 et

1
siu=1,
U — 1+ bl‘o b
u+ bzo 1 siu=—1.
1-— bxo
La seule solution possible est donc dans ce cas u = —1.

On montre de la méme facon que si xy < 0 la solution est u = 1.
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— Exercice 9

d d
Une résolution partielle de 'EDO donne % = % ;donc x1(t) = x2(t)+C ou C estune

constante. Comme xo 1 = o2, 21(t) = 2(t) pour tout ¢. Ecrivons a priori le principe de
. d
Pontryagin : d—i) = 0 donc p = (p1, p2) est constant et pyu;(t) < pyv pour tout v € [—1,1].
Par un raisonnement classique, il vient que u; = — signe p; = +1, us étant quelconque.
t

L’ état associé est alors z1 (t) = —1—|—/ u1(s)ds = tuy — 1 = x5(t). On peut donc amener
0

le systeme a 0 en prenant tu; — 1 = 0. Comme ¢ > 0, on voit que la seule valeur possible
de u; est 1. Dans ce cas t = 1 est le temps optimal. Toutefois, il y a une infinité de contrdles
optimaux puisque tous les controles de la forme (1, uz) ol ug est mesurable a valeurs dans
[—1, 1] conviennent.

Exercice 10

(a) L’équation différentielle du second ordre (4) s’écrit sous la forme (5) :

d
Ii(t) — Az(t) + Bu(t) , 2(0) = 2, ou
| p(t) _ 0 1 10
o[ a=[ 2 1]s=]0].
La matrice de contrdlabilité est M = [ (1) _; ] ; elle est de rang 2 : le systeme est
contrdlable.
(b)

1 1 _ 2 1 -1 0
Q:{—1 —2}"’21:[—1 —2]’D:[ 0 —2]'

On pose y = Q~ 'z : le systeme différentiel vérifié par y est alors

d 1
d—gz =Dy+Q 'Bu, y(0)=Q 2z =yo avec Q7 'B = [ 1 } .
(c) Le systeme est contrdlable et il est facile de vérifier qu’il est normal. Donc il existe un
temps minimal unique et le principe de Pontryagin est nécessaire et suffisant. On note le
contrdle optimal (unique ) u*.

d
(d) L’état adjoint donné par le principe de Pontryagin vérifie d—z = —D'q. Cela donne
q1(t) = qo1e’ et g2(t) = go2¢?. De plus

Voe[-1L1  a(s)uls) — qa(s)u(s) < q(s)v —qa(s)v;

donc )

u(s) = — signe (qo,1€" — o2 €*") = — signe (qo1 — o2 €") -
Comme la fonction ¢ +— o1 — qo2 e! est monotone, u change de signe au plus une fois.
(e) On prend w constant ( = +1). L’état est donné par

)67225 + E

y1(t) = (yop —we " +u, ya(t) = (vo2 — 5 -
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La trajectoire a pour équation :

u
Y02 — =
_ 2 a2 Y

C’est donc une parabole. On note P+ la parabole correspondant 2 4 = 1 et P~ la parabole
correspondant a u = —1 .

1
Yo,2 — ) 1
Pour que 0 € P il faut que ———=5 + - = 0, c’est-a-dire
(yop —1)* 2

1 1
=—= — 1) 4.
90,2 5 (o1 —1)° + 5

C’est une parabole notée P*. De méme, dans le cas ol u = —1 on obtient la parabole P,
d’équation

1 1
_ - 12— =,
Y0,2 2(!/0,1-1-) 5

60

40

201

-40
P+

60 | | | | | | | |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figure B.9.
(f) Siyg € PT U P, on va directement a 0 en suivant la trajectoire concernée. Sinon, on
suit la trajectoire P+ (ou IP™) jusqu’au moment oll on coupe P~ (ou PT). A ce moment 13,
le contrdle change de signe et on suit la courbe P~ (ou P ™) jusqu’a 0.
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Chapitre 8
— Exercice 1
Les solutions minimales obtenues par I’algorithme de programmation dynamique sont données
par :
Magasin | 1|2 |3 |4
Solution 1 01010

Solution2 | 3|0 |50

Le coft vaut alors 100.
— Exercice 2
Fixons N > 2. On a vu dans la section 8.1.4 que

Vn(z) = =3z, Vn_1(z) = —4.5z et Vn_o(z) = —5.67,

avec un(z) = uy—1(x) = 0 et uy_2(x) = z. Nous allons montrer par une récurrence
descendante que

Vn < N —2 Vo(z) = (5.5 (0.8)N—27n 10) zetup(z) = .

D’apres ce qui précede, c’est vrai pour n = N — 2. Le principe d’optimalité de Bellman
donne

Vi-1(x)= Oggx In—1(u, ) + Vo (f(z,u,t—1))

= min (u—37)+ (5.5 (0. )N 27— 10) (0.5z + 0.3u) (%)
— Or;rtiilz[l +0.3 (5.5(0.8)V 2"~ 10)] u + [0.5 (5.5(0.8)V 2"~ 10) —3] &
= - max (2-165(0.8)" ") u+ (8-275(08)Y ")z

>0 >0

Le maximum est atteint pour © = u,,—1 = x et on obtient avec la ligne (*)
Vo1 (@) = =22 + (5.5 (0.8)N 27" — 10) (0.8z) = (5.5 (0.8)N-2-(n-1) _ 10) z.

Le gain maximum en N étapes est donc Gy = (10 — 5.5 (0.8)V=2) .

Comme Nlirn Gn = 10&, on ne peut pas espérer un gain supérieur a 10¢ celui-ci étant
——400

“obtenu” en un nombre infini d’étapes.
— Exercice 3
Grace au principe d’optimalité de Bellman, la fonction valeur est donnée par

Vi(z) = min J;(z,u) + Vi1 (p(z, u)),

u€R
c’est-a-dire
Vi(x) = miﬂr{g { [aixQ + bz u+ ciu? + diz + e;u + fl]
ue

Fpigt (@ + hou + ki) + givr (g + hau + k) + 7”z'+1} -
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Donc
[b; + 2pit19ihi] © + €; + 2pip1hiks + qiv1hi

2(c; + pis1h?)

u=—

En reportant dans V;(x) on obtient
bi + 2pi+19:h?
4(ci + pit1h?)
(bi + 2piv19ihi)(ei + 2piv1hiks + giv1hi)
2(ci + pis1h?)
(e; + 2pit1hiki + git1hi)?
4(¢c; + piy1h?)

pN=1l,qgn=w, N = 2.

pi = i + piy19] —

¢ = d;i + 2pir1kigi + Git19i —

)

ri = fi + piyrh} + Gigaki + v —

9

— Exercice 4
Comme V() est le coiit minimal pour un systéme dynamique commengant a z et finissant

a 0, le choix optimal du z¢p minimise Vy. Donc, si on suppose que py est positif, nous

40
obtenons rg = ———

2po
— Exercice 5
Dans cet exercice, il faut prendre en compte le fait que les conditions finales sont imposées et
modifier en conséquence I’équation d’état (ou son équivalent discret) pour 1’avant derniere
valeur de I’état (a N — 1). Nous avons

2 =2(3) = z(2)4+y(2)+2u(2) = 2z(1)+3u(1)+2u(2) et y(3) = 1 = 2y(1)+u(1)+u(2).

Donc u(1) = —2x(1)+4y(1) etu(2) = 14+22(1)—6y(1). En outre z(2) = —3z(1)+9y(1)
et y(2) = —x(1) + 3y(1) : ceci nous donne une nouvelle “équation d’état”. Estimons la
fonction valeur a I’aide du principe d’optimalité : Vs(x,y) = 0 et Va(z,y) = Ja(z, y, u(2)).

Vl(x7y) = Jl(x7y7u(l)) + J2(_3 + 9y7 —T + 3y> 1+ 2z — 6y)
—_——— —— ————
z(2) y(2) u(2)
=2 +y? + (22 +4y)* + (=32 + 9y)* + (=2 + 3y)* + (1 + 2z — 6y)°
= 1922 — 100z y + 143y + 4z — 12y + 1.
VO(xay) = qu}n (J0($,y, U) + Vl(l' +y+ 2u,x — Y+ U)) :
On obtient, avec 2 = 2:(0) = Tety = y(0) = 1: Vo(7,1) = minu® + V1 (8 + 2u,6 + u) .

Ceci donne
u=—-8 = Vo(7,1) =64 + V1 (—8,—2) =245 .

Nous obtenons alors successivement 2(0) = 7, y(0) = 1, u(0) = -8,
z(1) = 2(0) +y(0) + 2u(0) = =8, y(1) = =(0) — y(0) + u(0) = -2,
u(l) = —2x(1) +4y(1) =8, u(2) = 1+ 22(1) — 6y(1) = -3,
z(2) = —-3z(1) +9y(1) =6 et y(2)=—=x(1)+3y(l)=2.
On vérifie que le colit correspondant est J = 245 = Vy(7,1) .
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— Exercice 6

Cet exercice est une synthese de tout ce qui a été fait précédemment. Nous renvoyons donc
aux autres exercices pour la correction.

Exercice 7

(a) L’état du systeme est donné par

x(7) :x—f—/tTu(s)ds,

T T
de sorte que F'(x(7")) = F(z + / u(s) ds). Posons v = / u(s) ds. Il est facile de voir
t t

" {v | W€y} =[—-(T—1),T—1t];

par conséquent la fonction valeur vaut

V(z,t) = uierlljid Fx(T)) = F(z+v). (B.9)

inf
ve[ —(T—t),T—t]
Montrons que V est paire par rapport a & :

—2,t) = inf  F(—
Vi=zb) ve[—(Il“n—t),T—t] (-z+0)

= inf F(xz — v) car F est paire
ve[—(T—t),T—t]

= inf F(z —wv)
—v€[—(T—t),T—]

ve[—(Yl“n—t),T—t] (+v) =V(@,1)

Grace a la relation (B.9), la parité de F et la décroissance de F' sur R™, on constate que
V(z,t) =min{F(z+T —t),Flx =T +1t)} .

Supposons x > 0 :
—SiT—t>zxalors0<T —t—x <T —t+ xetladécroissance de F sur Rt donne :
F(—z+T—t) < F(x+T —t); c’est-a-dire avec la parité de F":
Fle —T+t)<Fz+T—1t).

Donc V(z,t) = F(x + T — t).
- SiT—t<czalorsO0<x—T+t<zxz+T—tcart <T.Onconclut de la méme facon
que V(z,t) = F(x+T —t).
Le cas x < 0 se traite de la méme facon et on obtient :
| Fz+T—-t) siz>0,
Viw,t) = { Flz—(T—1) siz<0.
(b) I est alors clair que V est réguliere sur R* x| —o00, T']. Si on calcule les dérivées partielles
en x = 0, a droite et a gauche, on obtient
VIO t) = F (T —t) # V.0 ,t)=F'(t-T).

V n’est donc pas dérivable en (0, ¢) pour tout ¢ < 7.
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— Exercice 8 .
L’ état étant donné par x(7) = = + / u(s) ds ,, la fonction valeur vaut :
¢

T
V(z,t) = llLrelaF(:z: —i—/t u(s)ds) .

T
Posons y = x + / u(s)ds;u € U est équivalent a |y — x| < T — t. Donc
t

t)y= inf F(y).
V(z,t) yond ()

(a) La fonction F' est continue, donc elle admet un minimum sur le compact |y — x| < T'—t.
Il existe donc toujours au moins un contrdle optimal. Ce contrdle n’est a priori pas unique
puisqu’on a aucune hypothese de stricte convexité (par exemple) sur F'.
(b) Le probleme de controle optimal s’écrit de la maniere suivante :

min F(x(T)), X' =usur [ t,T[, x(t) =z ,u €l .
Comme au chapitre 5, on peut écrire une condition d’optimalité en (X, u) :

Vv €U , Vz vérifiantz' = v, z(t) =2 F'(X(T))(z(T) — %(T)) > 0. (B.10)

Posons p'(s) = 0 sur | ¢,T[, p(T") = F'(x(T)) ; nous obtenons alors pour tous v € U et z
vérifiant 2’ = v, z(t) = x :

F'(%(T))(2(T) — %(T)) = p(T)(2(T) — =(T))

La relation (B.10) devient

T
Vv el / p(s)(v(s) —u(s))ds >0,
t
ce qui entraine (1) :
YVw € [-1,1] p(s)u(s)ds < p(s)w, p.p. s €]Jt,T].
Comme p’ = 0, p est constant égal a F”(X(T')). La relation (1) donne alors

u(s) = — signe F'(X(T) = £1.
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Par conséquent, X(s) = x+u-(s—t)etX(T) =z +u- (T —t) = 2+ (T —t). La fonction
valeur vaut alors V(z,t) = F(x £ (T —t)).

(c) Ecrivons I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman vérifiée par V en tout point ou elle est
différentiable ; ici L = 0 et ¢(z, u, t) = u. Le Hamiltonien est donc

LR RS P
L’équation HJB est
?9]; +H@t, ?;) =0, V(z,T) = F(2).
Si ?; > 0, on obtient
B9 =0 V) = )

c¢’est une équation de transport dont la solution est V(z,t) = F(z +t —T).

Si ?)V <0, onobtient V(z,t) = F(z —t+T).
x

On retrouve ainsi le résultat de la question précédente. On conclut deés qu’on connait expli-
citement F et surtout le signe de F”.
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Errata

— p9:Exemple 1.3.2. : ||z]|? au lieu de ||z||
— p 12 : Définition 1.3.7. : Rajouter linéaire continue
— p13:Ligne6: f(z,y) =ysiz =y
Théoréme 1.3.2 : C au lieu de H
Démonstration du Théoréme 1.3.2 : premiere ligne : soient u et v dans C.
Ligne 7: J(v) > J(u+t(v —0))+(1 —t)VJ(---
Théoreme 1.3.3 : Enlever : opérateur monotone [ de H dans H]
Démonstration du Théoréme 1.3.3 : premiére ligne : soient u et v dans C.
— pl4: Ligne 1 : soient (u,v) dans C x C.

— p 36 : Ligne suivant 2.4.3 : r = min(r,, ,1).

mM
— p49. 2.2 : rajouter « positive »

p 51 : ¢) Rajouter :« ot p(M ) désigne le rayon spectral de M »

— p 62. Théoreme 3.3.1 : (CQ2) de la définition 3.2.4

— p 74 :Formule 3.5.2 : V,L(xy, i) au lieu de V,L(xk, A\ )

et derniere ligne V.J(zy) au lieu de V.J (x )

p 92 : Exercice 3.8 : matrice A : le coefficient as 3 est —1 et non 0
p 108 : Définition 4.2.1 : x, au lieu de y,.

pour que 71 soit solution il faut que g, < \/p* + % c’est-a-dire |g,| < \/2p*.
Supprimer les 7 lignes apres ne démarre pas ...

— p 120.. dernidre ligne [’ aulieude [ .

— p 125. L%(0, T’; R?) au lieu de U

- pl36: %aul@eude%

— p 171. b) matrice

— p 217 : Correction de I’exercice 3.8 : z, = (—3/2,—-1/2,—-1/2), 2* = (1,1,0), \* = O et
w=1.J(x,) = -3/4 < J(z*) =1/2.

— p 233 : ligne -4 en partant du bas : 3C'v/2 au lieu de 3C' dans I’expression de x(t)

— p 253. derniere ligne : connait
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