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Solution de la Série 3  Maths 2
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On considére la matrice M € Ms(R) suivante

14
= -7
14

L. Calculer le polynome caractéristique s/ de la matrice M.
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2. Déterminer le spectre de M.
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4. Déterminer le rang de la matrice M — 31.
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5. En conclure le dimension du sous-espace propre E; associé i la valeur propre 3.
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6. La matrice M est-elle diagonalisable ? Justifiez votre réponse.
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7. Déterminer le sous-espace propre E; associé & la valeur propre 1.
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8. On pose

(1) =(})

Montrer que B := {if}, 1,153} est une base de vecteurs propres de R®
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). Ecrire la matrice de passage P := Matg g (idgs) de la base B’ dans la base canonique B
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10. Calculer I'inverse P~! de la matrice P.
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11. Calculer le produit des matrices P~ M P.
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12. Calculer les puissances M* de la matrice M, pour k > 1.
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Exercice 2 (Diagonalisabilité). —
On considére la matrice M € Ms(R) suivante

11
M=| 2 0
00

1. Caleuler le polynéme caractéristique ay de la matrice M.

Le polynome caractéristique de la matrice M est égal &
-1-x 1 0
xu(X)

En développant par rapport 3 la derniére ligne, on trouve

“1-x 1

xar(X) —(x+2) -, X |[=-(X+2)(X (X +1)-2)

—(X 42X+ X -2

—(X+2P(X - 1)

2. Déterminer le spectre de M, cest-indire I'ensemble des valeurs propres de M.
Le spectre de M est égal a Iensemble des racines du polynéme caractéristique

Spec M = {1—2}

3. Estce que la matrice M est trigonalisable ? (Enoncer précisement le théoréme que vous
utilisez.)

Comme le polynéme caractéristique X de la matrice M est scindé, la matrice M est trigonal
sable.

4. Déterminer le sous-cspace propre E_z assoeié & la valeur propre —2

Le sous-espace propre E_; associé 3 la valeur propre —2 est defini par

Foa={XeR |MX=-2X }
Stonpose ¥ = ( . )‘rmm 33 = 2 i
I —— _
o2 = 3y ﬁ{’f“ e
-2z -2z - -

Donc, le sous-espace propre E_3 associé 4 la valeur propre —2 est égal &

eoe(2]
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La matrice M est-elle diagonalisable ?
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les dimensions des sous-espaces propres (non réduits au vecteur nul) sont égales a la multiplicite
lgébrique des valeurs propres dans le polynémes caractéristique. Ici la dimension de £_ est
| <2 : donc la matrice M n'est pas diagonalisable.
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Exercice 2 (Diagonalisation des matrices). —
On considére la matrice M € Ms(R) suivante

-1
M= | -1
14

1. Caleuler le polynéme caractéristique ay de la matrice M.

Le polynome caractéristique de la matrice A est égal a : [xar(X) = =(X = )(X =3
2. Déterminer le spectre de M, cest-indire Iensemble des valeurs propres.

Lensemble des racines du polynéme caractéristique correspond 3 I'ensemble des valeurs propres.
Le spectre de M est donc [Spec(M) = {1,3}
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Déterminer le rang de la matrice M — 31.

44 2
M-sr=| -4 4 =2

Le rang de la matrice

est[rg(M —80) =1

14 2

)

En conclure e dimension du sous-espace propre E associé i la valeur propre 3. Préciser le

théoréme que vous appliquez

Le sous-espace propre £ associ

la valeur propre 3 est égal au noyau de AM—31
Par le théoréme du rang, on sait que la dimension du noyau de M — 31 vaut

Ey

kex(M — 31)

i ker(M — 31

(3 —30)
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6. La matrice M est-clle dingonalisable ? Justifiez votre réponse.
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les dimensions des sous-espaces propres (non réduits au vecteur nul) sont égales 3 la multiplicite
algébrique des valeurs propres dans le polynémes caractéristique. Icila dimension de £ est 1 et la
question précédente montre que la dimension de E est 2. Donc la matrice A est diagonalisable
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7. Déterminer le sous-cspace propre £ associé 4 la valeur propre 1.

Le sous-espace propre E; associé 3
1
1, soit
1

8 On pose

a valeur propre 1 est la droite engendrée par le vecteur

B = velaD)

(1) == (2) =~(})

Montrer que B = {if, 3, s} st une base de vecteurs propres de B et déterminer leurs
valeurs propres.
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0.

Ecrire la matrice de passage P
B

Matg g (idgs) de la base B’ dans la base canonique B de

La matrice de passage P vaut

Caleuler Iinverse P~ de la matrice P.

La matrice inverse de P vaut
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11. Calculer le produit des matrices P~ MP. Aprés avoir fait le calcul, justifier pourquoi votre
résultat est juste.

Le calcul donne

2 2 1 =
pyp=| 1 2 -1 47
-1 1 0 14 1

—
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12. Caleuler les puissances M* de la matrice M, pour k > 1
100

Posons A 03 0 | La question précédente montre que P7MP = A, d'oi M
003

PAP™. Ceci implique que la matrice M* est égale &
23 —2423k 1-3¢
Mt = AP = | 2230 24330 1-3¢

2-23 2423 1
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Exercice 1 (Diagonalisabilité)
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On considére la matrice M € M;(R) suivante

11
Mi=| 2 0
00

1. Caleculer le polynbme caractéristique xu de la matrice M.
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2. Déterminer le spectre de M, cest-a-dire I'ensemble des valeurs propres de M.
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1. Déterminer le sous-espace propre E_; associé a la valeur propre —2.
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5. La matrice M est-elle diagonalisable 7
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Exercice 2 (Diagonalisabilité).




