Université Badji Mokhtar Annaba année 2019/2020
Département MI Semestre 11

Série d’exercices d’algébre N°3

(Matrices et Résolution de systémes d’équations)

2 0 -1 3 2 —4
Exercice 1 : Soient A = 3 -1 2 et B= 1 0 -2
4 3 7 -2 3 3

Calculer A+ B, A — B,2A, -3B, At, Bt.
Exercice 2: On considére les deux matrices P et ) définies par :

1 1 1
P = 1 1 1 ,Q = i(P + I), ou I désigne la matrice identité dans
1 1 1

IR3.
1. CalculerP?, PQ et QP en fonction de P.
2. Calculer les produits (41 — P)Q et Q(4I — P), que peut on conclure pour

la matrice Q.

Exercice 3: On considére les matrices suivantes
-1 1 0

5
A<f ;),B 0o 2 |,c=( 0o -1 -1
-1 0 2 1 3

1. Calculer tous les produits possibles de deux matrices choisie parmi les trois
matrices. Justifier votre réponse.

2. Soit f : IR?> — IR? I’endomorphisme dont la matrice par rapport a la base
canonique {e1, ez} de TR? est A, que vaut f(x,y) ?

3. Déterminer si les matrices sont inversibles 7

2 =21
Exercice 4: Soit A = 2 -3 2 | € MM3;(IR),
-1 2 0

et le polynome P(X) = X2 +2X — 3. Calculer P(A). En déduire A~L.

0 1 1
Exercice 5: Soit la matrice A= 1 0 1 | € M3(IR).
1 1 0

1. Trouver le rang de la matrice A.
2. Montrer que A2 = A + 2I. En déduire A3.

3. Déterminer a, b, ¢ et d tels que aA3 + bA% + cA +dI = 0.



4. Vérifier si a = 0 et b =1, alors d # 0. En déduire que A est inversible et
calculer son inverse & partir de l’expression bA% 4+ cA + dI = 0.

Exercice 6: Calculer les déterminants suivants :

2.0 70
-2 6 3*63_74 030 2
L N P
0700

Exercice 7: Soit f une application linéaire définie sur IR? dans lui-méme
et donnée par

flz,y,2) = (x+ 2y +32,2c + 4y + 62, —z + 4y + 2)
1. Déterminer la matrice associée Ay.
2. Déterminer des bases pour Kerf et Imf.

3. L’application f est-elle un automorphisme?

Exercice 7: Soit B = {e1;e2;e3} la base canonique de IR3. On considére
un endomorphisme de I R3 définit par sa matrice associée dans la base canonique

1 -1 1
A= -1 1 1
0 0 2

1. Déterminer I'application ou ’endomorphisme f.

2. Montrer que la partie B'= {e} = (1,2,0),¢5 = (—1,0,—1),e5 = (0,1,0)}
est une base de I R3.

3. Déterminer la matrice de passage P de la base canonique B a la base B.

4. Déterminer la matrice de passage @) de B vers B. Quel est le lien entre P
et Q7

-1

0 , puis

1

5. Déterminer la matrice N = A+ B — I avec B =

o = O
S O =

calculer d’indice de nilpotence de la matrice V.

Exercice 9: Soit le systéme d’équation suivant :
r+y+2z=9

(S)4 2x+4y—3z=1
3x+6y—5z2=0

1. Démontrer que ce systéme est un syséme de Cramer.

2. Trouver la solution du systéme ().



Correction de la série d’algébre N°3

Correction de 1’exercice 1:

2 0 -1
Ona A= 3 -1 2 et B =
4 3 7

Calcule de A+ B
2 0 -1 3
A+B=1[ 3 -1 2 + 1

4 3 7 -2 3

Calcule de A— B

3
1

—4
-2
3

2
0
-2 3

Multiplier d’abord les éléments de la matrice B par (—1)

-3 -2 4
-B=| -1 0 2
2 -3 -
puis en somme les elements de la matrlce A et la matrice —B
2
P (
4
Calcule de 2A
2 0 -1 4
2A=2( 3 -1 2 =16 —2
4 3 7 8 6
Calcule de —3B
3 2 —4 -9
—3B=-3 1 0 =2 |=| -3
-2 3 3 6
Calcule de la transposée de la matrice A notée A
2 3 4
Al = 0o -1 3
-1 2 7
Calcule de la transposée de la matrice B notée Bt
3 1 -2
Bt = 2 0 3
3

Correctlon de l’exercwe 2:
1 1
1 1

1 1

2 1

1 2

1. Calcule de P?

— = N
NN
IR N
[N N

—6
0
-9

==

12
6
-9

o

— =

-1

2
6

O O =

-2
-1

0

o = O

3
4
4

—_ o O



1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 11 3 3 3
Pl=11 11 3 3 3 |=3P
1 1 1 3 3 3
Calcule de PQ
11 1
ittt
it
1 1 2
1 1 1 1 1 1
PQ=11 1 1 11 1 |=P
1 1 1 1 1 1

Calcule de QP

QP=1(P+)P=1iP>+iP=32P+iP=P

Calcule de (41 — P)Q et Q(4I — P)
1 1 1
% % % 1 11

4l -P)Q=4Q-PQ=4Q—-P =4 7 5 =3 — 1 11 =
111 111
1 1 2

1 0 0

0 1 0 =13

0 0 1

De la méme maniére on trouve

QUI—P) = Iy

On peut conclure que la matrice @ est inversible et (41 — P) est sa matrice
inverse.

Correction de ’exercice 3:
1. Calculons tous les produits possibles

Le produit de deux matrices est possible sauf si le nombre de colonnes de la
premiére matrice est égale au nombre de lignes de la deuxiéme matrices

9 9 1 5 -1 1 0
A:<1 3>,B: 0 2 |,C= 0 -1 -1
-1 0 2 1 3
les produits possibles sont:
9 o 1 5
1 3 0 2
-1 0
1 5 7T 17 -1 1 0 -1 -3
BA = 0 2 2 6 ,CB = 0o -1 -1 1 -2
-1 0 -2 =2 2 1 3 -1 12



car le nombres de colonnes de B est égale au nombre de lignes de A, et le
nombres de colonnes de C est égale au nombre de lignes de B.

2. Trouvons f(x,y) :
f:IR*> - IR?
(z,y) = f(z,y) =7
f(@,y) = f(zertyes) = xf(e1)+yf(e2) = 2(2,1)+y(2,3) = (22+2y, 2+3y)

3. Déterminons si les matrice A, B et C' sont inversibles:
On dit que A est inversible si les vecteurs colonnes de la matrice sont linéaire-

ment indépendants, alors
pour A:

Va, B € IR, a(1,2) + B(2,3) = (0,0) = { ) sa=p=0
d’ou A est inversible.
pour B:
Vo, 8 € IR, (1,0, —1) + 8(5,2,0) = (0,0,0)
a+58=0
= 26=0 =a=08=0

—a=0
d’ou B est inversible.

pour C': comme (—1,0,2) 4+ (1,—1,1) = (0,—1,3) = C n’est pas inversible.

Correction de ’exercice 4:

2 =21
onad=| 2 -3 2 |.etP(X)=X2+2X 3.
-1 2 0
Calculons P(A):
-1 4 =2 4 -4 2 3 00
P(A)=A242A-3;= -4 9 —4 |+ 4 -6 4 |- 0 3 0
2 -4 3 -2 4 0 0 0 3
0 0O
=10 00
0 0 O

Déduction de A~ :

O NN O

2 -2 1 2
d’ou A est inversible et A™h = § (A + 2I35) = 3 2 -3 2 |+ 0
-1 2 0 0

4 =2 1

| 2 &2

S A

3 3 3

N OO



Correction de ’exercice 5:
0 1 1
1 0 1 | e Ms(IR).
1 10
1. Trouvons le rang de la matrice A :
On utilise la méthode du pivot de Gauss pour mettre la matrice sous forme
échelonnée.

A:

0 1 1 0o 1 1
A= 1 0 1 |Lo+Ls—L3A=| 1 0 1
110 0 -1 1
0 1 1 0 1 1
OL2+L1—>L2A= 0 1 1 0L2+L1HL2A: 0 1 1 5
0 -1 1 0 0 2
d’ou le rang de A est égal & 3 et non note rg(A) = 3.
2. Montrons que A2 = A+ 21 :
2 1 1 0 1 1 2 00
OncalculeA2=| 1 2 1 |etdA+2I=[ 1 0 1 |+| 0 2 0 | =
1 1 2 110 0 0 2
2 11
1 2 1
1 1 2

Déduction de A3 :

AP = A% A= (A+2])- A= A*+24 = A+2] +2A = 3A+2] =

2 3 3

3 2 3

3 3 2

3. Déterminons a,b,c et d tels que aA3 +bA2 +cA+dl =0:
2a+2b+d 3a+b+c 3a+b+c

aA? +bA% +cA+dI = 3a+b+c 2a+2b+c¢c 3a+b+c
3a+b+c 3a+b+c 2a+2b+c

aA3+wP+cA+d120¢>{%Zi?:j:£

4. Vérifier si a =0 et b= 1, alors d # 0. En déduire que A est inversible
et calculer son inverse o partir de Uexpression bA%2 +cA+dl =0
Sia=0¢e b=1ontrouved = —2,c = —1 dou 42 —A—-2] =0 =
1(A-DA=1I
il en résulte que A est inversibleet A™' = 1 (A1) =1 1 -1 1

Correction de 1’exercice 6:
Calculons les déterminons suivants

’—26

; 9‘2x97x6m,



2 3 7
3 6 -4 :2594‘+3'294‘+7‘i$‘=272,

407 9

20 7 0

03 0 2 30 2 0 3 2 3 9 10

200 4 0471 0 0|=2(4 +7(2

Lo o|=20 t ol o ol=2(a) 7 T)er(2]g 7 )
07 0 0

Correction de 1’exercice 7:
Ona f(z,y,2)=(x+2y+32,20+4y + 6z, —x + 4y + z)

1. Déterminons la matrice associée Ay :
f(@,y,2) = (2+2y+32, 20+ 4y + 62, —z+4y+2) = (1,2, - 1) +y(2,4,4) +
2(3,6,1)

—= o W

1 2
d’otl la matrice associée est Ay = 2 4

-1 4
2. Déterminons une base de K erf
Kerf = {(z,y,2) € IR, f (,y,2) =Orpa } ou K erf = {X € IR®, A X = Opry(1p) }

x
avec X = Y
z
1 2 3 T 0
A X =0= 2 4 6 y | =120
-1 4 1 z 0

z+2y+32=0
S 2044y +62=0 :x:%zety:%z
—x+4y+z2z=0

On en déduit que

={z(2,%.,1) /z € IR}

c’est a dire le vecteur %5, %2, 1) engendre ker f. Donc la famille {(%5, %2, 1)}
est une base de kerf, et dim Kerf =1, f n’est donc pas injective.
2. Déterminons une base de Im f
Im f = {f(z,y,2)/ (z,y,2) € IR?} = {(x+ 2y + 32,22 + 4y + 62, —z + 4y + 2)/ (z,y,2) € IR?}
={z(1,2,-1) +y(2,4,4) +2(3,6,1) / (z,y,2) € IR?}
d’ou Im f = ({(1,2,-1),(2,4,4),(3,6,1)}), on sait d’aprés le theoréme du
rang que
dim IR?® = dimker f + dimIm f, donc dimIm f = 2. On sait aussi que la
famille des vecteurs {(1,2,—1),(2,4,4),(3,6,1)} est une famille génératrice de



Im f. 1l suffit donc d’en extraire une famille libre & deux éléments. Mais on
vérifie immeédiatement que {(1,2,—1),(2,4,4)} est une telle famille. C’est donc
une base de Im f qui est de rang 2.

3. f n’est pas un automorphisme car f n’est pas injective donc f n’est pas
bijective.

Correction de ’exercice 8:
1. Déterminons l'application ou l’endomorphisme f.

f:IR® - IR?
1 -1 1
A= -1 1 1
0 0 2
f(@,y,2) = f(wer +yes + zes) = xf(er) +yf(e2) + 2f(e3) = x(1,—1,0) +
y(_]-v 70)+Z(171a2
d’on flz,y,2) =(@—y+z,—x+y+z22)

2.Montrons que B’ est une base de TR3

B= {6/1 = (17270)?6/2 = (7130771)36,3 = (07 170)}

Montrons que B est libre, soit

a(1,2,0) 4+ B8(-1,0,—1) + v(0,1,0) = (0,0,0)
a—p=0

= 204+7=0 =a=p8=v7=0

d’ott B est libre, et comme card B'= dim IR3 = 3, alors B est une base de
IR3.

3. Déterminons la matrice de passage P de la base canonique B & la base

6,1 =e1+ 262 1 -1 0
On a €y = —e1 — e3 d’ou P = 2 0 1
€3 = €9 0 -1 0

4. Déterminons la matrice de passage QQ de B vers B:

€1 = e+ 2es e1 = €1 — 2€3
€y = —e; —e3 = ey = €3
€3 = es e3 = —€1 — €5 + 2€3
1 0 -1
d'on Q= 0 0 -1
-2 1 2
Trouvons le lien entre P et QQ
1 0 -1 1 -1 0 1 0 0
Q- -P= 0 0 -1 2 0 1 |=1010|=1I
-2 1 2 0 -1 0 0 0 1
dou P=Q L.

5. Déterminons la matrice N :



0 0
N = 0 1
0 0
n

Qo oo

I’indice
Nk =0,
comme N? = 0, I'indice de nilpotence de N est k = 2.

e nilpotence de la matrice N est le plus petit £ € IN* tel que

Correction de I’exercice 9:
r+y+2z2=9
(S)S 2x+4y—3z=1
3z +6y —5z2=0
1.Ecrivons le systéme (S) sous forme matricielle:

11 2 9 T
AX =B avec A=| 2 4 -3 , B=1 1 |letX=1|y
3 6 =5 0 z

(S) est un systéme de Cramer si le det A # 0
11 2

detA={2 4 -3 ::’é _g‘-‘g :g
3 6 -5

alors (5) est un systéme de Cramer.

2. Trouvons la solution du systéme (S) avec la méthode de Cramer:

140

S~

2
+2) ]

Soient
9 1 2

Ay = ég—g,mmzqﬁzgﬁzgz1
19 2

A= | 2L 3 dedy =2y = i = S =2
119

Ay=1| 2 4 1 | detAs=-3,z=98d = =3 -3
360

d’ou la solution du systéme (S) est x = 1,y =2,z = 3.



