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Série d’exercices d’algébre N°2
(Applications linéaires)

Exercicel: Déterminer si les applications suivantes sont linéaires

a) fi: IR*— IR* b)fy: IR*— IR®  fi: IR3[z]— IR?
(@y)—Qrtya—y)  (wy2)—(ayay)  P—(P(-1),P(0),P(1))

Exercice2: On considére 'application linéaire f de IR3dans IR*définie
par

f(maywz) = (‘T+Z,y*xaz+yal‘+y+2z)
1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique (eg, ea,e3) de
IR3. En déduire une base de Imf et le rang de f
2. Déterminer une base de Kerf

3. L’application f est-elle injective ?surjective 7

Exercice 3: Soit £ = IR®. On note B = {e1, ea,e3} la base canonique de
IR? et 'endomorphisme de TR? défini par :

ple1) = —2e1 + 2e3, p(ea) = 3ea; p(es) = —4dey + des

1. Soit pu = (z,y,2) € IR3. Calculer ¢(u)
2. Déterminer une base de Kery
3. ¢ est-il injective 7 surjective 7
4. Déterminer une base de I'myp . Déduire le rang de ¢
5

. Montrer que FE = Keryp ® Imep.

Exercice 4: Soient FE un espace vectoriel de dimension n et f une applica-
tion linéaire de E dans lui-méme. Montrer que les deux assertions qui suivent
sont équivalentes

1. Ker(f)=Im(f)

2. fof=0etn=2rg(f)



Exercice 5: Soit f un endomorphisme de E. Montrer que ker(f)NIm(f) =
fker(fo f)).

Exercice 6 : Soit E = R,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a n, et f: E — E définie par :

f(P)=P+(1-X)P

Montrer que f est un endomorphisme de E, donner une base de Imf et de
Ker(f).

Correction de la série d’algébre N°2

Correction exercice 1:

I.Vu,vEIRz,fl(u+v)=f1(u)—i-f1 (v)

a) f1 est linéaire si et seulment si { 2 uEl RPYAETR, £, () =\, (1)

1. Yu,v € IR?, tel que u = (z,y) et v = (2,%)
Jilu+v) = fi((@,y) + (2,9))
= filr + 27y + )
=2+ +y+yz+—y—1v)
=2z +y,z—y)+ 25+ y, 2" — )
= fi(w) + f1(v)

2. Vu e IR VA € IR fi(M) = fi(Mz.1)) = fi(Az, Ay) = (2Az + Ay, Az -
Ay) = A2z +y,z —y) = Af(u)
d’ou f1 est une application linéaire.

1.Vu,veIR2,fz(u—&-v):fz(u)-i—fz(’u)

b) fa est linéaire si et seulment si { D NUETRIVACTR, f 3 (N Ay (1)

Yu,v € TR? tel que u = (z,y) et v = (2,7
folu+v) = fol(z,y) + (27Y))
= fo(z + 25y + )
=((z+2)(y+y),z+2y+y)
= (zy + 2y + Ty + vy, x + T,y + ¥)
= (zy,z,y) + (2,27 y) + (2 + 2y,0,0)
# fa(u) + f2(v)

d’ou fo n’est pas une application linéaire.

¢) f5 est linéaire si et seulment si

VP,Q € IR*z],YA € IR, fs(AP + Q) = A fs(P) + f3(Q)
f3(AP + Q) = (AP + Q(-1), AP+Q(0),AP+Q 1))
= (AP(=1),AP(0),AP(1)) + (Q(—1),Q(0),Q(1))
= A(P(-1), P(0), P(1)) + (Q(—1),Q(0),Q(1))



= Mf3(P) + f3(Q)

d’ou f3 est une application linéaire.

Correction de ’exercice 2:
OH a f(m,y,z) = (z+z,yf:c,z+y,x+y+22)

1. Calculons les images par f des vecteurs de la base canonique (e1,ea,e3) de

IR?
f(€1) = f(LOvO) = (17070’ 1)
f(62) = f(ov 170) = (0717 L, 1)

Déduction d’une base de Im f

Comme {ey, ez, e3}la base canonique de IR3 alors {f(e1), f(ea), f(e3)} est
une famille génératrice de Im f , il suffit de vérifier I'indépendance linéaire des
vecteurs f(e1), f(e2), f(es), or f(es) = f(e1)+ f(e2) et donc f(es) est combinai-
son linéaire de {f(e1), f(ea)}. Ainsi, la famille {f(e1), f(e2)} est déja généra-
trice de Imf (car la grande famille {f(e;), f(e2), f(e3) est génératrice de Im f).
Donc il suffit de vérifier que la famille {f(e;), f(e2)} est libre.

Soient Vai,as € IR tel que aif(er) + asf(ea) = Orps < a1 (1,0,0,1) +
a2 (0,1,1,1)) = O;pe do0t @1 = ay = 0, alors {f(e1), f(e2)} est libre. On
en déduit que{f(e1), f(e2)} est une base de Im f . On peut déduire aussi que
dimImf =rgf = 2.

2. Déterminons une base de K erf

Kerf = {(as,y,z) € IR f(z,y,2) :0134}
Ona f(z,y,2) =0jpe & (x+ 2,y —x,2+y,x +y+22) =O0rpa

z+2=0
y—xz=0 _ _
= Zty=0 Sr=—zety=—z
z+y+22z=0

On en déduit que

Kerf = {(z,y,2) €IR®, x=—z et y=—z }={(—2,—2,2)/z€ IR}
={z(-1,-1,1)/z € IR}
le vecteur (—1,—1,1) engendre kerf. Comme il est non-nul, c’est une base
de kerf. En particulier, on trouve que ker f. est de dimension 1.

3. f n’est pas injective, car kerf # Orgs. f n’est pas surjective, car
Im f # IR3, En effet, la dimension de Im f = 2 # 3.



Correction de 1’exercice 3:
On a
ple1) = —2e1 + 2e3, p(e2) = 3ea; p(e3) = —der + des

1. Calculons de ¢ () :

¢ (1) =@ (z,y,2) = p(ze1,yez, ze3) = zp (e1)+yp (e2)+2¢ (e3) = x(—2,0,2)+
y(0,3,0) + 2(—4,0,4)
d’ot ¢ (u) = (—2x — 4z, 3y, 2x + 4z2).

2. Déterminons une base de Kery :

On a donc Kery = {(x,y,z) € IR3 p(x,y,2) = OIR3}
= {(m,y,z) € IR3 (—2x —4z,3y,2x + 42) = 0133}
—2x—42=0 — 9
(x,y, 2) Ekeru@{ 3y=0 é{ x—_—oz
27 +4z =0 v=
d’ou Kerpy = { T,Y, 2 GIR?’:C——2z,y:0}
22,0,2)/z € IR}
= {z( 2 ,1)/z € IR}
Kerp = {(—2,0,1)) c ebt a dire Kerpu est engendré par le vecteur (—2,0,1).
On en déduit que la famille {(—2,0,1)} est une base de Kerpu.

3. Kerp # Orps et donc endomorphisme g n’est pas injectif. Comme p est
un endomorphisme de l’espace vectoriel de dimension finie I1R?, il n’est
pas non plus surjectif, car on a alors

w injectif < p surjectif < p bijectif.

4. Déterminons une base de Im p

On sait, d’aprés le théoréme du rang, que Im p est de dimension 2. On
sait aussi que {p(e1), u(ea), u(es)} est une famille génératrice de Tm p. 11
suffit donc d’en extraire une famille libre & deux éléments. Mais on vérifie
immeédiatement que {p(e1), u(e2)} est une telle famille. C’est donc une
base de Im p qui est de rang 2.

5. Montrons que B = Kery © Imgp.

Il suffit de montrer que la réunion d’une base de Kery et d’une base
de Imy est une base de ITR®. Autrement dit, avec les calculs réalisés
précédemment, il suffit de voir que la famille {(—2,0,1), (-2,0,2),(0,3,0)}
est une famille libre. Laissé au étudiants

Correction de ’exercice 4:
Montrons 1’équivalence suivante



Ker(f) = Im(f) & fof=0ct n=2rg(f)

1. Montrons la premiere implication =

Soit z € E alors f(z) € Im(f) donc f(z) € Ker(f) = f(f(z)) =0 donc
fof=0.Dapres le théoréme du rang

rg(f)+dim Ker(f) = dim E = n et rg(f) = dim Ker(f) , ainsi 2rg(f) = n.

2. Montrons la deuxiéme implication <

Soit y € Im(f) = Jz € E tel que y = f(x) = f(y) = fof (z) =0, donc
y € Ker(f), alors Im(f) C Ker(f). De plus, n = 2rg(f)

et dimIm(f) = rg(f) et d’aprés le théoréme du rang

dim F =n =rg(f) + dim Ker(f) alors dim Im(f) = dim Ker(f).

Nous avons alors Im(f) C Ker(f) et ces deux espaces ont la méme dimension
donc on a Im(f) = Ker(f).

Correction de ’exercice 5:

Montrons ’égalité suivante ker(f) N Im(f) = f(ker(f o f)).

1. Montrons la premiére inclusion C

Soit y € ker(f)NIm(f) =y ker(f)et yeIm(f)= fly)=0et Iz € FE
tel que y = f(x), de plus f(f(z)) = fo f(z) = f(y) =0donc x € Ker(fo f) et
comme y = f(z) alors y € f(ker(f o f)). D’ou la premiére inclusion.

2. On montre la deuziéme inclusion D

Nous avons déja que f(ker(fo f)) C f(E) =Im(f), de plus f(ker(fo f)) C
Ker(f) car si y € f(ker(fo f)) = 3z € ker(f o f) tel que y = f(z) et
f o f(z) =0 ce qui implique que f(y) = 0 donc y € Ker(f). Par conséquent
fker(F o 1) C ker(f) O\ Im(f).

Correction de 1’exercice 6:
Ona f(P)=P+(1-X)P

1. Montrons que f est une application linéaire:
Soit Py, P, € E, A € IR, on montre que f(AP; + P2) = Af(P1) + f(P2)
on a
JAPL 4+ Py) = APy + Py + (1 — z)(APy + P
:A(Pl +(1*I)P'1)+P2+(17.’E)P/2
= Af(P1) + f(P), dou f est une application linéaire.

2. Donnons une base de Ker(f)

Ker(f) = {P € B/f(P) = 0}

f(P)=0= P+ (1—X)P =0, les polynomes qui vérifie cette équation sont
P(z) =0ou P(z) =2 — 1,

ainsi Ker(f) = {z — 1} et dim Ker(f) = 1.

3. Donnons une base de Im(f)

OnaE =IR,[z], f: E — E et comme {1,z,z?,...,2" } est une base canon-
ique de E alors B = {f (1), f (), f (z?) ..., f (z™)} est une partie génératrice



de Im(f).On sait, d’apres le théoréme du rang, que Im(f) est de dimension n,
il suffit donc d’en extraire une famille libre a n éléments.

On a f(1) = 1, f(z) = 1, f(2?) = —2? + 2z, ..., elc, on remarque que pour
k= 2,..n, f(zF) est de degré k sans termes constant donc '’ensemble B =
{f(z), f(x?),..., f(z™)} est une famille de n vecteurs appartenent & Im(f) est
libre(car les degrés des polynomes sont distincts). Donc B forme une base de

Tm(f).



