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Exercice 1.

On a 8i = 1; 4 : Fi � R3l�espace vectoriel.

a) F1 =
�
(x; y; z) 2 R3=x� y � z = 1

	
:

(0; 0; 0) =2 F1alors F1n�est pas un sous espace vectoriel de R3:

b) F2 =
�
(x; y; z) 2 R3=2x+ y � z = a; a 2 R

	
:

Cas 1 Si a = 0 :

Une condition nécessaire pour que F2soit un sous espace vectoriel de R3

est : (0; 0; 0) 2 F2, dans ce cas a = 0 et

F2 =
�
(x; y; z) 2 R3=2x+ y � z = 0

	
est un sev de R3car :

1) (0; 0; 0) 2 F2 alors F2 6= � et d�autre part F2 � R3:

2) 8 (x1; y1; z1) 2 F2;8 (x2; y2; z2) 2 F2;8� 2 R;8� 2 R :

� (x1; y1; z1) + � (x2; y2; z2) 2 F2?

(x1; y1; z1) 2 F2 =) 2x1 + y1 � z1 = 0;

(x2; y2; z2) 2 F2 =) 2x2 + y2 � z2 = 0;

� (x1; y1; z1) + � (x2; y2; z2) = (�x1 + �x2; �y1 + �y2; �z1 + �z2) ;

2 (�x1 + �x2) + (�y1 + �y2)� (�z1 + �z2) = � (2x1 + y1 � z1) + � (2x2 + y2 � z2) = 0:

Donc F2est un sous espace vectoriel de R3

Cas 2 Si a 6= 0 : F2 n�est pas un sous espace vectoriel de R3 car (0; 0; 0) =2 F2

c) F3 = f(x; y; z) 2 R=z = 2x+ yg :

F3est un sous espace vectoriel de R3 car z = 2x+ y =) 2x+ y � z = 0

et F3 = F2 pour a = 0.

d) F4 =
�
(x; y; z) 2 R3=x2 + y2 � 1

	
:

F4n�est pas un sous espace vectoriel de R3car (1; 0; 0) 2 F4,
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or (1; 0; 0) + (1; 0; 0) = (2; 0; 0) =2 F4:

Exercice 2.

Soit F = ff=f : R! Rgl�espace vectoriel des fonctions de R dans R.

On a 8i = 1; 4 : Fi � F .

a) F1 = ff=f : R! R et f est positiveg :

F1n�est pas un sous espace vectoriel de Fcar :

Soit f : R! R tel que 8x 2 R; f(x) = x2 + 1;est une fonction positive, f 2 F1:

et soit � = �1 2 R; donc �f n�est pas positive, �f =2 F1:

b) F2 = ff=f : R! R et f est croissanteg :

F2n�est pas un sous espace vectoriel de Fcar :

Soit f : R! R tel que 8x 2 R; f(x) = x; est une fonction croissante, f 2 F2:

et soit � = �1 2 R; donc �f n�est pas croissante, �f =2 F2:

c) F3 = ff=f : R! R et f est paireg :

F3est un sous espace vectoriel de Fcar :

1) Soit f : R! R tel que 8x 2 R; f(x) = 0 est une fonction paire; f 2 F3:

alors F3 6= � et d�autre part F3 � F :

2) 8f1 2 F3;8f2 2 F3;8� 2 R;8� 2 R :

on a �f1 + �f2 une fonction paire; �f1 + �f2 2 F3 car :

f1 2 F3 =) 8x 2 R; f1 (�x) = f1 (x) :

f2 2 F3 =) 8x 2 R; f2 (�x) = f2 (x) :

8x 2 R; (�f1 + �f2) (�x) = �f1 (�x) + �f2 (�x) = �f1 (x) + �f2 (x)

d) F4 = ff=f : R! R et f (0) = 0 = f (1) g :

F4est un sous espace vectoriel de Fcar :

1) Soit f : R! R tel que 8x 2 R; f(x) = 0,

on a f (0) = 0 = f (1) ; f 2 F4:

alors F4 6= � et d�autre part F4 � F :

2) 8f1 2 F4;8f2 2 F4;8� 2 R;8� 2 R :

on a (�f1 + �f2) (0) = 0 = (�f1 + �f2) (1) ; �f1 + �f2 2 F4 car :
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f1 2 F4 =) 8x 2 R; f1 (0) = 0 = f1 (1) :

f2 2 F4 =) 8x 2 R; f2 (0) = 0 = f2 (1) :

8x 2 R; (�f1 + �f2) (0) = �f1 (0) + �f2 (0) = �f1 (1) + �f2 (1)

8x 2 R; (�f1 + �f2) (0) = (�f1 + �f2) (1) = 0:

Exercice 3.

E l�espace vectoriel des suites à termes réels et F � E

F =
�
(un)n2N 2 E=un+2 = aun+1 + bun;8n 2 N

	
.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E.

1) La suite (un)n2N tel que 8n 2 N; un = 0,

on a (un)n2N 2 F:

alors F 6= � et d�autre part F � E:

2) 8 (un)n2N 2 F;8 (vn)n2N 2 F;8� 2 R;8� 2 R :

on a : � (un)n2N + � (vn)n2N 2 F car :

on a : � (un)n2N + � (vn)n2N = (�un + �vn)n2N :

Posons : wn = �un + �vn:

Aors wn+2 = �un+2 + �vn+2 = � (aun+1 + bun) + � (avn+1 + bvn)

=) wn+2 = a (�un+1 + �vn+1) + b (�un + �vn) = awn+1 + bwn:

=) wn+2 2 F:

Exercice 4.

Montrons que : F [G un sev de E () F � G ou G � F:

1) F � G ou G � F =) F [G un sev de E:

Si F � G, F [G = G et F [G est un sev de E:

Si G � F , F [G = F et F [G est un sev de E:

2) F [G un sev de E =) F � G ou G � F:

Supposons que : F [G un sev de E et que :

F n�est pas inclus dans G =) 9u 2 F et u =2 G =) u 2 F [G:
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et G n�est pas inclus dans F =) 9v 2 G et v =2 F =) v 2 F [G:

alors u+ v 2 F [G (car F [G un sev de E) =) u+ v 2 F ou u+ v 2 G:

Si u+ v 2 F =) 9w 2 F; tel que w = u+ v

=) v = w � u =)v 2 F; ce qui est absurde.

Si u+ v 2 G =) 9w0 2 G; tel que w0 = u+ v

=) v = w0 � u =)v 2 G; ce qui est absurde.

D�où : F [G un sev de E () F � G ou G � F:

Exercice 5.

Soient E = f(a; b; 0) =a 2 R, b 2 Rg ; F = f(0; b; c) =b 2 R, c 2 Rg

et G = f(c; 0; c) =c 2 Rgdes sous-espaces vectoriels de R3. Montrons que :

1) R3 = E + F et R3 6= E � F:

En e¤et, c�est facile de voir que : E + F � R3:

Il reste à montrer que : R3 � E + F:

8 (a; b; c) 2 R3; (a; b; c) = (a; b; 0) + (0; 0; c) 2 E + F:

d�où : R3 = E + F:

Maintenant : R3 6= E � F: Il faut trouver E \ F:

Soit (a; b; c) 2 E \ F =) (a; b; c) 2 E et (a; b; c) 2 F =) c = 0 et a = 0:

Alors E \ F = f(0; b; 0) =b 2 Rg 6= f(0; 0; 0)g :

D�où : R3 6= E � F:

2) R3 = E �G:

En e¤et, c�est facile de voir que : E +G � R3:

Il reste à montrer que : R3 � E +G:

8 (a; b; c) 2 R3; (a; b; c) = (a� c; b; 0) + (c; 0; c) 2 E +G:

d�où : R3 = E +G:

Maintenant : R3 = E �G: Il faut trouver E \G = f(0; 0; 0)g :

Soit (a; b; c) 2 E \G =) (a; b; c) 2 E et (a; b; c) 2 G =) c = 0 et b = 0 et a = c:

Alors E \ F = f(0; 0; 0)g :
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D�où : R3 = E � F:

Exercice 6.

Soient E un | espace vectoriel et u1; u2; u3; u4 des vecteurs

linéairement indépendants de E, alors on a :

�1u1 + �2u2 + �3u3 + �4u4 = 0E =) �1 = �2 = �3 = �4 = 0:

1) Si v1 = u2 + u3 + u4; v2 = u1 + u3 + u4; v3 = u1 + u2 + u4; v4 = u1 + u2 + u3:

Montrons que fv1; v2; v3; v4g est une famille libre de E. En e¤et,

�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = 0E =) �1 = �2 = �3 = �4 = 0:

�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = 0E

=) �1 (u2 + u3 + u4)+�2 (u1 + u3 + u4)+�3 (u1 + u2 + u4)+�4 (u1 + u2 + u3) = 0E :

=) (�2 + �3 + �4)u1+(�1 + �3 + �4)u2+(�1 + �2 + �4)u3+(�1 + �2 + �3)u4 = 0E :

alors �2 + �3 + �4 = 0 (1);

�1 + �3 + �4 = 0 (2);

�1 + �2 + �4 = 0 (3);

�1 + �2 + �3 = 0 (4):

(1)� (2) =) �2 � �1 = 0 =) �1 = �2:

(3)� (4) =) �4 � �3 = 0 =) �4 = �3:

(2)� (3) =) �3 � �2 = 0 =) �3 = �2:

Donc : �1 = �2 = �3 = �4; en remplaçant dans (1) on trouve :

�1 = �2 = �3 = �4 = 0:

2) Si v1 = u1; v2 = u1 + u2; v3 = u1 + u2 + u3; v4 = u1 + u2 + u3 + u4:

Montrons que fv1; v2; v3; v4g est une famille libre de E. En e¤et,

�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = 0E =) �1 = �2 = �3 = �4 = 0:

�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = 0E

=) �1 (u1) + �2 (u1 + u2) + �3 (u1 + u2 + u3) + �4 (u1 + u2 + u3 + u4) = 0E :

=) (�1 + �2 + �3 + �4)u1 + (�2 + �3 + �4)u2 + (�3 + �4)u3 + (�4)u4 = 0E :

alors �1 + �2 + �3 + �4 = 0 (1);
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�2 + �3 + �4 = 0 (2);

�3 + �4 = 0 (3);

�4 = 0 (4):

Donc : on trouve :

�1 = �2 = �3 = �4 = 0:

Exercice 7.

I) Soit F = ff=f : R! Rgl�espace vectoriel des fonctions de R dans R.

On a 8i = 1; 4 : fi 2 F , tel que :

f1 (x) = e
x sin2 x; f2 (x) = e

x cos2 x; f3 (x) = e
x sin 2x; f4 (x) = e

x cos 2x:

1) ff1; f2; f3; f4g est-elle famille libre?

On remarque que : f4 (x) = ex cos 2x = ex
�
cos2 x� sin2 x

�
=) f4 (x) = e

x cos2 x� ex sin2 x

=) 8x 2 R; f4 (x) = f2 (x)� f1 (x) =) 8x 2 R; f1 (x)� f2 (x) + f4 (x) = 0

=) (1)f1 + (�1)f2 + (0)f3 + (1)f4 = 0, avec �1 = 1; �2 = �1; �3 = 0; �4 = 1:

Donc ff1; f2; f3; f4g n�est pas libre.

2) ff1; f2; f3g est-elle famille libre?

�1f1 + �2f2 + �3f3 = 0 =) 8x 2 R; �1f1 (x) + �2f2 (x) + �3f3 (x) = 0:

=) 8x 2 R; �1ex sin2 x+ �2ex cos2 x+ �3ex sin 2x = 0:

=) 8x 2 R; �1 sin2 x+ �2 cos2 x+ �3 sin 2x = 0 (car ex > 0).

Pour x = 0 2 R; �1 sin2(0) + �2 cos2(0) + �3 sin 2(0) = 0 =) �2 = 0:

Pour x =
�

2
2 R; �1 sin2(

�

2
) + �2 cos

2(
�

2
) + �3 sin 2(

�

2
) = 0 =) �1 = 0:

Pour x =
�

4
2 R; �1 sin2(

�

4
) + �2 cos

2(
�

4
) + �3 sin 2(

�

4
) = 0 =) �3 = 0:

=) �1 = �2 = �3 = 0:

Donc ff1; f2; f3g est pas libre.

II) P2[x] l�espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égale à 2 et à coe¢ cients

dans R:

P1 (x) = 1; P2 (x) = x� 1; P3 (x) = x2; P4 (x) = x (x� 2) des éléments de P2[x]:
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1) fP1 (x) ; P2 (x) ; P3 (x) ; P4 (x)g est-elle famille libre?

On remarque que : P4 (x) = P3 (x)� 2P2 (x)� 2P1 (x) :

Donc fP1 (x) ; P2 (x) ; P3 (x) ; P4 (x)g n�est pas libre.

2) fP1 (x) ; P2 (x) ; P3 (x)g est-elle famille libre?

�1P1 (x) + �2P2 (x) + �P3 (x) = 0:

=) �1 (1) + �2 (x� 1) + �3
�
x2
�
= 0:

=) �1 � �2 + �2x+ �3x2 = 0:

=) �1 � �2 = 0; �2 = 0; �3 = 0:

=) �1 = �2 = �3 = 0:

Donc fP1 (x) ; P2 (x) ; P3 (x)g est pas libre.

Exercice 8.

I) Soient u1 = (1; 1; 1) ; u2 = (1; 2; 3) et u3 = (2;�1; 1) trois vecteurs de R3 :

1) Montrons que B = fu1; u2; u3g est une partie génératrice de R3.

8 (x; y; z) 2 R3;9�1 2 R; �2 2 R; �3 2 R, tel que :

(x; y; z) = �1 (1; 1; 1) + �2 (1; 2; 3) + �3 (2;�1; 1) :

=) (x; y; z) = �1 (1; 1; 1) + �2 (1; 2; 3) + �3 (2;�1; 1) :

=) (x; y; z) = (�1; �1; �1) + (�2; 2�2; 3�2) + (2�3;��3; �3) :

=) (x; y; z) = (�1 + �2 + 2�3; �1 + 2�2 � �3; �1 + 3�2 + �3) :

=) �1 + �2 + 2�3 = x; �1 + 2�2 � �3 = y; �1 + 3�2 + �3 = z:

On détermine : �1; �2; �3 en fonction de x; y; z:

On trouve : �1 = x+ y � z; �2 = �
2

5
x� 1

5
y +

3

5
z; �3 =

1

5
x� 2

5
y +

1

5
z:

Comme card B = dimR3 = 3; on déduit que B est une base de R3:

Déterminons les coordonnées du vecteur v = (�1; 3; 5) dans cette base B:

C�est à dire : x = �1; y = 3; z = 5, en les remplaçant dans �1; �2; �3:

On trouve : �1 = ; �2 = ; �3 = : Ce sont ces coordonées.

II) Sachant que P2[x] a comme base
�
1; x; x2

	
:
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Montrons que B0 = fP1 (x) ; P2 (x) ; P3 (x)g (exercice7) est une base de P2[x]:

On a B0 est libre et comme card B0 = dimP2[x] = 3;

on déduit que B est une base de P2[x]:

Déterminons les coordonnées du vecteur P4 (x) dans cette base B0:

On remarque que : P4 (x) = (�2)P1 (x) + (�2)P2 (x) + (1)P3 (x) :

On trouve : �1 = �2; �2 = �2; �3 = 1: Ce sont ces coordonées.

Exercice 9.

I) Soient v1 = (2; 1; 3; 1) ; v2 = (1; 2; 0; 1) et v3 = (�1; 1;�3; 0) trois vecteurs de R4.

Et soit A = fv1; v2; v3g ; déterminons une base de [A] tel que :

[A] = f�1v1 + �2v2 + �3v3=�1 2 R; �2 2 R; �3 2 Rg :

fv1; v2; v3g est liée car : v1 = v2 � v3:

=) [A] = f�1 (v2 � v3) + �2v2 + �3v3=�1 2 R; �2 2 R; �3 2 Rg :

=) [A] = f(�1 + �2) v2 + (�3 � �1) v3=�1 2 R; �2 2 R; �3 2 Rg :

=) [A] = fav2 + bv3=a 2 R; b 2 Rg :

Alors fv2; v3g est une famille génératrice de [A] :

Elle est libre car : av2 + bv3 = (0; 0; 0; 0):

=) a (1; 2; 0; 1) + b (�1; 1;�3; 0) = (0; 0; 0; 0):

=) (a; 2a; 0; a) + (�b; b;�3b; 0) = (0; 0; 0; 0):

=) (a� b; 2a+ b;�3b; a) = (0; 0; 0; 0): =) a = 0; b = 0:

D�où B = fv2; v3g est une base de [A] et dim [A] =card B = 2:

Exercice 10.

Soient F =
�
(x; y; z) 2 R3=x� 2y + z = 0

	
et G =

�
(x; y; z) 2 R3=2x� y + 2z = 0

	
deux sous-espaces vectoriels de R3.

1)

a) Donnons une base de F et dim F:

=) F =
�
(x; y; z) 2 R3=z = �x+ 2y

	
:

=) F =
�
(x; y;�x+ 2y) 2 R3=x 2 R; y 2 R

	
:

=) F = f(x; 0;�x) + (0; y; 2y) =x 2 R; y 2 Rg :
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=) F = fx (1; 0;�1) + y (0; 1; 2) =x 2 R; y 2 Rg :

Alors B1 = f(1; 0;�1) ; (0; 1; 2)g est une famille génératrice de F:

Elle est libre car : a (1; 0;�1) + b (0; 1; 2) = (0; 0; 0; 0):

=) (a; 0;�a) + (0; b; 2b) = (0; 0; 0; 0):

=) (a; b;�a+ 2b) = (0; 0; 0): =) a = 0; b = 0:

D�où B1est une base de F et dim F =card B1 = 2:

b) Donnons une base de G et dim G:

=) G =
�
(x; y; z) 2 R3=y = 2x+ 2z

	
:

=) F =
�
(x; 2x+ 2z; z) 2 R3=x 2 R; z 2 R

	
:

=) F = f(x; 2x; 0) + (0; 2z; z) =x 2 R; z 2 Rg :

=) F = fx (1; 2; 0) + z (0; 2; 1) =x 2 R; z 2 Rg :

Alors B2 = f(1; 2; 0) ; (0; 2; 1)g est une famille génératrice de G:

Elle est libre car : a (1; 2; 0) + b (0; 2; 1) = (0; 0; 0; 0):

=) (a; 2a; 0) + (0; 2b; b) = (0; 0; 0; 0):

=) (a; 2a+ 2b; b) = (0; 0; 0): =) a = 0; b = 0:

D�où B2est une base de G et dim G =card B2 = 2:

2) Donner une base de F \G:

(x; y; z) 2 F \G =) (x; y; z) 2 F; (x; y; z) 2 G:

(x; y; z) 2 F \G =) x� 2y + z = 0; 2x� y + 2z = 0

=) y = 0; z = �x:

Alors F \G =
�
(x; y; z) 2 R3=x = �z; y = 0

	
:

=) F \G =
�
(�z; 0; z) 2 R3=z 2 R

	
:

=) F \G =
�
z (�1; 0; 1) 2 R3=z 2 R

	
:

=) F \G est engendrée parw = (�1; 0; 1) 6= (0; 0; 0) ; w est libre.

D�où B3 = fwg est une base de F \G et dim F \G =card B3 = 1:

3) F et G sont-ils supplémentaires?

Non puisque : F \G 6= f(0; 0; 0)g ( car dim F \G = 1 ).
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