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Corrigé de la Sériel(Espaces vectoriels)

Exercice 1.

On a Vi = 1,4 : F; C R3’espace vectoriel.

a) Fi = {(z,y,2) e R¥/z —y—z=1}.

(0,0,0) ¢ Fyalors Fin’est pas un sous espace vectoriel de R3.

b) F, = {(z,y,2) €ER*/2x +y — z = a,a € R}.

Cas1Sia=0:

Une condition nécessaire pour que Fhsoit un sous espace vectoriel de R?
est : (0,0,0) € Fy, dans ce cas a = 0 et

Fy={(z,y,2) € R*/2z +y — 2 = 0} est un sev de Rcar :

1) (0,0,0) € F alors Fy # ¢ et d’autre part Fy C R3.

2) V(x1,y1,21) € Fo,V (z2,y2,22) € Fo,Va e R,V e R:

a(z1,y1,21) + B (22, Y2, 22) € F2?

(z1,91,21) € Fo = 271 + 31 — 21 = 0,

(22,92, 22) € F2 = 229 + Y2 — 22 = 0,

a (21,91, 21) + B (22, Y2, 22) = (ax1 + a2, ayr + Bya, az1 + Bz2),

2 (axy + Br2) + (ay1 + By2) — (@21 + Bze) = (221 +y1 — 21) + B (222 + y2 — 22) = 0.
Donc Fhest un sous espace vectoriel de R?

Cas 2 Si a # 0 : Fy n’est pas un sous espace vectoriel de R? car (0,0,0) ¢ Fy
c) F3 ={(z,y,2) eR/z =2z +y}.

Fzest un sous espace vectoriel de R® car z =2z +y =22 +y —2=0
et F3 = F5 pour a = 0.

d) Fy = {(z,y,2) e R¥/a? + 4> < 1} .

Fyn’est pas un sous espace vectoriel de R3car (1,0,0) € Fy,



or (1,0,0) + (1,0,0) = (2,0,0) ¢ Fy.

Exercice 2.

Soit F = {f/f : R — R}l’espace vectoriel des fonctions de R dans R.
OnaVi=1,4:F;, CF.

a) F1 ={f/f:R— Ret f est positive}.

Fin’est pas un sous espace vectoriel de Fcar :

Soit f: R — R tel que Vx € R, f(x) = 22 + 1,est une fonction positive, f € F}.
et soit &« = —1 € R, donc «f n’est pas positive, af ¢ Fj.

b) Fo ={f/f:R — Ret f est croissante} .

Fon’est pas un sous espace vectoriel de Fcar :

Soit f: R — R tel que Vz € R, f(z) = z, est une fonction croissante, f € Fb.
et soit « = —1 € R, donc af n’est pas croissante, af ¢ Fy.

c) F5={f/f:R— Ret f est paire}.

F3sest un sous espace vectoriel de Fcar :

1) Soit f: R — R tel que Vz € R, f(z) = 0 est une fonction paire, f € F3.
alors F3 # ¢ et d’autre part F3 C F.

2)VfiL € F3,Vfy € F5,Ya e R VB eR:

on a af; + [ f2 une fonction paire, af; + Bf2 € F3 car :

fie s=Vz R, fi(-z)=fi(2).

freFl3=Vz R, fo(-z)= fa(2).

Ve € R, (af1 + Bf2) (—2) = afi (—z) + Bf2 (—x) = af1 (z) + B2 (2)

d) Fy={f/f:R—=Ret f(0)=0=f(1) }.

Fjest un sous espace vectoriel de Fcar :

1) Soit f: R — R tel que Vz € R, f(z) =0,

ona f(0)=0=f(1),f € Fy.

alors Fy # ¢ et d’autre part Fy C F.

2)Vf1 € Fu,Vfs € Fy,Na e RV eR:

on a (afi +Bf2)(0) =0=(aft +Bf2) (1),aft + Bfs € Fy car :



fi(1).
f2€F4:>Va:€]R,f2(O) :fQ(l)
vV € R, (afi +Bf2) (0) = afi(0) + Bf2(0) = afi (1) + Bf2 (1)

Vz € R, (afi + Bf2) (0) = (af1 + Bf2) (1) = 0.

f1€F4:>V$€R,f1(0):0
=0

Exercice 3.

FE YVespace vectoriel des suites a termes réels et ' C E

F = {(un)neN € E/upto = aupt1 + buy,Vn € N}.

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de F.

1) La suite (un),cy tel que Vn € N, u,, =0,

on a (un),cy € F.

alors F' #£ ¢ et d’autre part F' C E.

2) V (un)pen € BV (V) ey € F,Va e R,VB R :

on a: a(un),ey + B (Vn)pey € F car :

on a: a(un),ey + B (Vn)peny = (QUn + Bon) e -

Posons : w, = au, + [Buy,.

Aors wy 2 = QUupyo + Bupta = a(atng1 + buy) + B (avny1 + buy)
= Wpt2 = a (QUpt1 + PUny1) + b (Quy, + Boy) = awpg1 + bwy,.

= Wnpi2 € F.

Exercice 4.

Montrons que : FUG unsevde F < F C G ou G C F.
1) FCGouGCF = FUG un sev de E.

SiFCG FUG=Get FUG est un sev de E.
SIGCF,FUG=Fet FUG est unsevde E.

2) FUGunsevde E = F CGouG C F.
Supposons que : FUG un sev de E et que :

F n’est pas inclus dans G = Ju € Fetu ¢ G = u € FUG.



et G n'est pas inclus dans FF = v e Getv ¢ F = v € FUG.
alorsu+v € FUG (car FUGunsevde F) = u+ve Fouu+twveQG.
Siu+veF = JweF telquew=u+wv

= v =w —u=v € F, ce qui est absurde.

Siu+veG@= Juw e€qG, telquew =u-+v

— v =w —u=—v € G, ce qui est absurde.

Dou: FUGunsevde E <= F CGouGCF.

Exercice 5.

Soient £ = {(a,b,0) /Ja € R, b e R}, F ={(0,b,c) /b€ R, c € R}

et G = {(c,0,c) /c € R}des sous-espaces vectoriels de R3. Montrons que :
HDR3=E+FetR*#A#EQF.

En effet, c’est facile de voir que : £+ F C R3.

Il reste & montrer que : R* C £+ F.

VY (a,b,c) € R3 (a,b,¢) = (a,b,0) + (0,0,¢c) € E+ F.

dou: R®*=E+F.

Maintenant : R3 # E @ F. 11 faut trouver £ N F.

Soit (a,b,c) € ENF = (a,b,c) € E et (a,b,c) € F=c=0¢et a=0.
Alors ENF = {(0,b,0) /b € R} # {(0,0,0)}.

Dot: R¥£EaF.

2)RP=FEDG.

En effet, c’est facile de voir que : £+ G C R3.

Il reste & montrer que : R3 ¢ E + G.

Y (a,b,c) € R3 (a,b,c) = (a —¢c,b,0) + (c,0,c) € E+ G.

dou: R®=FE +G.

Maintenant : R® = E @ G. 1l faut trouver EN G = {(0,0,0)} .

Soit (a,b,c) € ENG = (a,b,c) € E et (a,b,c) cG=c=0etb=0et a=c.

Alors ENF = {(0,0,0)}.



Dou: R3=FEaF.

Exercice 6.
Soient ' un k espace vectoriel et uy, us, us, ug des vecteurs
linéairement indépendants de FE, alors on a :
AUl + Aoug + Aguz + Aqug = 0g = A1 = Ag = A3 = Xy = 0.
1) Siv; = ug + us + ug,v2 = ug + us + ug,v3 = ug + uz + ug, V4 = ug + uz + us.
Montrons que {v1, ve,vs3,v4} est une famille libre de E. En effet,
V] + oV + azv3 + auvy = 0p = a1 = as = ag = a4 = 0.
V] + aovy + agvg + agvy = O
= a1 (uz + u3 + ug) + o (ug + ug + ug) + g (ur + uz + ug) + oy (ug + up + uz) = Og.
= (a2 + ag + aq) ur+ (a1 + a3z + aq) us+ (a1 + a2 + aq) us+ (a1 + ag + ag) ug = O0g.
alors ag+asz+aq =0 (1),
a1 +az+ag=0(2),
ar +ag+ag=0(3),
a1+ ag+az =0 (4).
1)—2) = ax—a=0= a; = a.
3)—4) = as— a3 =0= a4 = as.
2)-B)=a—a=0= a3 = .
Donc : a1 = ag = a3 = a4, en remplagant dans (1) on trouve :
a] =ay =ag =ay4 =0.
2) Si v = uy,vy = ug + ug,v3 = uy + ug + uz, v4 = uy + uz + us + ug.
Montrons que {v1,v2,vs3,v4} est une famille libre de E. En effet,
QU] + aov + azvg + gy = 0p = a1 = as = ag = a4 = 0.
V] + aovy + agvg + agvg = O
= a1 (u1) + a9 (u1 + u2) + ag (ug + ug + u3) + ag (ug + ug +us +ug) = 0.
= (1 + g + a3+ ag)ur + (a2 + a3+ ag) ug + (a3 + ag) us + (aa) ug = 0p.

alors ag +ag 4+ as+ag =0 (1),



ay +az+ag =0 (2),
as+as =0 (3),
ay =0 (4).

Donc : on trouve :
o] =ag =ag =a4 =0.
Exercice 7.
I) Soit F ={f/f : R — R}’espace vectoriel des fonctions de R dans R.
OnaVi=1,4:f; € F, tel que:
f1(z) = e®sinz, fo (x) = e® cos® z, f3 () = e®sin 2z, f4 (z) = €” cos 2z.
1) {f1, f2, f3, f4} est-elle famille libre?
2

On remarque que : f4 () = e cos 2z = e* (cos x — sin? a:)

2 2

= fi(x) = €®cos®x — e*sin“x

= Ve eR, fy(z)=fo(z)— fi(x) =Vx eR, fi(z)— fo(z)+ fa(x) =0
= Dfi+(-Dfa+(0)fs+(1)fs =0, avec a1 = 1,90 = =1, 3 = 0,4 = 1.
Donc { f1, f2, f3, fa} n’est pas libre.

2) {f1, fo, f3} est-elle famille libre?

ar1fi+asfot+asfs=0= Ve e R aifi (z)+ asfa(z)+ asfs(z) =0.

— Vz € R, a1 sin? z + age® cos? x + aze? sin 2z = 0.

= Vz € R,y sin? 2 + agcos? x + azsin2z = 0 (car e > 0).

Pour z = 0 € R, ag sin?(0) + g cos?(0) + azsin 2(0) = 0 = g = 0.

Pour z = - e R, Sin2(g) + as cosQ(%) + agzsin 2(%) =0= a; =0.

Pour xz =

FRSTYRS

SINeT sinz(%) + an COSQ(%) + agsin 2(%) =0= a3=0.
= a1 =ay =ag =0.

Donc { f1, f2, f3} est pas libre.

IT) Py[z] espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égale a 2 et a coefficients
dans R.
P(x)=1,P(z)=2—1,P5(z) = 2%, Py (x) = x (x — 2) des éléments de Ps[z].



1) {P1(z),P(z),Ps(x),Ps(x)} est-elle famille libre?
On remarque que : Py (z) = P3(z) — 2P2 (z) — 2Py (z) .
Donc {P; (z), Py (z), Ps(z), Py (z)} n’est pas libre.

2) {P(z),Py(x),Ps3(x)} est-elle famille libre?

a1 Py (2) + aePe (z) + aPs (z) = 0.

= a1 (1) +az(z—1)+as(2?) =0.
:>a1—a2+a2x+a3:r2 =0.

= a1 —az=0,a0 =0,a3 =0.

— a1 =as =ag =0.

Donc {P; (z), Py (z), Ps (z)} est pas libre.

Exercice 8.

I) Soient uy = (1,1,1) ,us = (1,2,3) et ug = (2, —1,1) trois vecteurs de R? :
1) Montrons que B = {uy, us,u3} est une partie génératrice de R3.
V(z,y,2) € R3 Ja; € R,az € R,a3 € R, tel que :

(x,y,2) =01 (1,1,1) + a2 (1,2,3) + a3 (2,—1,1).

= (z,9,2) =01 (1,1,1) + a2 (1,2,3) + a3 (2,-1,1).

= (z,9,2) = (a1, 01,01) + (@2, 202, 3a2) + (203, —a3,a3) .
= (2,y,2) = (a1 + ag + 2a3, a1 + 202 — a3, 1 + 3 + a3) .

= a1 +as+ 203 =x,01 + 200 — a3 =y,1 + 33 + a3 = 2.
On détermine : a1, ag, a3 en fonction de z,y, 2.

2 1 3 1 2 1
On trouve : o1 = x4y — 2,0 = —gx— gy—l—gz,ag = gx— gy—i—gz.
Comme card B = dimR? = 3, on déduit que B est une base de R3.
Déterminons les coordonnées du vecteur v = (—1,3,5) dans cette base B.
Cest a dire : x = —1,y = 3,z = 5, en les remplacant dans aq, as, as.

On trouve : a1 = ,a9 = ,ag3 = . Ce sont ces coordonées.

IT) Sachant que P[] a comme base {1,z,z%} .



Montrons que B = {P; (x), P2 (z), Ps (z)} (exercice7) est une base de Psx].
On a B’ est libre et comme card B’ = dim Psx] = 3,

on déduit que B est une base de Ps|x].

Déterminons les coordonnées du vecteur Py (z) dans cette base B'.

On remarque que : Py (z) = (=2) P (z) + (=2) P2 (z) + (1) P3 ().

On trouve : a1 = —2, a9 = —2, a3 = 1. Ce sont ces coordonées.

Exercice 9.

1) Soient v; = (2,1,3,1),ve = (1,2,0,1) et v3 = (—1,1,—3,0) trois vecteurs de R*.
Et soit A = {v1, v, v3}, déterminons une base de [A] tel que :

[A] = {a1v1 + agve + azvs /a1 € Rias € R a3 € R} .

{v1,v2,v3} est liée car : v; = vy — vs.

= [A] = {a1 (v2 — v3) + aVe + azvs /a1 € Rag € Rya3 € R}.

= [A] = {(1 + a2) v2 + (a3 — a1) v3/a1 € R, a3 € R, a3 € R}.

= [A] = {aves + buvz/a € R,b € R}.

Alors {vg,v3} est une famille génératrice de [A] .

Elle est libre car : avy + bvs = (0,0,0,0).

— a(1,2,0,1) +b(—1,1,-3,0) = (0,0,0,0).

— (a,2a,0,a) + (=b, b, —3b,0) = (0,0,0,0).

= (a —b,2a 4+ b,—3b,a) = (0,0,0,0). = a=0,b=0.

D’ou B = {vy,v3} est une base de [A] et dim [A] =card B = 2.

Exercice 10.

Soient F' = {(:E,y, 2)ER3 )z —2y+ 2= 0}

et G = {(a:, y,2) ER3/2x —y + 22 = 0} deux sous-espaces vectoriels de R3.
1)

a) Donnons une base de F' et dim F.

= F={(z,y,2) e R®/z = —z + 2y} .

= F={(z,y,—z+2y) eR¥/z e R,y e R}.

= F = {(z,0,—2) + (0,5,2y) /xr € R,y € R}.



= F={2(1,0,-1)4+y(0,1,2) Jxr e R,y € R}.
Alors By = {(1,0,—1),(0,1,2)} est une famille génératrice de F.
Elle est libre car : a(1,0,—1)+56(0,1,2) = (0,0,0,0).
— (a,0,—a) + (0,b,2b) = (0,0,0,0).

= (a,b,—a +2b) = (0,0,0). = a=0,b=0.

D’ou Bjest une base de F' et dim F' =card By = 2.

b) Donnons une base de G et dim G.

= G = {(z,y,2) € R¥/y =2z + 2z} .

= F ={(z,2422,2) e R¥/z € R,z € R} .
= F = {(z,22,0) + (0,22,2) /Jr e R,z € R}.

= F={2(1,2,0)4+2(0,2,1) /x € R,z € R}.

Alors By = {(1,2,0),(0,2,1)} est une famille génératrice de G.
Elle est libre car : a(1,2,0) +b(0,2,1) = (0,0,0,0).
— (a,2a,0) + (0,2b,b) = (0,0,0,0).

= (a,2a+2b,b) = (0,0,0). = a=0,b=0.

D’ou Bsest une base de G et dim G =card By = 2.

2) Donner une base de F'NG.

(r,y,2) € FNG = (z,y,2) € F,(x,y,2) € G.
(r,y,2) EFNG =2 —-2y+2=0,2x—y+22=0
— y=0,2=—zx.

Alors FNG = {(z,y,2) e R¥/z = —2,y = 0}.

— FNG={(-202) eR¥zecR}.

= FNG={2(-1,0,1) e R®/z € R} .

= F'N G est engendrée parw = (—1,0,1) # (0,0,0), w est libre.

D’ou B3 = {w} est une base de F NG et dim F'N G =card Bz = 1.
3) F et G sont-ils supplémentaires?

Non puisque : FF NG # {(0,0,0)} (car dim FNG =1).



