
(ln,inersité. Bad,ii Mokhtn,r Ann,abn,
Fo,cu,l,té d,es rS ct en.ces
Département M.I

{n.n,ée 2019/2û2A

Examen d'algèbre I,

Exercice 1. parmi ies propositions suivantcs, détermrner cellcs qui sont vrais ou fausse tout en justifiant votre

répousc.

L . 1 r € N , 2 < r < 4

2 . V  a ,  à  € l R E ,  s i : ' f 1  : f t 1 = + a : b

3. lbutc fonction continue sur lR est dérivable'

.  4 .  V n . € N ,  1 P € N t c l q u c n { n * 7 \ : 2 P '

Exercice 2. soit .E : lR2, on définit sur -E une relation binaire notée s par:

(a,b)ff i ic,d') ++'1À € IR* tel que (t 'd) : ( ' \a'Àb) '

1. Montrer que I est rrne relabion d'équivalence'

2. Déierminer la cla-sse cl'équivaience de i1'2) '

Exercice 3. soit G : lR. on définit sur G la ioi de composition intcrne nobôc * par

1

V  a ,  b € C ,  a t , b : a + b +  U

1. Montrer qtre * est tme loi commrrtattve

2. Montrer que (G, 'i) est un grouPe'

3. Soit

f  :  ( G ' * ) * ( R ' + )

r  -  3"+1
a

Morrtrer que / est un isorrtorpltisme de groupe"

Exercice 4. Calculer le pgcd' de "4 : X4 * L et' B : X3 - 1'

Pr. A. Djebabla
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, Corrigé i- l

Exercice 1. Parmi les propositions suivantes, déterminons celles qui sont vrais ou fausse tout en]

l
L,  1 r€N,2<n<4.

Cette proposi t ion est  vraie car pouï r :J€ N, on a2 <J <4 
@

l .  2. V a, b € IR... ,u, si :  #: f i .=+ a:b.

Cette proposition est vraie, en utilisant Ie raisonnement par l'absurde. Suppons que a + b,
et : î '  :  i - .  aIOIS"

U I L  U + T '

o .b
,+1  

:  
b+ I+  

a (b+1 )  :  b (a+1 , )

=+ ab+a :ba lb

+  a :b

d'où la contradiction avec le fait eue a: b. +

3. Toute fonction continue sur lR est dérivable,

Cette proposition est fausse car la fonction lrl est continue sur lR mais elle n'est pasr
dérivable sur R.. ? @

A.Va€N,  f  p€Nte lquen(n* I ) :2p .  
l

Cette proposition est vraie, en utilise le raisonnement par récurrence.

Pour n : 0, il existe urr p : 0 tel que 0. (0 + I) :2.0 (Vraie)
Pour  n :1 ,  i l ex is te  u r ip :1 te l  que  1 . (1  +  7 ) :2 .L ( \ f ra ie )

Supposons que la proposition est vraie pour rù est on la démontre pour n * L. Alors,

(n+1)  (n+2)  :  n (n* I )+2(n+ I )
:  2p++2(n+1)

2(p+n+I ) -2p ' .

D'où, il existe un p' e N tel que la proposition est vraie pour n i L.

,ç PÏ'-
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Exercice 2. Soit E - lR'. On définit sur E une relation binaire notêe ffi par:

, (a, b) ft (c, t1') e I À e IR'* tel que (c, d) : ()a' Àb) '

1. Montrons que ffi est une relation d''équivalence'
-r^

a. ft est réflexive car (a, b)ffi (a, b) pour À : 1' Wy

b. F est svmétrique car si (o, b) $ù (c, d) alors, 3 À e lR'* tel que (c, d') : (Àa' Àb) ' d'où

c :  Àa  e t  d :  Àb ,  donc
1 1
I  '  - L r

& :  , C  ê t  0 :  T d
/ \ A

ainsi il existe un À' : + € IR* tel que (4, b) : (À'c, À'd) . D'où (c, d) ffi (o,b) A

2. Déterminons Ia classe d'équivalence de (!,2)'

La classe d'équivalence de l'élément (1,2) est

6D : {G,d) € R'/  (1,2)n @,d)}
:  { ( " ,d)  €  R' /  I  À € lR*  te l  que (c ,d)  :  (À,2À)}

donc,  c :  \  e t  d , :2À'  D 'où 
,Æ\

6;):{À(1, z) I  ̂ € R-} *V YY

Exercice 3. Soit G: R.. On définit sur G la loi de composition notée * par

Ya ,b€G,  a *b :a+b+à

c. $ù est transitive car si

(  (o,  b)F(c,  d)  =+ À e R. te l  que (" ,d) :  (Ào'Àb)
)

\ (., d) ft (e, T) + À' € R* tel que (", f) : (^'c,  ̂ 'd) ,

donc, k,f) : (À'c,À'd,): (À'Àa, À'Àb) . D'où i l existe un À" : À'À € IR* tel que

6,a)ùt', ' f) ->@
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1. La qommutativité: Soit a, b € G, alors,

axb :a l '  
1  1

o *  g :?+o r  6

Doù Ia commutativité.

2. Montrons que (G, *) est un groupe.

L'associativité:

Soit a, b, c e G, alors, d'une part

ax  (bx  c ) :  o *  (U*  c *
\

D'autre part

:b*a. -è@

. 1: a , *b *c -F5 .

:a*a+c+].  ->

1\11
6) :a*b* t+o*o

( , * r . * )  *c :0"+b+.***â

b.

( a *b ) * c :

D'où I'associativité.

L'élément neutre. Comme Ia loi est commutative il

l'élément neutre uniquement à gauche ou à droite.

a * a '  :

+

a , *e :  aë  a *  e |_ 'U :  
"+  

e -  - â  a  
"

L'élément symétrique: Soit a e G, alors il existe un a' € G tel que

Alors

,11
^ t ^ , t  -
w t w t - -

b o
I

g " ! : - q - = e C .
3

2. Soit

f  ,  (G, x) --  (R, *)

r.  --)  3" +,

Montrons que "f est un isomorphisme de groupe.

suffit de démontrer I'existence de

a * a ' : " : - à .
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/ est un homomorphisme

Soit z, y e G, alors,

f  @*a) :  3(r*a)+!
2

/  1 \  r  /  1 \: a(r+r*;)* r: 9,Ër): f (,) + f (a) (df, f)

/ est bijective 
\!-/

1. L'injection. Soit r, g € G, alors

f  ( r ) :  f  fu)ez; r+) :Jar Ior :y .  d ,oùl , in ject ion

2. La surjection: soit g e R., alors, on démontre qu'il existe un z € G tel
ï (*) :  y.  Alors

f@)  :  ye3r* ï : ,
'tt 1

+> r: i_âr,
D'où la surjection. De 1 et 2 on déduit que / est une bijection.g

Rt:  RzQz*  Rs<+{ '  -  l . -  (x -  1) . (Xt  +X+r)+  0  -?
-"R1 :Rz :ez :Ës

*  ( t ' .  ; )

b.

que

Exercice 4. Calculons le pgcd de ,4 : ya, - I et B: X3 - 1. En utilisant I'alqorithme d'Euclide
donné par

Comme Âs : 0, alors ie pgcd est le denier reste non nul c'est à dire pgcd, (A, B) : x -r


