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La statistique inductive

Etendre (inférer) les propriétés constatées sur un échantillon a toute
la population.

De valider ou infirmer des hypotheses sur la population énoncées a
priori ou formulées apres une phase exploratoire.

nécessite des méthodes d’échantillonnage:

L’Estimation : approcher des parametres de la population a partir de
I'échantillon.

Les Tests : valider ou infirmer des hypothéses émises sur ces
parametres.

La Modélisation et prévision : recherche d'une relation entre une
variable et plusieurs autres, valable pour I'ensemble de la population



Modele paramétrique

un échantillon X = (X3, . . . ,Xn) ou les variables aléatoires
Xi sont indépendantes et identiquement distribuées.

leur loi commune est dans une famille de probabilités P =
1Py, 6 € O}

ensemble fini de parametres : ® c RY | d est la dimension
du modele.

0 un vecteur réel de parametres

Exemple:

-“Pile ou face” (Bernoulli) 8 =p; ® =[0,1] ,d =1
-Modeéle gaussien : 0 = (p, 02), @ =R xR+ ,d =2



 Obtenir des estimations fiables des caractéristiques

PI‘Obléme d’une population a partir d'un échantillon

représentatif
4
4 4 > \
E o . * Espérance mathématique
Stlmatlon * Variance ou écart type
d e? » La proportion p(pour un caractére dénombrable)
4
N

« Estimation ponctuelle(valeur unique)
- Estimation par intervalle de confiance(intervalle de

Type

) . . valeurs pour plus de chance de tomber sur la vraie
d estimation valeur du parameétre)

4




Définir une statistique

 Définir une fonction statistique
* Qualité d'un estimateur

Echantillon réalisé

* Relevé les mesures et calculer la
statistique

estimateur

 L'estimateur prend une valeur ,noté E
estimateur du parametre 0




trouver une facon de construire
des estimateurs de f(0)?(définir
la statistique ou sa formule)

Définir un &stimateur

{ la méthode des moments }

La méthode des moindres
carrés ordinaire ou généralisées

{ I'estimation bayésienne J

le maximum de vraisemblance



Qualité d’un estimateur

e doit
pas avoir

de biai

“ fficace
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[ La convergence
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/ Biais d'un estimateur
En cas d’échantillonnage sans
remise et avec le facteur

d’exhaustivité cet estima
estera toujours biajsé.

Non biaisé
° E@®-=0

© E(S?)=(n-1)/n *o2 =>

$® est un estimateur biaisé
de 02

E(X)=E(¥xi/n)
=1/n(E(}Yxi))=1/n Y E(xi)

=1/n ), m=1/n*"n*m=m

E(«)=p; proportion
pour une variable

° binomiale

(comportant des erreurs).

J

B(@O)=E(§-6......erreur ou biais

de 'estimateur 8

J




. Vay(ﬁl) <Var(®,)=> est plus
efficace que?d,
> Si Lirm “War{&)-—=0 = a est

Fh— =

efficace

4

e Si Lim...®8=6 =f estun
estimateur convergent de 6

S
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: parametres Estimateurs (tirage avec
remise)

b _ oyenne

(L'espérance mathématique) X arithmétique

p / fréquence

(la proportion d'une population)

GZ

la variance §5=n/n135 =1 1) 2{x-x) P

( ) LY\_/ i tatistique S, pour
gu’ il soit sans biais

o(écart type) srege [_=

w2— 1

o
O

. y
Aussi dit des estimateurs de

maximum de vraisemblance (pour
les loi B(p),N(p, 62),P(
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S P tend vers zéro
NOteS lorsque n grand

On peut avoir plusieurs estimateurs pour un fhéme
parametre.

L'estimateur Kn est dit asymptotiquement sans biais
si lim E(Kn) = 6,

n—+400

Un estimateur sans biais et de variance minimale est
appelé estimateur efficace.

un estimateur peu biaisé, mais de variance tres faible,
pourrait méme, en pratique, étre préféré a un estimateur
sans biais, mais de variance grande.
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Estimateurs d’une loi normale X ~N(u, o)

Parametre estimé | estimateur qualificatif
1L f=1/ny". Xi/ E(fi)=w, var ({i)=1/n*0* | Estimateur efficace
0%/l connue To=1/ny, (Xi— W) Estimateur efficace
o’/uwinconnue | §,=1/ny . (Xi— i)Y/ est un estimateur
°| £(5,9)= (n-1)/n*c? asymptotiguement
° sans biais de ¢




_ _Estimateurs d’une loi binomiale

X~B(p)&Y ~P(A\ )

La moyenne empirique =k/n, estun estimateur
efficace de p /k est le nombre de réalisation de p.

1/n*Zxi(moyenne empirique) est un estimateur de A.



=
/ . estimateur
Erreur quadratique moyenne

EQM(T) = E[(T - 6)?] ....(mesure la précision de
'estimateur)

EQM(T) =var(T) + [E(T) - 8]> =var(T) + B(T)>?

En particulier, I'erreur quadratique moyenne des
estimateurs sans biais est égale a leur variance.

le meilleur estimateur est celui qui présente l'erreur
quadratique moyenne la plus faible.



Intervalle de confiance

Lorsque l'on cherche a estimer un parameétre, il est
souvent plus utile de donner un renseignement du
type a <6 < b, avec une estimation de la confiance que
I'on peut avoir en cette affirmation, plutdét qu'une
valeur précise. On dit alors qu'on fournit une
estimation par intervalle de 6.



>

Quelle confiance peut on accorder a une valeur d'un estimateur
d'un parametre, d'un échantillon de taille n?

W

~

Une probabilité a (un risque) est fixer/ AIC=[I",[."] et

PO (1)) =u=>PO<n L g e
Appelé niveau

de confiance

<

Pour o, 0, tels que o +o,=a :

Risque bilatéral classique:[ac=0=a72
Risque unilatéral droit:o=a,0,=0
Risque unilatéral gauche:o=0,0,=c )




* =
cet estimateur page 12
Intervalle de confiance

Rechercher undntervalle de confiance d'une moyenne
u d'une population, X~ N(u, 6?)

Choix de la statistique: On utilise la statistiques qui
est un bon estimatefir de la moyenne p.

= ~N(n, o /Vn)=>Vn E-p)/c ~N(o,)
D'apres la table de la loi N(o ;1) et o étant fixé, il est
possible de trouver Uoa , U2 tel que

P(-u.- N U, =1- o
i

cette formule est la base de l'intervalle de confiance .



+U-a/2 — +Uo/2

Pour la loi normale

Intervalle de confiance

Parameétre estimeée

intervalle de confiance

L avec X~ N(u,oc%) et
O connue

= [(i-Us- o2 O/, TH+uUg. o O/ 72]

Ui o 2 estle fractile d’ordre 1- a/2 de N(0,1)

L avec X~N (u,o) et
g inconnue

*S'n.ﬂ';'h"ﬂ_ 1 r :ﬁ_l_ul- o 2
.ﬁ'l'ul-cr._.-‘lﬁ..";"v' TL]

|=[[i-u,- @S2

I:[.ﬁ_"-'ll- E\'._.l"lﬁ.u"; v L,

*Sp/vn — 1]

Ui o 2 estle fractile d’ordre 1- a/2 de loi t(n-1)

Sin=30 ,%Ila loide X=>

((Xn-)/( o/~/1))~ N(0,1)
((X o) /(5.7 /n))~N(0,1)

Méme Intervalle précédant. u;. 4,

des

deux

intervalles selon une loi normale centrée reduite

o avec X~N(u, o) et 1
connue

soit 'estimateur 7,2, n T,/ o ~%3(n)
= [n Tnz.u"; Ui gyz » N Tnz.ul'; un:r__.-’l] ’

Ui 2 €T Uy s fractile de loi ¢2(n)

o avec X~ N(L,c%) et
LL inconnue

soit I'estimateur 5., nS,>f o*~y?(n-1)
|= [n S'nz.u"lr Ui g2 & nsnz.u"lr un:r__.-rl].r

ul a2 et u, o fractile de loi ¢*(n-1)

Proportion
X=2xi~ B (n, p)

=2xi /n,

|—[P Ly sz Ilp{j_ ﬁj.rp'l'ul o2 fﬂ{l ﬁj] _[Dml

Sin®* p=5hetn®(1l-p)=5(en remplacant p par :

Pmin €T

Pmax ), Ui- o 2 st le fractile d’ordre 1- a/2 de N(0,1)




Exercice-1-

Une entreprise vend des bouchons de liege pour bouteilles de
I'’huile d’'olive. Dans un souci de productivité, elle décide de
traiter ses chénes-liéges avec des produits chimiques pour
qu'ils développent leur écorce (aspect extérieur) plus vite. Ces
traités chimiques peuvent altérer le liege et donner par la suite
un go(it bouchonné aux bouteilles.

i

Dans la suite, on notera p la proportion de bouchons
présentant un tel défaut.

Un groupe d’experts gofite 215 de ces bouteilles et en compte
50 bouchonnées.

1. Proposer une estimation ponctuelle de p.
2. Construire un intervalle de confiance pour p au niveau 99%.



. solution

Soit I'estimation d’une proportion p, ayant un caractere (les
bouteilles de I'huile d'olive ayant un gout bouchonné)

P=50/215= 23.25%,
Calcule de '=[p-teopnB(1—5 A, p+ tigp/B(1— Wn]
avec o = 1% (le niveau de risque de l'intervalle)et n = 215
P(U<t,_,, )=1-a/2=1-0.005=0.995(de la table de la loi normale
centrée réduite) =>t,_,,, =2.5758

= [0.2325- 2.5758,/0.2325(1 — 0.2325) /v215,0.2325+ 2.5758,/0.2325(1 — 0.2325 /4/215 |
=[0.2325-2.5758* 0.4224/14.6628,0.2325+2.5758* 0.4224/ 14.6628 ]
=[0.1583,0.3067]=[15.83%, 30.67%]

215%0.1583=34.0345,2015%(1-0.3067)=149.0595
N> 30, N*Prin>5, N*(1-Pa)>5=> condition d"approximation de la loi binomiale a la loi normale

respectée



