


Variable aléatoire
• Soit (Ω,T ,P) un espace  probabilisé, on appelle 

variable aléatoire une application de Ω dans R :

• X : Ω→ R

• ω → X=X(ω) Dx/Dx son domaine de définition

définition

• Dx sous ensemble discret de R( dénombrable, si 

Ω l’est aussi )  

Variable aléatoire  
discrète

• Dx sous ensemble continue de de R(toutes les 

valeurs d’un intervalle)

Variable aléatoire 
continue

• sur un ensemble fondamental Ω à valeurs finies : 

• X(Ω) devient un ensemble probabilisé si : 

• pour chaque Xi, il y a P(X = Xi)= pi

• Si X(ωi)= X ,Pi=P({ωi}),Si X(A)= Xi,pi=P(A)

loi d’une variable

aléatoire

A  un événement non élémentaire



variable aléatoire discrète
• définit la  moyenne théorique ou  vraie, d’une variable X par  

• μx =E(X) =∑Xi pi= X1p1+X2 p2+…+Xn pn

• μx peut être notée μ s’il n’y a pas de confusion possible.

• Elle traduit la tendance centrale de la variable aléatoire. 

Espérance 
mathématique

• La variance (vraie ou théorique) de X, notée var(X) ou  x
2 qui 

traduit la dispersion autour de l’espérance, est définie par : 

•  x
2=var(X)=E((X- μx )2) / μx=E(X)

Variance

• noté 𝜎(X) ou  x est défini par   𝜎(X) =  x = √var(X) 

•  x est noté 𝜎 s’il n’y a pas de confusion possible. écart-type

• Soit X une v.a sur l’espace probabilisé (Ω,T ,P) la fonction de 
répartition est définie par :

• F : R → [0,1]

• X →P (X ≤ X )    /F(x) =P (X ≤ X) = ∑P (X =Xi)= ∑pi

Fonction de 
répartition

Caractéristique:
E(kX) = kE(X) 
E(X + k) = E(X) + k
E(X + Y) = E(X) + E(Y)  

C’est la probabilité cumulée Définit dans la littérature
anglo-saxonne

X≤ XiX≤ Xi



Exemple1
 soit l’expérience :jeter deux dés parfaitement équilibrés. 

L’espace fondamental  Ω = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (6, 6)}

 C’est  un espace équiprobable. soit la variable aléatoire 
définie comme suit : soit  r = (a, b) ∈ Ω ; 

 on pose X(r) = X(a, b) = max(a, b) =>X  variable aléatoire 
sur Ω /

X(Ω) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, et la loi de probabilité représenter :

Xi 1 2 3 4 5 6

Pi 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36



Distribution de la variable aléatoire

 Espérance mathématique:

E(X) = 1/36 + 6/36 + 15/36 + 28/36 + 45/36 + 66/36 = 161/36 ≈ 4,47



 Soit X une v.a sur l’espace probabilisé (Ω,T ,P) la 
fonction de répartition est définie par : 

 F : R → [0,1]

 X →P (X ≤ X)

 F(X) = ∑P (X = X)= ∑pi

Fonction de répartition
Est monotone ,croissante et 
continue à gauche

t ]-,1[ ]1,2[ ]2,3[ ]3,4[ ]4,5[ ]5,6[ ]6,+[

F(t) 0 1/36 4/36 9/36 16/36 25/36 1

∀ X< X1,F(X)=0
∀ X>Xn, F(X)=1
P({X>X})=1-F(X)
P({XXy})= F(y) -F(X)

X≤ Xi



Fonction de répartition



Lois de probabilités usuelles 
lois discrètes

• considère une expérience n’ayant que deux résultats possibles, par 
exemple:Ω ={ succès ,échec}c .X ({succès})=1  et X ({échec})=0

• X est  dite variable de Bernoulli

Loi de 
Bernouli

• La distribution de X : Si P(X = 1) = Π alors P(X = 0) = 1 - Π 

La Loi de 
probabilité

• μx = Π
Espérance de 

X

• 2
x =( Π- Π2)= Π(1- Π)Variance de X



• Soient les épreuves répétées et indépendantes d’une même 
expérience de  Bernoulli, à cette expérience multiple on associe X  
v.a qui mesure le nombre de succès obtenues:Ω={sucées, échec}

• X: ΩxΩx..xΩ->R

• (succès, échec, succès..)->X({(succès, échec, succès..)})=K

• K le nombre de succès parmi n essai  ,X est  dite variable 
binomiale

Loi 
Binomiale

• la probabilité d’avoir k succès lors de n épreuves répétées est :

• 𝑃(X =k pour n essais)=Cn
k Πk (1-Π)n-k =n !/(k !(n-k) !) * Πk (1-Π)n-k

La Loi de 
probabilité

• μx = nΠ
Espérance 

de X

• 2
x =nΠ(1- Π)

Variance 
de X



Exemple1

 On jette 6 fois une pièce bien équilibrée ; on suppose que 
face est un succès. On a donc 

 Π = 1/2 et n = 6 

 a.  Probabilité que l’on ait exactement 2 faces 

 P(2faces parmi 6jets)=6 !/(2 !4 !) *(1/2)2*(1/2)4=15/64

 P(4faces au moins parmi 6jets)=p4+p5+p6

=15/64+6/64+1/64=11/32



EXERCICE1
 on considère l’expérience « tirer successivement et avec 

remise 6 boules parmi 4 rouges et 6 bleus »étudier la 
v.a. définie par « nombre de boules rouges obtenues »



solution
 tirer une boule est une expérience de Bernoulli de 

probabilité de succès (« obtenir une boule rouge »)



 Cette expérience est répétée n = 6 fois de manière 
indépendante (car il y a remise de la boule tirée à 
chaque fois) donc X ∼B(n = 6;p = 0.4). On en déduit 
directement la loi de X :

 P(X=k)=n !/(k !(n-k) !) * Πk (1-Π)n-k







 E(X)=

 var(X)



Table loi binomiale

Si X~ B(n=5;p=0.01) ,   P(X=3 ) =0.00001



• est la loi du nombre d’événements observés pendant une période de 
temps donnée dans le cas où ces événements sont indépendants 
et faiblement probables

• Soit  X  la variable aléatoire représentant le nombre d’apparitions 
indépendantes d’un événement  faiblement probable dans  une 
population infinie.

Loi de 
Poisson 

• P(X =k) =e- (k/k !)

• Le paramètre ,est un  nombre réel strictement positif, 
k=0, 1, 2, etc. Cependant, lorsque k est suffisamment 
grand, sa probabilité  devient extrêmement faible.

La Loi de 
probabilité

• μx =

Espérance 
de X

• 2
x =

• Si deux variables aléatoires indépendantes X1 et X2 sont distribuées 
selon des lois de Poisson de paramètres 1 et  2, alors la variable 
X1+X2 est distribuée selon une loi de Poisson de paramètre 1+ 2. 

Variance 
de X



Loi de Poisson&loi binomiale

 Si une variable aléatoire X ∼ B(n; Π), si Π  est petit (< 0,1) et

n  assez grand (> 50),  la loi  binomiale peut être approximée par 
une loi de Poisson de paramètre  λ =n Π. 

 si  X  est distribuée selon une loi binomiale=>X<n, alors que 
l’approximation par la loi de Poisson autorise des valeurs 
supérieures. 

 le calcul fournit des probabilités très faibles  pour ces valeurs 
aberrantes.



Table loi de poisson

X ∼ P (λ=0.2),P(k=3)=



• Est la première dérivée de la fonction de répartition si 
elle est dérivable: f(x)=d F(x)/dx (si la dérivée existe). 

• où f est une fonction continue, positive  sur X(Ω) telle 
que

• =1 

Fonction de 
densité

• loi de distribution de X, à l’aide de f(x), appelée densité 

de probabilité de X, telle que :

• =P(a ≤X ≤b)                     

la loi de 
probabilité 

Variable aléatoire continue

Si f est donnée, la probabilité  
P(a ≤X ≤b)  est la surface sous 
la courbe de f(x) et entre les 
droite x=a et x=b et l’axe des x.

Si la loi de probabilité est la notion 
centrale pour les v.a.d, la fonction de 
densité l’est pour v.a.c



-1 x 3 => 3+1 3-x 3-3=>4/8  (3-x)/8 0/8
=> 0.5 3-x 0=>f(x) positive
F(x)= (3-x)/8 = [ 3*x-x2/2]/8  

= (3*3-32/2 –(3*(-1)-(-1)2/2))/8 =(9-9/2+3+1/2)/8
=(12-4)/8=1

 Soit une fonction :

 (3-x)/8     si -1 x 3

 f(x)=

 0 sinon

 Vérifier que qu’il s’agit d’une fonction de densité de 
probabilité:

3

-1∞

Exemple2



Le passage du discret au continu 
transforme  ∑  en ∫  et pi en f(x)dx. 

f(x) ≥ 0

=1

μx =E(X)  =

2
x=var(X)=  

x= √var(X)

F(X) = P(X ≤ t) =

la fonction de répartition   

fonction monotone croissante  et continue

limit F(x)=0 ,pour  x –> -∞

limit F(x)=1 , pour x –> +∞  

P(a ≤ X ≤ b) =                   =F(b)-F(a)



• Une variable aléatoire réelle X, prenant ses valeurs dans R, suit une 
loi de Laplace-Gauss ou loi normale, de paramètres μ  et  σ, On la 
note  N (μ;𝜎2). 

• Le paramètre μ peut être quelconque mais σ est positif.

Loi  Normale 

• sa densité de probabilité est donnée par :
• f(x; μ, 𝜎) =1 /(𝜎 √2𝜋) *e-1/2*( (x- μ)^2 / 𝜎2)=>

• Fonction de répartition : P(X<a)= 1 /(𝜎 √2𝜋)  e-1/2*( (x- μ)^2 / 𝜎2)  dx

La Loi de 
probabilité

(Fonction de densité)

• μ
Espérance de X

• 2Variance de X



Loi normale
 courbe fonction de répartition de loi normale N(μ, 𝜎2)



la distribution normale
centrée réduite

la distribution est centrée si son espérance μ est nulle ; elle est dite 
réduite si sa variance σ2 (et son écart-type σ) est égale à 1. La variable 

centrée réduite associée à  v.a. X, est la variable :   t = ( X – μ)/ σ

La distribution normale centrée réduite N(0; 1) est donc définie par la 
formule : f(t; 0,1) =1 /( √2𝜋) *e-1/2*t^2  



Loi normale

exemple :    P(U ≤1,55) = 0,9394 .
Pour les valeurs de u< 0, on utilise la propriété F(u) = 1 − F(−u). 
Exemple P(U ≤ −1,55) =1 − P(U ≤ 1,55) = 1 − 0,9394 = 0,0606

Centrée réduite

on confond < et ≤



La binomiale & la loi normale
 si n est grand, et si  nΠ et n(1− Π) sont ≥ 5  

 alors on constate que la distribution binomiale tend vers la 
distribution normale 

 de moyenne nΠ et de variance nΠ(1 − Π) ;

 K B(n, Π) et  X N(μ =nΠ, 𝜎2 = nΠ(1 − Π)),on a : 

 P(K = k) = P(k) = P(k- 0.5 ≤K ≤ k + 0.5) ≈ P(k − 0.5 ≤X ≤ k + 0.5)

K Loi binomiale discrète sur 
[0,n](diagramme en bâton) 
vers X loi normale continue 
(courbe en cloche)=> 
correction de continuité



La loi de poisson &la Loi normale
 Approximation de la loi de Poisson par la loi normale : 

 Lorsque   est grand (en pratique supérieur à 25), une loi de 
Poisson peut être approchée par une loi normale d’espérance 
et de variance. 

 Domaine d’utilisation :

 Elle représente la loi de distribution d’une variable aléatoire X 
dépendant d’un grand nombre de facteurs agissant sous forme 
additive, chacun ayant une variance faible par rapport à la 
variance résultante.

 Exemple: fin de vie des dispositifs subissant un phénomène de 
vieillissement, usure, corrosion...

Dans d’autre ouvrages 
supérieur à18



Exemple3
 Soit X,v.a suit N(3;2).calculer :

 P(X<4), P(X<-1), P(X>1)

 P(X<a1)=0.75, P(X>a2)=0.85

 on utilise la variable centrée réduite U=(X-3)/2=>X=2U+3

 P(X<4)=P(2U+3<4)=P(U<0.5)=0.6915

 P(X<-1)=P(2U+3<-1)=P(U<-2)=1-P(U<2)=0.0228

 P(X>1)=P(2U+3>1)=P(U>-1)=1-P(U<-1)=P(U<1)=0.8413

Caractéristique de la 
courbe de la loi normale



P(U<uq)=F(uq)=q; si q0.50 on utilise la colonne gauche  et la ligne supérieur P(U<0.6967)=0.243.    

Notion de Fractile
 Le fractile d’ordre q(0< q<1) de la loi de X est le nombre Xq tel que:

 P(X< Xq)= q, si q=1/2 alors Xq est la médiane

V.s quantile 
dans la 

statistique

Sinon on utilise la colonne droite et la ligne inférieur           P(U<1.2930)=0.902



Exemple2-suite-
 P(X<a1)=P(2U+3<a1)=P(U<(a1-3)/2 )=0.75 =>

 U<0.6457

 Si on pose (a1-3)/2=0.6745=>a1=(0.6745*2)+3=4.35

 P(X>a2)=P(2U+3>a2)=P(U>(a2-3)/2 )=0.85

 P(U>(a2-3)/2 )=1-P(U<-(a2-3)/2 )

 P(U<-(a2-3)/2 )=1-0.85=0.15=>-(a2-3)/2=1.0364=>

 a2=-1.0364*2+ 3=0.9272



• Soient  X1, ...,  Xn des variables aléatoires indépendantes,
chacune étant distribuée selon une loi normale centrée réduite : 

• ∀ i,Xi~N(0,1) 
Loi de 2(Chi-2)

• La distribution de S =X12 +X22 + …+Xn2 (somme des carrés 
des Xi) est appelée loi de2 à n degrés de liberté, que l’on 
note 2(n) où n est le nombre de d. d. l.(de degrés de 
libertés), seul paramètre de la loi.  (loi de densité difficile à 
retenir)

La Loi de 
probabilité

(Fonction de densité)

• μ= n
Espérance de X

• 2 =2nVariance de X

Non symétrique



table de fractile de la loi de χ2

Valeurs de χ2 ayant la probabilité P d’être dépasser
P(χ2(15) < 25,0)= 0,95.



• On considère une première variable aléatoire X, distribuée selon 
une loi normale centrée réduite, puis une seconde variable Y, 
indépendante de X, distribuée selon un 2 à n degrés de liberté.   

• La variable aléatoire Tn est distribuée selon une loi de Student à n 
degrés de liberté, notée T(n)   :

Loi de Student

• Muni d’une fonction de densité compliquée(voir p204 de la 
référence principale)

La Loi de 
probabilité

(Fonction de densité)

•μ= 0

•La courbe correspondante est symétrique autour de 0, et 

son allure est proche de celle de la loi normale.  

Espérance de X

• 2 =n/(n-2)

• Cette loi est centrée, mais non réduite : la variance n/(n-2) 
est supérieure à 1.

Variance de X





 D’autre loi existent :

 Géométrique

 exponentiel

 Gumbel

 Loi uniforme

 …



exercice2
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